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Vorwort. 


Fur  die  Bearbeitung  dieses  zweiten  Teiles  meiner  funktionen- 
theoretischen  Vorlesungen  sind  mir  im  wesentlichen  dieselben  Grund- 
satze  maBgebend  gewesen  wie  fur  den  ersten.  Auch  hier  haben 
mir  die  RiEMANNschen  Vorstellungsweisen  iiberall  das  Gerippe  geliefert, 
um  das  sich  alle  Entwicklungen  gruppieren.  Es  ist  in  der  That 
merkwiirdig,  wie  wenig  Riemanns  Vorgang  gerade  auf  diesem  Ge- 
biete  Nachfolger  gefunden  hat;  ich  wiiBte  nur  die  Skizze  in  der 
ersten  Auflage  von  C.  Neumanns  ABELschen  Funktionen  und  den 
„AbriB"  von  Thomae  zu  nennen.  Selbst  so  gute  Kenner  der 
RiEMANNschen  grundlegenden  Anschauungen  wie  Durege  und  Herr 
Konigsberger  haben  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
diesen  Anschauungen  verhaltnismaBig  wenig  Gebrauch  gemacht. 
Und  doch  giebt  es  auch  hier  eine  Reihe  von  Fragen,  namentlich 
die  mit  dem  Umkehrproblem  zusammenhangenden,  die  gerade  auf 
dem  RiEMANNschen  Wege  am  einfachsten  und  durchsichtigsten  er- 
ledigt  werden  konnen. 

Andererseits  schien  es  mir  durchaus  erforderlich,  in  dieses  Ge- 
riiste  die  weiteren  Entwicklungen  einzuarbeiten,  die  seit  Riemann 
teils  auf  Grund  seiner  Ideen,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der  Moclul- 
funktionen,  teils  unabhangig  davon,  wie  namentlich  durch  Weier- 
strass,  neu  hinzugekommen  sind.  Zur  Ubernahme  einer  solchen 
Aufgabe  durfte  ich  mich  vielleicht  deswegen  berufen  glauben,  weil 
ich  in  die  WEiERSTRASSsche  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von 
Herrn  H.  A.  Schwarz,  in  den  RiEMANNschen  Ideenkreis  von  Herrn 
F.  Klein  eingefuhrt  worden  bin.  Fiir  die  Detailausflihrung  Rie- 
MANNscher  Ansatze  habe  ich  auch  viel  aus  den  Schriften  von  Herrn 
J.  Thomae  geschopft. 
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Das  Buch  beginnt  mit  den  elementarsten  Satzen  iiber  die  Ir- 
rationalitat  ]//^  (z),  bezw.  ]/f3  (z)  uud  die  von  ihr  abhangigen  Integrale. 
Doch  habe  ich  mich  bei  diesen  moglichst  kurz  aufgehalten,  um  so- 
bald  als  moglich  das  Problem  der  Umkehrung  des  Integrals  erster 
Gattung  zu  formulieren.  Der  in  vielen  Lebrbiicbern  sicb  findende 
Beweis  fiir  die  Eindeutigkeit  dieser  Umkehrung,  den  Briot  und 
Bouquet  gegeben  baben,  ist  bekanntlich  unzulanglich ;  der  Beweis 
von  Schwaez  (in  der  Abhandlung  iiber  die  konforme  Abbilclung  der 
Oberflache  des  Tetraeders  auf  die  Kugel)  scbien  mir  fiir  den  Anfang 
zu  scbwierig;  die  iibrigen  Beweise  bediirfen  zu  vieler  Satze  aus  der 
entwickelten  Tbeorie.  Icb  babe  micb  desbalb  schlieBlicb  entschlossen, 
den  Beweis  nur  fiir  den  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  bier  durch- 
zufiihren,  dann  aber  diesen  Gang  der  Untersuchung  abzubrechen 
und  im  zweiten  Abscbnitt  mit  der  Untersucbung  der  Eisenstein- 
WEiEESTEASSschen  Partialbruchreiben  fiir  doppeltperiodiscbe  Funk- 
tionen  von  neuem  einzusetzen;  sodaB  also,  wer  will,  den  ersten  Ab- 
scbnitt zunachst  ganz  iiberscblagen  und  das  Studium  des  Bucbes 
mit  dem  zweiten  beginnen  kann. 

Bei  Entwicklung  der  WEiERSTRASSschen  Funktionen  kann  man 
entweder  mit  der  Produktentwicklung  von  a  u  beginnen  und  von  ihr 
durch  Differentiationen  zu  pu  und  p  u  vordringen;  oder  man  kann 
die  Partialbruchentwicklung  fiir  p  u  an  die  Spitze  stellen  und  von 
ihr  aus  durch  successive  Integrationen  zu  pu,  £  u,  <s  u  emporsteigen ; 
ich  habe  don  letzteren  Weg  vorgezogen,  der  der  Entwicklung  der  be- 
treffenden  allgemeinen  Satze  im  ersten  Teil  folgt.  —  Eine  schwierige 
Sache  bei  jeder  Bearbeitung  der  elliptischen  Funktionen  ist  die  Aus- 
wahl  unter  den  verschiedenen  Bezeichnungen:  ich  habe  die  Weier- 
STRASSSche  beibehalten,  wie  sie  in  der  ScHWARzschen  Formelsammlung 
fixiert  ist,  mit  einer  Ausnahme:  ich  habe,  wie  Weierstrass  friiber 
selbst  gethan  und  wie  neuerdings  gleichzeitig  von  den  Herren  Study, 
Tannery  und  Molk  vorgeschlagen  worden  ist,  nicht  ojy  +  w3,  sondern 
—  («1  +  co3)  mit  m2  bezeichnet.  Das  bringt  einige  Anderungen  in  den 
Werten  der  eindeutig  definierten  zweiten  und  vierten  Wurzeln  aus  den  e 
mit  sich;  doch  ist  es  deswegen  nicht  notig,  h!  so  zu  definieren,  daB  es 
im  so  gen.  Normalfall  negativ  reell  wird,  wie  Tannery  und  Molk  thun. 

Auf  den  ersten  Blick  groBer  ist  eine  andere  Unbequemlichkeit, 
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an  der  man  nicht  vorbei  kommt,  wenn  man  nicht  in  der  Mitte  des 
Buches  die  Bezeichnung  wechseln  will.  Einerseits  namlich  muB  man 
im  sogen.  Normalfall  durchaus  der  complexen  Periode  den  Index  2 
zuweisen,  wenn  man  die  den  Halbperioden  zugeordneten  Verzweigungs- 
punkte  mit  denselben  Indices  wie  diese  versehen  unci  dabei  doch 
daran  festhalten  will,  daB  die  Indices  der  Verzweigungspunkte  ihre 
GroBenfolge  festlegen.  Andererseits  wird  man  aber  doch  im  Normal- 
fall  alle  Perioden  aus  der  reellen  und  der  rein  imaginaren  zusammen- 
setzen  wollen.  Beides  zusammen  bedingt,  daB  man  iiberhaupt  uberall, 
audi  in  der  Transformationstheorie,  2co1  und  2co3  als  die  Funda- 
mentalperioden  behandelt,  aus  denen  sich  alles  zusammensetzt.  — 
Weieestrass  umgeht  diese  Schwierigkeit,  indem  er  bei  allgemeinen 
Untersuchungen  die  Fundamentalperioden  mit  2co  und  2  m'  bezeich- 
net;  dann  ist  aber  der  Accent  nicht  mehr  zur  Bezeichnung  der 
transformierten  Perioden  disponibel. 

Im  funften  Abschnitt  babe  ich  eine  allgemeine  Theorie  der  sogen. 
jACOBischen  Funktionen  im  wesentlichen  im  AnschluB  an  das  Buch 
von  H.  Weber  gegeben;  sie  scheint  mir  in  der  That  nicht  entbehrt 
werden  zu  konnen,  wenn  man  zum  Verstandnis  der  Rolle  kommen 
will,  die  die  Thetafunktionen  in  der  Theorie  spielen.  Daran  an- 
schlieBend  habe  ich  die  sogen.  elliptischen  Funktionen  III.  Art  be- 
handelt;  die  bezw.  Formeln  gewinnen  merklich  an  Einfachheit,  wenn 
man  sie  fur  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  statt,  wie  es  meist 
geschieht,  solche  der  Charakteristik  (1,1)  aufstellt. 

Der  sechste  Abschnitt,  „das  Uinkehrproblem",  bildet  den  Mittel- 
punkt  des  Buches.  Ich  habe  versucht  (vgl.  §  53  a.  E.  und  §  54  a.  E.), 
die  verschiedenen  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  sorgfaltig 
auseinander  zu  halten,  um  dadurch  das  Auftreten  der  Theta- 
funktionen nicht  so  ganz  unvermittelt  erscheinen  zu  lassen.  Von 
dem  tibrigen  Inhalte  dieses  Abschnittes  mochte  ich  hier  nur  noch 
die  in  §  60  gegebene  nahere  Bestimmung  der  Perioden  des  Inte- 
grals III.  Gattung  hervorheben. 

Nach  einem  kurzen  Zwischenabschnitt  liber  kanonische  Formen 
des  elliptischen  Integrals  habe  ich  im  achten  Abschnitt  die  lineare 
Transformation  soweit  behandelt,  als  es  mir  der  Zweck  des  Buches 
mit  sich  zu  bringen  schien;  auf  die  explicite  Bestimmung  der  achten 
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Einheitswurzel,  die  bei  der  linearen  Transformation  der  Thetafunk- 
tionen  auftritt,  habe  icb  verzichten  zu  diirfen  und  zu  sollen  geglaubt. 
Dagegen  bin  ich  ausfuhrlicher,  als  es  wohl  sonst  geschieht,  auf  die 
Darstellung  der  Art  und  Weise  eingegangen,  wie  die  lineare  Trans- 
formation durch  Abanderung  des  Querschnittsystems  der  Eiemann- 
schen  Flache  zu  stande  kommt. 

Ebenso  habe  ich  den  neunten  Abschnitt,  „Ausartungen  der  ellip- 
tischen  Funktionen",  ausfuhrlicher  angelegt.  Insbesondere  hat  hier 
die  Entwicklung  von  K'  nach  Potenzen  des  Moduls  Platz  gefunden. 
Sie  laBt  sich  ja  leicht  aus  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Eeihe, 
andererseits  auch  durch  iterierte  quadratische  Transformation  ge- 
winnen;  das  erstere  setzt  aber  Kenntnisse  voraus,  die  ich  nicht  in 
Anspruch  nehmen  wollte;  das  letztere  yertrug  sich  nicht  mit  der 
Anordnung  des  Stoffes.  Aus  den  Vorlesungen  von  Herrn  Schwaez 
war  mir  eine  elementare  Methode  bekannt,  die  das  Integral  durch 
Einschaltung  eines  willkurlichen  Zwischenwertes  in  zwei  Summanden 
spaltet  und  jeden  derselben  fur  sich  entwickelt;  ich  habe  den 
Zwischenwert  so  gewahlt,  daB  die  beiden  Summanden  einander 
gleich  werden. 

In  den  zehnten  Abschnitt,  der  Eealitatsverhaltnisse  betrifft, 
habe  ich  auch  eine  Diskussion  der  beiden  ganz  speziellen  Falle  auf- 
genommen,  daB  die  Verzweigungspunkte  harmonisch,  bezw.  aqui- 
anharmonisch  liegen. 

Der  elfte  Abschnitt  handelt  von  Modulfunktionen,  der  zwolfte 
von  den  Transformationen  hoheren  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen.  Es  war  dabei  meine  Absicht,  die  betreffenden  Theorien 
soweit  zu  entwickeln,  daB  die  fur  numerische  Eechnung  zu  benutzen- 
den  speziellen  Transformationsformeln  nicht  als  isolierte  empirische 
Eechnungsformeln  erscheinen,  sondern  daB  ihre  Stellung  innerhalb 
der  Theorie  deutlich  wird.  Naturlich  habe  ich  mich  dabei  vielfach 
an  das  Buch  von  Klein  und  Feicke  uber  Modulfunktionen  ange- 
schlossen;  nur  habe  ich  von  der  Theorie  der  linearen  DifTerential- 
gleichungen  auch  hier  keinen  Gebrauch  machen  wollen  und  daher 
den  Hauptsatz  des  §  93  auf  dem  von  Schwaez  in  der  oben  schon 
einmal  erwahnten  Abhandlung  eingeschlagenen  Wege  abgeleitet. 
Ubrigens  wird  die  ausfuhrliche  Behandlung  gerade  der  einfachsten 
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Falle  auch  als  Erganzung  des  genannten  Werkes  manchem  will- 
kommen  sein. 

Was  den  folgenden  Abschnitt,  „numerische  Berechnungen",  be- 
trifft,  so  hat  es  mich  gefreut,  aus  dem  wahrend  des  Druckes  er- 
schienenen  II.  Heft  der  Kreiseltheorie  von  Klein  und  Sommerfeld 
zu  sehen,  daB  ich  in  fast  alien  wesentlicben  Fragen  mit  den  Ver- 
fassern  derselben  Meinung  bin.  In  einem  Punkt  weiche  ich  aller- 
dings  insofern  ab,  als  ich  fur  die  Zwecke  meines  Buches  nicht  wie 
die  Verfasser  mich  auf  eine  relative  Genauigkeit  von  l°/00  beschranken 
wollte.  Sobald  man  aber  dariiber  hinausgeht,  ist  es  nicht  mehr 
so  bequem,  die  LEGENDEEschen  Tafeln  zu  benutzen,  da  man  dann 
in  ihnen  in  Bezug  auf  beide  Argumente  interpolieren  muB.  Viel- 
mehr  ist  es  dann  bequemer,  sich  der  quadratischen  Transformation 
zu  bedienen;  die  betreffenden  Formeln  sind  in  der  von  Schwaez 
herausgegebenen  Formelsammlung  ausfuhrlich  zusammengestellt. 
Doch  habe  ich  die  Sache  so  dargestellt,  daB  man  nicht  notig  hat, 
erst  auf  die  WEiEESTBAsssche  Normalform  zu  transformieren ;  in  der 
That  hangt  ein  Teil  der  Fallunterscheidungen ,  die  Schwaez  zu 
machen  genotigt  ist,  nur  an  dieser  vorhergehenden  Transformation. 

SchlieBlich  habe  ich  noch  drei  Abschnitte  Anwendungen  hinzu- 
gefiigt;  es  schien  mir  auch  fur  die  Zwecke  einer  ersten  Einfiihrung 
durchaus  erforderlich,  wenigstens  an  einigen  Beispielen  zu  zeigen, 
welcherlei  Aufgaben  denn  nun  eigentlich  mit  den  elliptischen  Funk- 
tionen  gelost  werden  konnen.  Von  den  zahlentheoretischen  Anwen- 
dungen habe  ich  dabei  absehen  zu  diirfen  geglaubt,  da  diese  erst 
vor  kurzem  in  dem  Buche  von  H.  Webee  dargestellt  worden  sind. 
Dagegen  habe  ich  die  Anwendungen  auf  algebraische  Gebilde,  bezw. 
auf  algebraische  Kurven  soweit  dargestellt,  als  es  geschehen  konnte, 
ohne  von  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  mehr  voraus- 
zusetzen,  als  im  ersten  Teil  entwickelt  ist.  Dabei  habe  ich  auBer 
Kleins  Normalkurven  namentlich  auch  die  These  von  Humbeet  benutzt. 
Dann  habe  ich  (XV)  die  Theorie  der  I/AMESchen  Gleichuvg  gegeben, 
wesentlich  im  AnschluB  an  Halphen;  endlich  (XVI)  eine  Darstellung 
des  Problems  des  spharischen  Pendels,  mit  besonderer  Beriicksichtigung 
der  Ausartungsfalle. 

Wie  man  aus  dieser  Inhaltsiibersicht  ersieht,  habe  ich  die  Auf- 
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gabe  eines  solchen  Buches  nicht  sowohl  darin  gesehen,  die  her- 
kommlicherweise  als  elementar  betrachteten  Teile  der  Theorie  er- 
schopfend  zu  behandeln,  als  vielmehr  den  Studierenden  den  Zugang 
zu  alien  Teilen  des  Gebaudes  zu  eroffnen  und  ihn  mit  den  ver- 
schiedenen  Methoden  zur  Behandlung  der  Theorie  bekannt  zu  machen. 
Beiseite  gelassen  habe  ich  den  von  Aronhold  und  Clebsch  gebahnten 
Weg  der  Verwendung  homogener  Variabeln  und  der  Invarianten- 
theorie;  in  der  That  scheinen  mir  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  (anders  in  der  der  ABEL'schen)  die  Vorteile  dieses  Ganges 
die  Umstandlichkeiten  nicht  aufzuwiegen,  die  eine  einwurfsfreie  Be- 
griindung  desselben  mit  sich  bringt.  Infolgedessen  muBte  ich  §  55 
die  Einordnung  der  WEiERSTRASSschen  Funktionen  p  u  und  p  u  in 
die  RiEMANNsche  Theorie  anders  motivieren  als  Klein  es  thut. 

Angabe  der  ersten  Quelle  von  Definitionen  und  Satzen  habe 
ich  auch  in  diesem  Teil  unterlassen  zu  diirfen  geglaubt. 

Der  Verlagshandlung  bin  ich  zu  besonclerem  Danke  fur  das 
Entgegenkommen  verpflichtet,  das  sie  mir  bei  Unterbrechungen  des 
Druckes  und  sonstigen  Storungen  gezeigt  hat. 

Zurich,  den  9.  Februar  1899. 

H.  Burkhardt. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 

Elliptische  Integrale. 

§  I.   Die  zweiblattrige  RiEMANN'sche  Flache  mit  vier 
Verzweigungspunkten. 

In  I,  §  62 1,  hatten  wir  die  ration alen  Funktionen  von  z  und 
der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  ersten  oder  zweiten 
Grades  von  z,  s  =  ~\/f(z),  untersucht.  Wir  hatten  gefunden,  daB  es 
in  diesemFalle  moglich  ist,  eine  uniformisierende  Hilfsvariable  t  (I,  §  53) 
so  einzufuhren,  daB  sich  z  und  als  rationale  Funktionen  von  t 

ausdriicken  lassen.  Infolgedessen  fiihrte  die  Integration  rationaler 
Funktionen  von  z  und  ]/  f(z)  auf  keine  andern  Transcendenten,  als 
auf  diejenigen,  die  schon  aus  den  Integralen  rationaler  Funktionen 
sich  ergeben.  Bei  Integralen,  die  von  hoheren  algebraischen  Ir- 
rationalitaten  abhangen,  ist  das  im  allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall; 
sie  stellen  selbstandige  Transscendente  dar,  deren  Eigenschaften  nur 
aus  direkter  funktionentheoretischer  Untersuchung  erkannt  werden 
konnen.  Dieser  Untersuchung  wird  eine  wenigstens  summarische 
Untersuchung  der  zugehorigen  algebraischen  Irrationalitaten  voraus- 
gehen  miissen. 

In  diesem  Hefte  beschranken  wir  uns  auf  die  Untersuchung 
der  nach  den  schon  behandelten  einfachsten  Klassen  algebraischer 
Irrationalitaten,  namlich  der  Quadratwurzeln  aus  rationalen  ganzen 
Funktionen  dritten  oder  vierten  Grades;  wir  werden  bald  sehen,  daB 
wir  diese  beiden  Gradzahlen  zweckrnaBigerweise  zusammen  behandeln. 

Halten  wir  uns  zunachst  an  den  Fall,  daB  unter  der  Wurzel 
ein  Polynom  vierten  Grades  steht;  wir  bezeichnen  es  mit: 

1)  f(z)  =  a0z*  +  4alZs  +  6a2z2  +  4a3z  +  a4, 

1  In  dieser  Form  wird  im  folgenden  der  1897  im  gleichen  Verlage  er 
schienene  I.  Teil  dieser  Vorlesungen:  „ffinfuhrung  in  die  Theorie  der  analy- 
tischen  Funktionen  einer  eomplexen  Veranderlichen(i  citiert. 

Bubkhardt,  Funktionen.    II.  [ 
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indem  wir  im  Interesse  der  Vereinfachung  spaterer  Rechnungen 
nicht  die  Koeffizienten  selbst,  sondern  ihre  Quotienten  durch  be- 
stimmte  Zahlenfaktoren  (Binomialkoeffizienten)  mit  eigenen  Buch- 
staben  bezeichnen.  Die  Gleichung  f(z)  =  0  bat  nach  dem  Funda- 
mentalsatz  der  Algebra  (I,  §§  44,  46)  vier  Wurzeln;  wir  bezeichnen 
sie  in  beliebig  gewahlter  Reihenfolge  mit  aof  a17  a2,  a3,  sodaB: 

2)  f(z)  =  a0{z-  a0)  (z  -  tzh )  [z  -  cc2)  {z  -  a3) 

wird.    Fiir  diese  Wurzeln  soil  folgende  Festsetzung  gelten: 

I.   So   lange  nicht  das   Gegenteil   ausdrucklich  zugelassen  wird, 

setzen  wir  hier  und  im  folgenden  stets  voraus,  da/3  die  vier  Wurzeln  a 

alle  vier  voneinander  verschieden  seien. 

Im  iibrigen  sollen  diese  Wurzeln  bei  unseren  allgemeinen  Unter- 

sucbungen  keiner  weiteren  Beschrankung  unterliegen. 

Urn  uns  nun  iiber  die  G'esamtheit  der  Werte  der  Funktion 


3)  *  =  fm 

einen  Uberblick  zu  verschaffen,  verfahren  wir  analog,  wie  in  I, 
§  58 — 62.  Wir  bezeichnen  einen  der  beiden  W^erte  von  ]/a0,  gleioh- 
viel  welchen,  mit  ]/a0;  wir  setzen: 

4)  z-ak  =  rke«Pk         (£  =  0,1,2,3); 


wir  verstehen  unter  ]/  r0  rx  r2  r3  den  positiven  Wert  dieser  Quadrat- 
wurzel.    Dann  erhalten  wir: 


r0  r2r3.e 


V2  i  {<Po  +  <Pl  +  <f>1  +  <Pz) 


5)  s  =  l/%-Y. 

Die  Exponenten  cpk  sind  durch  (4)  nur  bis  auf  ganzzahlige  Vielfache 
von  2  n  bestimmt  (I,  §  4,  VII) ;  zwei  verschiedene  Wertsysteme  der- 
selben  geben,  in  (5)  eingesetzt,  iibereinstimmende  oder  verschiedene 
Werte  von  s,  je  nachdem  ihre  Summen  sich  um  ein  gerades  oder 
ein  ungerades  Vielfaches  von  2  n  unterscheiden.  Wahlen  wir  fur 
einen  beliebigen,  von  ccG,  ccx,  cc2,  a3  verschiedenen  Wert  z°  von  z 
unter  den  zugehorigen  Werten  der  cpk  willkiirliche,  aber  im  folgenden 
festzuhaltende  aus  und  bezeichnen  sie  mit  cpk\  so  konnen  wir  die 
beiden  zu  z°  gehorenden  Werte  von  s  dadurch  unterscheiden,  da8 
der  eine: 


6)  h°~f%Y 


der  andere: 


7)        h°  =  fa0.]/ror1r2r3e 


72  i  (<Po°  +  <Pi°  +  <P2°  +  W  +  2  n) 


ist. 
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Nun  lassen  wir  den  Punkt  z  in  seiner  Ebene  einen  von  z° 
ausgehenden,  die  Punkte  ak  vermeidenden,  im  iibrigen  beliebigen 
Weg  beschreiben  und  schlieBlich  nach  z°  zuriickkehren.  Dabei  yer- 
folgen  wir,  mit  ausgehend,  die  stetige  Anderung  von  s,  indem 
wir  in  jedem  Punkt  des  Weges  denjenigen  Wert  von  s  markieren, 
der  sich  stetig  an  die  auf  dem  vorher  durchlaufenen  Wegstiick  mar- 
kierten  Werte  anschlieBt.  (DaB  stets  ein  und  nur  ein  solcher  Wert 
vorhanden  ist,  folgt  aus  I,  §  54,  IV.)  Wir  fragen  hierauf:  wenn  z 
nach  z0  zuriickgekommen  ist,  wird  dann  auch  s1  nach  s^  zuriick- 
gekommen,  oder  wird  es  vielleicht  nach  s2°  gelangt  sein?  Das  wird 
davon  abhangen,  ob  die  Arcus  cpi  zu  ihren  ursprunglichen  Werten 
zuriickgekommen  sind  oder  sich  geandert  haben.  Wir  kennen  aber 
die  Anderung,  die  der  Arcus  einer  complexen  Zahl  z  —  cck  erfahrt, 
wenn  die  Variable  z  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt:  er  ver- 
mehrt  sich  (I,  §  54,  XI)  um  2m7i,  wenn  der  Weg  von  z  —  cck  den 
Nullpunkt,  d.  h.  wenn  der  Weg  von  z  den  Punkt  cck  m-mal  umwindet. 
Da  nun  die  Anderungen  der  einzelnen  (f  sich  einfach  summieren, 
und  da  Vermehrung  ihrer  Summe  um  ein  gerades  Vielfaches  von 
2tt  den  Wert  von  s  nicht  andert,  so  konnen  wir  schlieBen: 

II.  Wenn  z  von  z°  ausgehend  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt 
und  s  dabei  von  s^  ausgehend  sich  stetig  andert,  so  gelangt  s  nach  s^ 
zuruck  oder  nach  s2°,  je  nachdem  die  Summe  der  Windungszahlen  des 
Weges  von  z  um  die  Punkte  a0  ax  cc2  a3  gerade  oder  ungerade  ist. 

(Z.  B.  sind  fur  den  in  Fig.  1  gezeichneten  Weg  die  Windungs- 
zahlen 4-2,  — 1,  4-1;  ihre  Summe  ist  =  3,  s  kehrt  auf  diesem 
Wege  nicht  zu  seinem  Ausgangswert  zuruck.) 

Wollen  wir  also  dem  Punkte  z  nur  solche  Wege  gestatten,  auf 
welchen  er  mit  demselben  Funktionswert  s  belastet  zuriickkehrt,  mit 
dem  er  ausgegangen  war,  so  miissen  wir  ver- 
hindern,  daB  er  eine  ungerade  Anzahl  der 
Punkte  a  umkreist.  Wir  konnten  das  etwa 
dadurch  erreichen,  daB  wir  von  jedem  dieser 
Punkte  aus  eine  gerade  Linie  ins  Unendliche 
zogen  und  dem  Punkte  z  verboten,  eine  dieser 
Linien  zu  iiberschreiten,  sodaB  er  iiberhaupt 
keinen  Verzweigungspunkt  umkreisen  konnte. 
Einfacher  erreichen  wir  dasselbe,  wenn  wir  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  durch  sich  nicht  schneidende1  Linien  verbinden,  etwa  ce0 


1  Diese  Einschrankung  hat  kerne  wesentliclie  Bedeutimg,  sondern  wird 
nur  der  Bequemlichkeit  wegen  gemacht. 

1* 
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mit  ax  und  a2  mit  av  Um  dem  Verbot  der  Uberschreitung  dieser 
Linien  nachdriicklich  Geltung  zu  verschaffen ,  schneiden  wir  die 
Ebene  ihnen  entlang  auf;  die  aufgescbnittene  Ebene  nennen  wir  8'. 

Lassen'  wir  nun  (vgl.  Fig.  2)  den  Punkt  z  von  z°  aus  nach 
einem  anderen  Punkte  z1  zwei  verscbiedene  Wege  Lx  L2  durchlaufen, 
die  beide  ganz  innerhalb  8'  liegen,  also  keinen  der  Einschnitte  iiber- 
schreiten,  unci  lassen  wir  dabei  jedesmal  s,  von  s^  beginnend,  sich 
stetig  andern,  so  mu6  es  beidemal  zu  demselben  Endwert  gefuhrt 

werden.  Denn  wiirde  es  z.  B.  langs  LY 
nach  s^,  langs  L2  nach  s2l  kommen,  so 
wiirde  auf  dem  Wege  L2  der  andere  Aus- 
gangswert  s2°  =  —  s^  in  s^  ubergeflihrt 
werden;  dann  wiirde  aber  auf  einem  ge- 
schlossenen  Wege  L,  der  von  z°  langs  Lx 
nach  z1  und  dann  langs  L2  zuriick  nach 
Fig.  2.  z°  fuhrt,  s  vom  Ausgangswert  s^  liber  sxl 

in  s2°  iibergefiihrt  werden.  Das  wiirde 
aber  dem  Satze  II  widersprechen,  da  der  Weg  L  eine  gerade  Anzahl 
Verzweigungspunkte  umwindet.  Demnach  konnen  wir  zunachst  den 
Satz  aussprechen: 

III.  Auf  alien  innerhalb  8'  mogliehen  Wegen  von  z°  nach  z1  ge- 
langt  s,  von  Sj°  ausgehend,  immer  zu  einem  und  demselben  Werte  s^y 
von  s2  ausgehend  zu  dem  anderen  Werte  s2l. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gesamtheit  der  Werte,  die  von 
aus  auf  solchen  Wegen  erreicht  werden  konnen,  als  einen  „Zweig"  sx 
der  Funktion  s,  die  Gesamtheit  der  von  s2°  aus  erreichbaren  Werte 
als  den  anderen  Zweig,  so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

IV.  Die  Gesamtheit  der  Werte  der  zweiwertigen  Funktion  s  harm 
in  zwei  Funktionsziceige  s1  und  s2  zerlegt  werden,  deren  jeder  inner- 
lialb  der  zerschnittenen  Ebene  8'  eindeutig  definiert  und  stetig  ist. 

Bei  gegebener  Lage  der  Verzweigungspunkte  und  nach  ge- 
troffener  Wahl  der  Einschnitte  wiirde  es  moglich  (wenn  auch  um- 
standlich)  sein,  s1  und  s2  durch  Ungleichungen  zwischen  den  cpk  von- 
einander  zu  unterscheiden,  analog  wie  der  kte  Wert  des  Logarithmus 
in  I,  §  56  durch  die  Ungleichung: 

(5f'£—  \)n  <  f  ^{2k  +  1) 9i 

charakterisiert  war. 

In  je  zwei  Punkten  /9,  /,  die  einander  auf  den  beiden  Ufern 
eines  Einschnittes  gegeniiberliegen,  besitzt  der  Funktionszweig  s1 
Werte,  die  einander  entgegengesetzt  gleich  sind: 

8)  ,,(0=  -^(r). 


§  1.  Die  zweiblatirige  RiemannsgIw  Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten.  5 


(Genauer  ausgedruckt :  Nahert  sich  ein  variabler  Punkt  x,  indem  er 
innerhalb  S'  bleibt,  einem  bestimmten  Punkt  y  des  Einschnittes, 
das  eine  Mai  von  der  einen,  das  andere  Mai  von  der  anderen  Seite 
her,  so  nahert  sich  dabei  s1  jedesmal  einem  bestimmten  Grenzwert; 
diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich.)    Denn  will  man  von  einem  Ufer  des  Ein-    (7^  — , 
schnittes  auf  das  andere  gelangen  und  dabei  doch      ^,  ^ 
innerhalb  S'  bleiben,  so  muB  man  einen  der  Ver- 
zweigungspunkte  umkreisen  (Fig.  3).     Ebenso  ist  s2  (ft)  =  —  s2  (y). 
Andererseits  ist  aber  nach  (7):  s1{fi)  =  —  s2{§)  und  s1(y)  =  —  s2(y). 
Also  folgt: 

9)  s1(^)  =  s2{y)  und  s2  {fi)  =  ^  (y), 

d.  h.: 

V.  Langs  des  Einschnittes  schlieften  sich  die  Werte,  die  jeder  der 
Funktionszweige  slx  s2  auf  der  einen  Seite  des  Einschnittes  besitzt, 
stetig  an  die  Werte  an,  die  jedesmal  der  andere  Funktionszweig  auf 
der  anderen  Seite  desselben  besitzt. 

Demnach  konnen  wir  folgenclermaBen  eine  EiEMANNsche  Flache 
konstruieren,  auf  der  s  eine  eindeutige  und  bis  auf  einzelne  Punkte 
stetige  Funktion  des  Ortes  ist: 

VI.  Wir  nehmen  zwei  Exemplar e  der  in  der  angegebenen  Weise 
aufgeschnittenen  Ebene  S'  und  heften  sie  langs  der  Einschnitte  kreuz- 
weise  aneinander,  sodafi  an  Stelle  der  Einschnitte  Ubergangslinien 
entstehen. 

Ein  geschlossener  Weg  der  einfachen  Ebene,  der  die  Ver- 
zweigungspunkte  zusammen  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreist,  er- 
scheint  auf  dieser  Flache  als  ein  Weg,  der  die  ITbergangslinien 
zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male  tiberschreitet  (vgl.  I7 
§  55,  IX  und  X),  also  auch  auf  der  Flache  geschlossen  ist;  ein  ge- 
schlossener Weg  in  der  Ebene,  der  die  Verzweigungspunkte  eine 
ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  erscheint  auf  der  Flache  als  ein 
Weg,  der  die  Ubergangslinien  zusammengenommen  eine  ungerade 
Anzahl  Male  iiberschreitet,  also  nicht  nach  demselben  Punkt  der 
Flache,  sonclern  nach  dem  gerade  dariiber-  bezw.  darunterliegenden 
zuriickfuhrt.  Infolgedessen  libertragt  sich  Satz  II  folgenclermaBen 
auf  die  Flache: 

VII.  Jeder  geschlosssene  Weg  auf  der  Flache  f  'uhrt  s  zu  seinem 
Ausgangswerte  zuruck;  und  jeder  Weg,  auf  dem  nicht  nur  z,  sondern 
auch  s  zu  seinem  Ausgangswerte  zuriickgelangt,  ist  auf  der  Flache 
geschlossen. 
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Das  ist  aber  gerade,  was  wir  mit  der  Einfiihrung  einer  Ree- 
MANNschen  Flache  statt  der  schlichten  Ebene  erreichen  wollen. 
Wir  sagen: 

VIII.  Auf  der  nach  Angabe  von  Nr.  VI  konstruierten  Biemann- 
schen  Flache  ist  s  eine  eincleutige  Funktion  des  Ortes,  die  uberall  da 
stetig  ist,  wo  sie  endlich  ist. 

So  oft  es  uns  zweckmaBig  erscheint,  konnen  wir  die  so  ge- 
wonnene,  zweiblattrig  iiber  der  Ebene  ausgebreitete  Flache  durch 
stereographische  Projektion  in  eine  zweiblattrige  KiEMANNsche 
Kugelfiache  umformen,  ahnlich  wie  es  in  I,  §  55  ff.  mit  den  dort 
behandelten  Flachen  geschehen  ist. 

Auf  eine  Flache  von  ganz  ahnlicher  Beschaffenheit  werden  wir 
iibrigens  geftihrt,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  aus  einem  Polynom 
dritten  Grades: 


10)  s  =  llfs(z)  =  ]/aQ(z-  ccjiz  -  a2){z  -  a9) 
untersuchen.  Wir  haben  hier  allerdings  nur  drei  Verzweigungs- 
punkte  cclf  cc2,  cc3  im  Endlichen ;  wollen  wir  aber  verhindern ,  daB 
der  Punkt  z  eine  ungerade  Anzahl  von  ihnen  umkreist,  so  miissen 
wir  notwendig  (mindestens)  von  einem  von  ihnen  einen  Einschnitt 
ins  Unendliche  ziehen.  Die  beiden  anderen  konnen  wir  dann  durch 
einen  zweiten  Einschnitt  verbinden.  Verfahren  wir  hierauf  wie 
unter  VI  angegeben,  so  erscheint  auch  cler  unendlich  feme  Punkt 
als  Verzweigungspunkt  der  Flache.  In  der  That  liefert  die  Substi- 
tution (vgl.  I,  §§  21  u.  44): 

11)  z=\jz 
fur  s  den  Ausdruck: 


12)  s  =     -  n» "i u* u* z'  (z'  -  -   (z'  -    {z'  -  -i) ' 

aus  dem  hervorgebt,  claB  s  auch  bei  Umkreisung  von  z  =  0,  d.  h. 
z  —  oo  sein  Vorzeichen  andert.  Wenn  wir  die  Ebene  auch  hier  zur 
Kugel  umformen,  erhalten  wir  eine  Flache,  die  sich  von  der  zuerst 
betrachteten  in  nichts  weiter  unterscheidet,  als  daB  einer  der  Ver- 
zweigungspunkte  in  dem  mit  z  =  oo  bezeichneten  Punkte  liegt. 

§  2.   Umformung  dieser  Flache  in  eine  Torusflache. 

Solange  es  sich  nur  um  qualitative  Untersuchungen  handelt, 
sind  wir  nicht  an  die  genaue  Form  der  im  vorigen  Paragraphen 
konstruierten  Flache  gebunden,  sondern  konnen  (wie  in  I,  §  60) 
mit  ihr  Umformungen  vornehmen,  wenn  wir  nur  dafiir  sorgen,  daB 


7 


dabei  keine  ZerreiBung  eintritt.  Wir  verfahren  dabei  zunachst  ganz 
ahnlich,  wie  an  der  eben  erwahnten  Stelle  des  I.  Teiles,  nur  konnen 
wir  hier  nicht  wie  dort  die  innere  Kugel  durch  eine  der  Uber- 
gangslinien  ganz  herausziehen,  da  sie  ja  auBerdem  noch  durch  die 
andere  Ubergangslinie  mit  der  auBeren  zusammenhangt.  Wohl 
aber  konnen  wir  sie  uns  (vgl.  Fig.  4)  immer  mehr  und  mehr  ab- 
geplattet  denken,  bis  sie  in  eine  doppelt  iiberdeckte  ebene  Scheibe 
iibergeht,  und  dann  die  beiden  Blatter  durcheinander  durchschlagen. 
A.  a.  0.,  wo  wir  nur  mit  einer  Ubergangslinie  zu  thun  hatten,  haben 
wir  durch  diese  Operation  eine  mit  einer  Einstulpung  versehene 
Kugel  erhalten.  Hier,  wo  noch  eine  zweite  Ubergangslinie  vorliegt, 
geht  diese  Einstulpung  durch  die  Kugel  hindurch  und  miindet  auf  der 
anderen  Seite,  da,  wo  urspriinglich  die  zweite  Ubergangslinie  sich  befand, 
wieder  ins  Freie.  Mit  anderen  Worten,  wir  haben  eine  Kugel  mit 
einer  Durchbohrung  vor  uns.   Diese  kann  dann  weiter  durch  stetiges 


Fier.  4. 


Fig.  5. 


Biegen  und  Verzerren  ubergefuhrt  werden  in  einen  Torus  oder  Ring, 
d.  h.  in  die  Flache,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in 
seiner  Ebene  liegende,  ihn  nicht  schneidende  Axe  entsteht  (Fig.  5). 

Wir  konnen  iibrigens,  wie  in  I.  §  60,  die  Sache  auch  noch 
etwas  anders  auffassen:  wir  konnen  wie  dort  die  Flache  auseinander- 
schneiden,  jeden  Teil  fiir  sich  deformieren  und 
dann  die  Teile  wieder  zusammenfugen,  wenn 
wir  nur  dafiir  sorgen,  daB  ihre  Rander  genau 
ebenso  wieder  aneinander  gesetzt  werden,  wie 
sie  urspriinglich  zusammengehorten.  In  unserem 
Falle  konnen  wir  etwa  die  Flache  zunachst 
langs  der  Ubergangslinien  aufschneiden,  so  daB 
die  Blatter  auseinanderfallen.  Schieben  wir 
dann  die  Rander  der  Schlitze  zuriick,  so  er- 
scheint  jedes  Blatt  als  Kugel  mit  zwei  Off- 
nungen  (Fig.  6).  Die  letzteren  lassen  wir  immer  groBer  werden,  so- 
daB  wir  zwei  Exemplare  einer  Art  von  Kugelzone  erhalten;  diese 
platten  wir  ab  zu  einer  Art  von  ebenen  Ringflachen.  Zwischen 


Fig.  6. 
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deren  Randern  miissen  wir  nun  dieselben  Verbindungen  herstellen, 
wie  sie  auf  der  vorgelegten  Flache  bestanden  haben,  d.  h.  wir 
miissen 


bezw.  mit 


u2         u2  2  2 

verbinden,  und  zwar  so,  daB  die  Pfeilrichtungen  zurDeckung  kommen. 
Man  sieht:  es  kommt  auch  hier  eine  torusartige  Flache  zn  Stande, 

(die  man  sich  nacbber  noch  durch 
Biegimgen  und  Verzerrungen  in 
einen  genauen  Torus  ubergefuhrt 
denken  kann);  und  zwar  ent- 
spricht  die  AuBenseite  dieser 
Flache  durchweg  der  AuBenseite 
Pig  7<  •     der  ursprunglichen  doppelt  iiber- 

cleckten  Kugel.  Denn  um  die 
verlangte  Verbindung  zu  Stande  zu  bringen,  miissen  wir  die  eine 
der  beiden  ebenen  Ringflachen  erst  im  Raume  umdrehen;  dann 
kommt  bei  beiden  die  Oberseite  nach  auBen. 


§  3.  Zusammenhangsverhaltnisse. 

Auf  der-Torusflache  konnen  wir  nunmehr  die  Zusammenhangs- 
verhaltnisse bequem  iiberblicken  und  sie  dann  auf  die  zweiblattrige 
RiEMANNsche  Kugelflache  mit  vier  Verzweigungspunkten  zuriick- 
iibertragen,  auf  der  sie  nicht  so  unmittelbar  anschaulich  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Einen  in  sich  zurucklaiifenden,  sich  nicht  selbst  durchsetzenden 
Schnitt  auf  einer  Flache,  der  mit  deren  etwaiger  Berandung  keinen 
Punkt  gemeinsam  hat,  nennen  wir  einen  Buckkehr schnitt. 


Fig.  8. 


Eine  Kugel  hat  die  Eigenschaft,  daB  sie  durch  jeden  Riick- 
kehrschnitt  in  zwei  ganz  getrennte  Stiicke  zerfallt.  Der  Torus- 
flache  kommt  diese  Eigenschaft  nicht  zu;  vielmehr  giebt  es  auf  ihr 
Kurven  von  der  Art,  daB  ein  langs  einer  solchen  Kurve  gefiihrter 


§  3.  Zusammenhangsverhdltnis.se. 


Ruckkehrschnitt  die  Flache  noch  nicht  zerfallt.  Solche  Kurven 
sind  z.  B.  sowohl  die  Meridiankreise  (Fig.  8),  als  die  Breitenkreise  der 
Flache  (Fig.  9).  Wenn  aber  ein  solcher  Schnitt  ausgefuhrt  ist,  kann 
kein  weiterer  Riickkehrschnitt  ausgefuhrt  werden,  ohne  daB  die 
Flache  zerfallt.    Definiert  man  also: 

II.  Uuter  der  Geschlechtszahl  p  einer  geschlossenen  Flache  versteht 
man  die  grb'flte  Anzahl  einander  nicht  schneidender  Ruckkehrschnitte, 
die  man  auf  ihr  Ziehen  kann,  ohne  daft  sie  zerfallt,1 

so  folgt: 

III.  Die  Kugel  hat  das  Geschlecht  p  —  0,  die  Torusfl'dche  das 
Geschlecht  p  =  1. 

Aus  dieser  Eigenschaft  allein  geht  schon  hervor: 

IV.  Fs  ist  nicht  moglich,  die  Torusflache  oder  die  zweibldtterige 
RiEMANNSche  Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten  eindeutig  und  stetig 
auf  die  Kugel  abzubilden. 

Ziehen  wir  auf  unserer  Torusflache  einen  Riickkehrschnitt, 
z.  B.  langs  eines  Meridiankreises,  und  schneiden  sie  langs  clesselben 
wirkiich  durch,  so  wird  sie  daclurch  in  eine  Flache  mit  zwei  Rand- 
kurven  verwandelt,  die  wir  etwa  als  eine  zusammengebogene  Cylinder- 
flache  bezeichnen  konnen.  Diese  Flache  ist  nicht  einfach  zusammen- 
hangend  (I,  §  29,  VII);  wir  konnen  -auf  ihr  zwar  keinen  Riickkehr- 
schnitt mehr  ziehen,  ohne  da6  sie  zerfallt,  wohl  aber  noch  einen 
Quer schnitt ,  d.  h.  einen  Schnitt  von  einem  Randpunkte  nach  einem 
anderen  (I,  §  35,  Fig.  16)  —  z.  B.  langs  eines  Parallelkreises.  So 
erhalten  wir  eine  Flache,  die  mit  einiger  Verzerrung  in  ein  ebenes 
Rechteck  ausgebreitet  werden  kann.    Wir  konnen  daher  sagen: 

V.  Die  Torusflache  kann  durch  einen  Ruck- 

Jtehr schnitt  und  einen  Querschnitt  in  eine  einfach   A 

zusammenhangende  Flache  verwandelt  werden.  C5J~ — 

Alles  dieses  iibertragen  wir  nun  von  der 
Torusflache  zuriick  auf  die  RiEMANNSche  Kugel- 
flache.  Dazu  miissen  wir  den  Umformungs- 
prozeB,  der  diese  Flache  in  jene  tiberfiihrte, 
riickwarts  durchlaufen  und  dabei  die  Gestalts-  ^ 
veranderung  der  Schnitte  durch  die  einzelnen 
Schritte  jenes  Prozesses  hindurch  verfolgen;  dabei  ist  es  gleich- 
giiltig,  ob  wir  den  einen  oder  den  andern  der  in  §  2  geschilderten 

1  Natiirlich  ist  man  erst  dann  berechtigt,  diese  Definition  allgemein  auf- 
zustellen ,  wenn  man  gezeigt  hat,  dafi  diese  Anzalil  in  jedem  Falle  von  der 
Auswahl  der  Schnitte  unabhangig  ist.  Bei  der  Kugel  und  dem  Torus  iiber- 
sieht  man  das  noch  unmittelbar. 
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Prozesse  benutzen.  Jedesmal  entspricht  einem  Parallelkreis  des 
Einges  eine  Kurve  (wie  A  in  Fig.  10),  die  ganz  in  einem  Blatte 
verlauft  und  die  beiden  durcb  die  eine  Ubergangslinie  verbundenen 
Verzweigungspunkte  von  den  beiden  durch  die  andere  Ubergangs- 
linie verbundenen  in  diesem  Blatte  trennt.  Einem  Meridiankreis 
des  Einges  andererseits  entspricht  eine  Kurve  (wie  B  in  Fig.  10), 
die  von  einem  Punkt  der  einen  Ubergangslinie  zu  einem  Punkt  der 
andern  im  einen  Blatte  bin,  im  andern  zuriickfiihrt.  (In  der  Figur 
sind  die  im  einen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
andern  Blatte  verlaufenden  punktiert.)  Die  beiden  Kurven  schneiden 
sich  auf  der  Eiem ann s ch e n  Flache  in  einem.  und  nur  in  einem 
Punkte,  wie  das  aucb  auf  dem  Torus  der  Fall  war.  Der  andere 
Schnittpunkt,  den  Fig.  10  aufzuweisen  scheint,  ist  nur  ein  scheinbarer: 
dort  verlauft  die  eine  Kurve  im  einen,  die  andere  im  andern  Blatte. 


§  4.  Rationale  Funktionen  von  z  und  ^ f\(z)  oder  ]/f3(z). 

Die  Untersuchung  eindeutiger,  von  wesentlichen  Singularitaten 
freier  Funktionen  auf  einer  zweiblattrigen  EiEMANNschen  Flache 
mit  zioei  Verzweigungspunkten  wurde  uns  (I,  §  61)  wesentlich  da- 
durch  erleichtert,  daB  wir  diese  Flache  umkehrbar  eindeutig  und 
im  allgemeinen  konform  auf  die  Kugel  abbilclen ,  und  infolgedessen 
alle  jene  Funktionen  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln 
ausdrucken  konnten.  Die  zweiblattrige  BiEMANNsche  Flache  mit  vier 
Verzweigungspunkten  dagegen  laBt  (§  3,  IV)  iiberhaupt  keine  umkehrbar 
eindeutige  und  stetige,  geschweige  clenn  eine  konforme  Abbildung 
auf  die  Kugel  zu.  Wir  konnen  deshalb  hier  nicht  auf  dem  damals 
eingeschlagenen  Wege  eine  solche  Hilfsvariable  ausfindig  machen  (und 
werden  in  §  7  sehen,  daB  es  auch  auf  keinem  anderen  Wege  ge- 
lingen  kann).  Infolgedessen  mussen  wir  hier  andere  Hilfsmittel  der 
Untersuchung  herbeiziehen.    Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung: 

Wenn  es  auch  nicht  moglich  ist,  die  ganze  Flache  in  der  er- 
wahnten  Weise  abzubilden,  so  ist  es  doch  moglich,  die  Umgebung 
jedes  ihrer  Punkte  auf  einen  einfach  iiberdeckten,  ganz  im  Endlichen 
gelegenen  Bereich  einer  Hilfsebene  (^-Ebene)  konform  so  abzubilden, 
daB  jedem  Punkt  jener  Umgebung  nur  ein  Punkt  dieses  Bereiches 
entspricht.  Fur  Punkte  der  Flache,  die  endlichen  Werten  von  z 
entsprechen  und  keine  Verzweigungspunkte  sind,  ist  das  selbst- 
verstandlich;  fur  einen  Verzweigungspunkt  im  Endlichen  geschieht 
es  durch  die  Substitution: 
1)  z-a^t^ 
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fiir  einen   unendlich   fernen  Punkt,   der  kein  Verzweigungspunkt 
ist,  durch: 

2)  *  =  t-1] 

fiir  einen  unendlich  fernen  Verzweigungspunkt  durch: 

3)  z  =  t~2. 

Man  kann  eine  solche  Variable  t  .,regularisierende  Hilf svariable  fur 
den  betreffenden  Punkt  der  Flache"  nennen.  Dann  erweisen  sich  fol- 
gende  Definitionen  als  zweckmaBig: 

I.  Der  Ausdruck:  eine  Funktion  ist  in  der  Umgebung  von  z  —  zQ 
„auf  der  Flache  regular"  soil  bedeuten:  sie  ist  als  Funktion  der  zu 
diesem  Punkt  gehorenden  regularisierenden  Hilfsvariabeln  t  in  der  Um- 
gebung von  t  =  0  regular  in  dem  I,  §  33,  I  (vgl.  auch  I,  §  37,  III 
und  §  38,  IF)  festgesetzten  Sinne. 

II.  Wird  eine  der  zu  untersuchenden  Funktionen  irgendwo  Null, 
bezw.  unendlich,  so  versteht  man  unter  der  Ordnungszahl  dieses  Null- 
punktes,  bezw.  Poles  den  niedrigsten  positiven,  bezw.  hbchsten  negativen 
Exponenten,  der  in  ihrer  Entwicklung  nach  Potenzen  der  betreffenden* 
regularisierenden  Hilfsvariabeln  vorkommt. 

Nach  diesen  Festsetzungen  wenden  wir  uns  nun  zur  Unter- 
suchung  rationale?^  Funktionen  von  z  und  s.  Eine  solche  Funktion 
R  (z,  s)  kann  zunachst  auf  die  Form  eines  Quotienten  zweier  ganzen 
Funktionen  von  z  und  s  gebracht  werden;  benutzt  man  dann  die 
Gleichung  s2  =  f(z)  und  die  aus  ihr  folgenden 

4)  s*n=  [f(z)]'%     s^*1  =  s[f(z)n~] 

zur  Beseitigung  aller  hoheren  Potenzen  von  z  als  der  ersten  aus 
Zahler  und  Nenner,  so  erhalt  man  zunachst  als  allgemeine  Form 
einer  rational  en  Funktion  von  z  und  s  die  folgende: 

in  der  a,  b,  c,  d  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein  bedeuten. 
Diese  laBt  sich  noch  weiter  reduzieren,  indem  man  im  Zahler  und 
Nenner  mit  c  —  ds  erweitert  und  dann  die  Relation  s2  =  f  (z)  aber- 
mals  benutzt;  man  erhalt  so: 

6 )  R  (s  z)  =  ac  ~  b  df  +  s(bc  ~  ad)  _  ffo  (~)  +  9i  0)  s  . 

V  '   '  c*  -  d*  f  g2  {%) 

Also  gilt  der  Satz: 

III.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  lafit  sich  auf  die  Form 
(6)  bringen,  in  der  g0,  gv  g2  rationale  ganze  Funktionen  von  z  allein 
bedeuten. 
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Dabei  diirfen  wir  voraussetzen,  da8  diese  drei  Funktionen 
keinen  ihnen  alien  gemeinsamen  Teiler  haben.  da  wir  einen  solchen 
stets  wegheben  konnten  (vgl.  I,  §  20,  V).  Aber  auch  wenn  das  ge- 
schehen  ist,  kann  es  immer  nocb  vorkommen,  daB  in  einem  Pnnkte 
der  Flache  Zahler  und  Nenner  von  (6)  gleicbzeitig  Null  werden. 
Denn  der  Zahler  von  (6)  kann  auch  Null  werden,  ohne  dafi  g0  und 
g1  gleichzeitig  Null  werden.  Urn  seine  Nullpunkte  zu  finden,  hat 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  fur  z  und  s: 

s2  -/  =  0 

und: 

9o  +  9i  s  =  0 

durch  Elimination  von  s  die  Gleichung  fur  z  allein: 

</o2-.?iV=o 

abzuleiten.  Fur  jede  Wur-zel  dieser  Gleichung  stimmt  dann  der 
Wert  von  —  g0/g1  mit  einem  der  beiden  Werte  von  s  iiberein,  so 
daB  zu  jeder  solchen  Wurzel  ein  Punkt  der  Flache  gehort,  in  dem 
der  Zahler  von  (6)  Null  wird.  Wird  dann  in  einem  solchen  Punkte 
z0  auch  der  Nenner  Null,  so  erscheint  die  rationale  Funktion  in 
unbestimmter  Form.  Diese  Unbestimmtheit  kann  zwar  fur  den  einen 
Punkt  durch  algebraische  Umformungen  beseitigt  werden,  z.  B.  mdem 
man  im  Zahler  und  Nenner  von  (6)  mit  g0  —  gY  s  multipliziert  und 
mit  z  —  z0  dividiert;  aber  sie  tritt  dann  dafur  an  andern  Punkten 
auf.  Eine  einheitliche  Festsetzung,  die  alle  Falle  umfaBt,  ist  fol- 
gende:  Man  entwickle  Zahler  und  Nenner  nach  Potenzen  der  fiir 
die  Umgebung  des  gerade  zu  untersuchenden  Punktes  geltenden 
regularisierenden  Yariabeln  t;  dann  kann  man  im  Zahler  und  Nenner, 
je  nach  Bediirfnis,  mit  einer  solchen  Potenz  von  t  multiplizieren 
oder  dividieren,  daB  nur  noch  Potenzen  von  t  mit  positiven  Expo- 
nenten  vorkommen  und  daB  mindestens  eine  von  beiden  Entwick- 
lungen  mit  einem  von  t  freien  GLiede  beginnt.  Daraus  geht  hervor, 
daB  man  in  jedem  Falle  einen  positiven  oder  negativen  ganzzahligen 
Exponenten  a  so  bestimmen  kann,  daB: 

l-aR(z,  s) 

als  Funktion  von  t  betrachtet,  in  der  Umgebung  von  t  =  0  regular 
und  fiir  t  =  0  von  0  verschieden  ist.  Dieser  Exponent  giebt  dann  die 
Ordnungszahl  (I,  §  20,  IV)  der  Funktion  „auf  der  Flache"  in  dem 
untersuchten  Punkte  an.  Diese  Ordnungszahl  ist  also  in  jedem  Punkte 
der  Flache  eine  ganze  Zahl,  und  wir  konnen  den  Satz  aussprechen: 
IV.  Jede  rationale  Funktion  von  z  und  s  =  ]/ /*4  (z)  (oder  ]/ '  f\(z)  ist 
auf  der  in  §  1  konstruierten  BiEMANNSchen  Flache  bis  auf  Pole  regular. 
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Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  gilt: 

V.  Jede  auf  der  RiEMANNSchen  Fldclie  von  s  =  ]/ 1  f\(z)  (oder 
]/  f3  z)  eindeutige  und  bis  auf  Pole  reguldre  Funktion  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  s. 

Der  zweite  der  Beweise  des  Satzes  I,  §  61,  VII  gilt  namlich 
auch  fur  den  hier  vorliegenden  Fall. 

Man  nennt  die  auf  einer  Flache  eindeutigen  und  bis  auf  Pole 
regularen  Funktionen  aucn  wohl  kurz  ^Funktionen  der  Flache1'.  Auch 
pflegt  man  ihre  Gesamtheit  als  eine  „Klasse  algebraischer  Funktionen" 
zusammenzufassen,  oder  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  iiblichen 
Ausdruck  als  einen  „Funktionenkdrper" ,  insofern  Summe,  Differenz, 
Produkt,  Quotient  irgend  zweier  von  ihnen  immer  wieder  eine 
Funktion  des  Korpers  giebt. 

§  5.  Anwendung  der  CAUCHY'schen  Satze  auf  rationale  Funktionen 

von  z  und  ]/f4(z)  oder  ]/f3(z). 

Die  CAUCHYschen  Satze  (I,  §§  45,  46)  beruhten  auf  der  Um- 
formung  eines  iiber  eine  geschlossene  Kurve  zu  erstreckenden  Rand- 
integrals  in  ein  Doppelintegral,  clas  iiber  die  von  der  Kurve 
umschlossene  Flache  zu  erstrecken  war.  Aber  auf  unserer  zwei- 
blattrigen  RiEMANNSchen  Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten 
umschliefit  nicht  jede  Kurve  fur  sich  allein  ein  Flachenstiick  voll- 
standig;  um  daher  jene  Satze  hier  anwenden  zu  konnen,  miissen 
wir  erst  die  Flache  nach  Anleitung  von  §  3  in  eine  einfach  zu- 
sammenhangende  F'  verwandeln.  Dabei  konnen  wir  es  immer  so 
einrichten,  da6  die  zu  diesem  Zwecke  erforderlichen  Schnitte  nicht 
gerade  durch  singulare  Punkte  der  zu  untersuchenden  Funktionen 
hindurchgehen.    Wir  erhalten  dann  zunachst  den  Satz: 

I.  Das  Integral  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion,  genommen  nm 
den  gesamten  Band  von  F',  ist  in  alien  Fallen  gleich  Null. 

Denn  durchlaufen  wir  den 
Rand  in  bestimmtem  Sinne,  etwa 
so,  daB  F'  stets  zur  Linken 
bleibt,  so  wird  jeder  Schnitt  t 
zweimal  durchlaufen,  und  zwar 
die  beiden  Ufer  in  entgegen- 
gesetztem  Sinne;  ist  die  zu 
integrierende  Funktion,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  auf  F',  sondern 
auch  auf  F  eindeutig,  so  hat  sie  auf  beiden  Ufern  dieselben  Werte 
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und  die  Beitrage,  die  die  beiden  Ufer  zum  Randintegrale  liefern, 
heben  sich  auf. 

Wollen  wir  andererseits  den  Wert  eines  Integrals  berechnen, 
genommen  langs  einer  Kurve,  die  einen  einzelnen  Punkt  der  Flache 
vollstandig  umschlieBt,  so  mussen  wir  zuerst  die  Umgebung  dieses 
Punktes  durch  Einfiihrung  einer  geeigneten  regularisierenden  Hilfs- 
variabeln  (§  4)  auf  ein  Stuck  einer  schlichten  Ebene  abbilden.  Dem- 
gemaB  definieren  wir: 

II.  Unter  dem  Residuum  einer  auf  F  eindeutigen  Funktion  ip  in 
einem  Punkte  z  verstehen  wir  das  Residuum  von 


als  Funktion  von  t,  wenn  t  die  fur  die  Umgebung  von  z0  geltende 
regularisierende  Rilfsvariable  ist. 

Dann  gilt  der  Satz  I,  §  45,  III  auch  fur  Teile  unserer  Flache 
F'  \  wenden  wir  ihn  auf  die  ganze  Flache  F'  und  auf  eine  rationale 
Funktion  von  z  und  ^  an,  so  folgt  mit  Riicksicht  auf  I  der  zu  I, 
§  45,  VI  analoge  Satz: 

III.  Die  Gesamtsurnme  der  Residuen  einer  Funktion  der  Flache  F 
ist  stets  gleich  Null. 

Wenden  wir  diesen  Satz  nicht  auf  die  zu  untersuchende 
Funktion  xfj  selbst,  sondern  auf: 

l  dip 

ip    d  x 

an,  so  geht  aus  der  Definition  II  hervor,  daB  deren  Residuum 
gleichzusetzen  ist  dem  von 

l  dip 

ip  dt 

Das  letztere  ist  aber  gleich  der  Ordnungszahl  von  \p  (I,  §  46,  II.  III). 
Wir  finden  somit: 

IV.  Jede  Funktion  der  Flache  wird  auf  ihr  ebenso  oft  Null  wie 
Unendlich  — 

und  wenn  wir  denselben  Satz  statt  auf  \p  auf  ip  —  c  anwenden : 

V.  Jede  Funktion  der  Flache  nimmt  jeden  komplexen  Wert  ebenso 
oft  an  wie  jeden  andern. 

Dabei  bedeutet  die  Aussage  (vgl.  I,  §  46,  IV):  „die  Funktion 
ip  nimmt  den  Wert  c  in  dem  Punkte  z0  der  Flache  &-mal  an",  soviel 

als:  in  diesem  Punkte  ist  W  =  c,         =  0,         =  0 . . .,  d'\*  ^  =  0, 

T        '   dt  7   dt2  dt^-1 

wenn  t  die  fur  die  Umgebung  von  z0  geltende  regularisierende  Hilfs- 

variable  ist. 
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Man  nennt  wohl  eine  Funktion  der  Flache,  die  jeden  Wert 
auf  ihr  n-mal  annimmt,  „eine  n-wertige  Funktion  der  Flache11;  doch 
kann  das  zu  dem  MiBverstandnis  AnlaB  geben,  als  ob  von  einer 
Funktion  die  Rede  sei,  die  in  jedem  Punkte  der  Flache  n  ver- 
schiedene  Werte  hat.  Besser  ist  es  zu  sagen:  eine  Funktion  nter 
Ordnung.  —  Man  beachte  iibrigens,  daB  z  selbst,  als  Funktion  der 
Flache  betrachtet,  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  s  =  ^f\(z)  eine 
Funktion  vierter  Ordnung  ist. 

Aus  Satz  V  folgt  noch  ein  wichtiges  Korollar: 
VI.   Eine   uberall   endliche   Funktion    der  Flache    ist   stets  eine 
Konstante. 

Denn  wenn  eine  Funktion  der  Flache  nirgends  unendlich  wird, 
kann  sie  nach  V  uberhaupt  keinen  Wert  annehmen.  Der  hierin 
liegende  Widerspruch  lost  sich  nur,  wenn  dipjdz  identisch  Null, 
also  ip  =  Konst.  ist. 

§  6.   Elliptische  Integrate. 

Nunniehr  konnen  wir  zuriickkehren  zu  der  Aufgabe,  die  wir 
uns  urspriinglich  gestellt  hatten :  die  Integrale  rationaler  Funktionen 
von  z  und  s  =  ^f\(z)  oder  ]/f3(z)  zu  untersuchen.  Man  nennt 
diese  Integrale  elliptische  Integrale,  aus  dem  auBerlichen  Grunde, 
weil  die  Berechnung  der  Lange  eines  Ellipsenbogens  auf  eines  von 
ihnen  fuhrt.    Ein  solches  Integral  hat  zunachst  die  Form: 


zu  betrachten,  in  der  Rx  und  R2  zwei  Funktionen  der  Flache  be- 
deuten.  Sie  ist  nur  scheinbar  allgemeiner  als  (1),  wie  man  erkennt, 
indem  man  dafiir: 


Ein  solches  Integral  ist  eine  Funktion  seiner  beiden  Grenzen; 
wir  werden  uns  aber  zumeist  die  untere  Grenze,  die  etwa  z0  heifien 
moge,  als  fest  gegeben  denken  und  das  Integral  als  Funktion  der 
oberen  Grenze  z  betrachten.  Ist  dann  ein  bestimmter  Integrations- 
weg  von  z0  nach  z  vorgeschrieben,  so  kann  man  ihn  in  eine  Anzahl 
Teile  so  zerlegen,  daB  jeder  dieser  Teile  ganz  in  einem  Bereiche 


schreibt. 
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liegt,  der  (lurch  Einfuhrung  einer  geeigneten  regularisierenclen 
Variabeln  t  (§  4)  auf  ein  einfach  uberdecktes,  einfach  zusammen- 
hangendes  Stuck  der  £-Ebene  abgebildet  werden  kann.  Fiir  jeden 
solchen  Teil  des  Integrationsweges  gelten  dann  die  Satze  liber  Inte- 
grale  eindeutiger  Funktionen;  insbesondere  folgt  (vgl.  I,  §  35,  IV): 

I.  Ein  Integral  der-  Form  (2)  ist  bei  gegebenem  Integrationsweg 
eine  auf  der  Eldclie  F  reguldre  Funhtion  der  oberen  Grenze  im  Sinne 
der  Definition  I  von  §  4,  wenn  B1  und  R2  langs  des  ganzen  Integrations- 
weges regular  sind. 

Wollen  wir  weiter  die  Werte  vergleichen,  die  ein  solches  Integral 
fiir  zwei  verschiedene  Integrationswege  zwischen  denselben  Grenzen 
erhalt,  so  werden  wir  zweckmaBigerweise  erst  wie  in  §  3  die  Flache 
F  durch  geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende 
Flache  F'  verwandeln.  Auf  diese  konnen  wir  dann  die  CAUCHYSchen 
Satze  (I,  §  35)  anwenden.  -.Wir  finden  so: 

II.  Die  Werte  eines  elliptischen  Integrals,  genommen  langs  zweier 
verschiedener  zivischen  denselben  Grenzen  innerhalb  F'  verlaufender 
Wege,  stimmen  uberein,  wenn  Rl  und  R2  in  dem  von  diesen  beiden 
Wegen  begrenzten  Gebiet  auf  der  Flache  regular  sind. 

III.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  la  fit  sick  die  Differ  enz  der  beiden 
Werte  des  Integrals  darstellen  als  Summe  von  Integralen,  genommen 
um  die  Pole  von  R1  und  von  R2. 

IV.  Der  Wert  des  Integrals  f  F1  d  R2 ,  genommen  in  positivem 
Sinne  um  einen  Pol  von  RY  oder  B2  ist  gleich  dem  Residuum  (§  5,  II) 
der  Funhtion  R1dR2/  d  z  in  diesem  Punhte. 

Y.  Dies  ftihrt  zu  einer  Einteilung  der  elliptischen  Integrate  in  drei 
Gattungen.  Ist  das.  Eesicluum  von  R1  dR2\dz  in  alien  Polen  von  R^ 
und  R2  gleich  Null,  so  ist  der  Integralwert  eine  innerhalb  F'  eindeutige 
Funktion,  so  lange  nur  solche  Integrationswege  zugelassen  werden,  die 
ganz  innerhalb  F'  verlaufen ;  wir  nennen  diesen  W ert  den  Hauptwert 
des  Integrals.  Ist  diese  eindeutige  Funktion  liberall  regular,  so  heiBt 
das  Integral  ein  Integral  erster  Gattung;  hat  sie  noch  Pole,  so  heiBt  es 
ein  Integral  zweiter  Gattung.  Ist  aber  das  erwahnte  Eesiduum  auch 
nur  in  einem  jener  Pole  von  Null  verschieden  —A,  so  ist  der 
Integralwert  schon  innerhalb  F'  unendlich  vieldeutig;  das  Integral 
heiBt  dann  ein  Integral  dritter  Gattung.  Ein  solches  kann  in  der 
Umgebung  des  betreff'enden  Punktes  dargestellt  werden  als  Summe 
aus  A  log  t  +  einer  Funktion,  die  dort  regular  ist  oder  einen  Pol  hat. 

Untersuchen  wir  zunachst  die  Integrale  I.  und  II.  Gattung 
weiter.  Sei  w(z)  der  Wert  eines  solchen,  genommen  auf  einem 
ganz  innerhalb  F'  verlaufenden  Integrationswege;  wir  fragen,  in 
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welcher  Beziehung  die  Werte  zu  einander  stehen  mogen,  die  diese 
Funktion  w(z)  ineinander  gegeniiberliegenden  Punkten  auf  den 
beiden  Ufem  eines  der  Riickkehrschnitte  A,  B  besitzt. 

Um  uns  pracise  ausdriicken  zu  konnen,  miissen  wir  jedem  der 
beiden  Riickkehrschnitte  einen  bestimmten  Bichtungssinn  beilegen, 
sodaB  wir  sein  eines  Ufer  als  das  linke,  das  andere  als  das  recftte 
bezeichnen  konnen.  An  and  fiir  sicb  ist  die  Wahl  des  Sinnes  fur 
beide  Riickkehrschnitte  gleichgiiltig;  aber  mit  Riicksicht  auf  spater 
(im  VI.  Abschnitt)  zu  verfolgende  Zwecke  wollen  wir  gleich  hier 
eine  Festsetzung  treffen,  nach  der  der  Sinn  nur  noch  auf  einem  der 
Schnitte  willkiirlich  bleibt,  namlich: 

VI.  Der  Bichtungssinn  soli  auf  den  beiden  Buckkehrschnitten  A,  B 
so  festgelegt  sein,  dap  der  Schnitt  A  den  Schnitt  B  von  links  nach  rechts, 
also  B  den  A  von  rechts  nach  links  uberschreitet  (Fig.  12). 


9  9' 

Fig.  12.  Fig.  13. 

Seien  nun  X,  q  und  (/  zwei  Paare  einander  gegeniiber- 
liegender  Punkte  an  den  beiden  Ufern  eines  Schnittes  (Fig.  13);  dann 
ist,  da  die  Funktionen  B1  und  B2  innerhalb  der  unzerschnittenen 
Flache  F  eindeutig  sind: 

3)  fSydS2  =  J  R,dS„ 

X  Q 

wenn  jedesmal  langs  des  betreffenden  Schnittes  so  integriert  wird, 
da6  dabei  der  andere  Schnitt  nicht  uberschritten  wird.  Da  aber 
beide  Integrationswege  ganz  innerhalb  F'  verlaufen,  so  konnen  wir 
diese  Integralwerte  auch  durch  die  Werte  ausdriicken,  die  der 
Hauptzweig  iv(z)  an  den  oberen  und  unteren  Grenzen  annimmt. 
Wir  erhalten  so: 

w  (A')  —  iv  (X)  =  w  ((/)  —  iv  [q] 

oder : 

4)  iv  [X)  —  iv  (()')  =  w  (X)  —  w  ((;). 
In  der  letzteren  Form  sagt  die  Gleichung  aus: 

VII.  Langs  jedes  der  beiden  Buckkehr schnitte  ist  die  Bifferenz  der 
Werte  konstant,  die  der  Hauptzweig  eines  Integrals  I.  oder  II.  Gattung 
in  einander  gegenuberliegenden  Funkten  auf  beiden  Ufern  des  Schnittes 
annimmt. 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  2 
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Wir  nennen  diese  konstante  Differenz  w  (I)  — 20(0):  den  Perio- 
dicitdtsmodul  des  Integrals  an  dem  Buckkehrschnitt. 

Fassen  wir  vier  Punkte  ins  Auge,  die  an  der  Kreuzungsstelle 
der  beiden  Eiickkehrschnitte  A,  B  in  der  in  Fig.  14  angegebenen 
Weise  liegen,  dann  sind  die  Periodicitatsmoduln  des 
Integrals  20: 


Fig.  14. 


I  an  A :  w  (a)  —  w  =  20  (d)  —  w  (y) ; 
\     an  B:    20(a)  —  w(S)  =  10  (p)  —  w(y). 

Andererseits  ist,  wenn  die  Integrale  langs  der  Schnitte 
in  der  fur  jeden  festgesetzten  positiven  Eicbtung  genommen  werden: 

dw  =  20  (a)  —  w  (d)  =  20  ((3)  —  w  (y) , 


6) 


y  dw  =  w  (ft)  —  20  (a)  =  20  (y)  —  w(d). 


VIII.  Es  ist  also,  wenn  die  Festsetzung  VI  getroffen  wird,  der 
Periodicitatsmodid  an  B  gleich  dem  Wert  des  Integrals  genommen 
langs  A,  dagegen  der  Periodicitdtsmodul  an  A  entgegengesetzt  gleich 
dem  IVerte  des  Integrals  genommen  langs  B. 

Bei  Integralen  dritter  Gattung  modifizieren  sicb  diese  Satze 
durcb  das  Auftreten  der  logaritbmischen  Unstetigkeitspunkte.  Von 
einem  solcben  Integral  kann  nicbt  ein  auf  F'  eindeutiger  Zweig  ab- 
gespalten  werden;  man  mu8  vielmebr  erst  von 
samtlicben  logaritbrniscben  Unstetigkeitspunkten 
einander  nicht  treffende  Einscbnitte  L  (Fig.  15) 
nach  demEande  derFlacbe  fiibren.  ZweckmaBiger- 
weise  geschiebt  das  so,  daB  alle  diese  Einscbnitte 
im  Scbnittpnnkt  von  A  und  B  einmiinden.  Die 
Flache  F'  gebt  dadurcb  in  eine  ebenfalls  einfacb 
zusammenhangende  Flacbe  F"  iiber;  und  ein  Zweig  des  Integrals 
kann  jetzt  eindeutig  und  stetig  dadurcb  definiert  werden,  da6  der 
Integrations weg  auf  diese  Flacbe  F"  bescbrankt  wird.  Dann  er- 
giebt  sich: 

IX.  Fin  Integral  III.  Gattung  hat  konstante  Periodicitatsmoduln 
nicht  nur  an  den  Ruckkehrschnitten  A  und  B,  sondern  auch  an  den 
Finschnitten  L.  An  jedem  der  letzteren  ist  der  Periodicitdtsmodul 
=  2ni  mal  dem  Residuum  von  Rl  dB2/dz  in  dem  Pole,  von  dem  er 
ausgeht;  die  Summe  dieser  logarithmischen  Periodicitatsmoduln  ist  also 
Null  (nacb  §  5,  III). 

Nun  beben  wir  die  bisber  festgebaltene  Beschrankung  des  In- 
tegrationsweges  auf  die  Flache  F',  bezw.  F"  auf  und  lassen  ihn 
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ganz  willkiirlich;  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  setzen  den  Hauptwert 
des  Integrals  uber  die  Begrenzung  von  F,  bezw.  F  hinaus  ana- 
lytisch  fort.  Wir  finden  so  (vgl.  die  Diskussion  des  Logarithmus, 
I,  §  56,  III): 

X.  Das  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  z  und  s  ist  auf 
der  Flache  F-  eine  unendlichvielwertige  Funktion^  deren  sdmtliche  Werte 
aus  irgend  einem  von  ihnen  durch  Addition  beliebiger  ganzzahliger 
Vielfacher  konstanter  Periodicitdtsmoduln  hervorgehen. 

Zu  einem  gewissen  AbschluB  gelangt  diese  Untersuchung  durch 
die  folgende  Umkehrung  dieses  Satzes: 

XI.  Jede  Funktion,  die  auf  der  Flache  F  bis  auf  Pole  und  log  a- 
rithmische  Unstetigkeitspunkte  regular  und  nur  durch  konstante  Perio- 
dicit'dtsmoduln  vieldeutig  ist,  ist  das  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  z  und  s. 

Denn  ihr  Differentialquotient  geniigt  den  Bedingnngen  des 
Satzes  §  4,  V. 

§  7.  Das  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  zwar  definiert,  was  unter  einem 
elliptischen  Integral  I.}  II.  oder  III.  Gattung  zu  verstehen  ist,  aber 
noch  keineswegs  bewiesen,  daB  es  solche  Integrale  von  jeder  der 
drei  Gattungen  wirklich  giebt.  Wir  wollen  nun  zunachst  versuchen, 
ein  Integral  I.  Gattung  wirklich  zu  bilden;  wir  setzen  es  in  der  Form 

1)  fE{z,s)dz 

an.    Ist  nun 

2) 

so  ist  an  einem  im  Endlichen  gelegenen  gewohnlichen  Punkte 

d  z  =  dt\ 

an  einem  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte 

dz  =  2tdt- 
an  einem  unendlich  fernen  Punkte 

dz  =  -  t~2dt 

zu  setzen  (vgl.  §  4),  wenn  t  jedesmal  die  zugehorige  regularisierende 
Hilfsvariable  bedeutet.  Soli  also  das  Integral  (1)  uberall  regular 
bleiben ,  so  muB  die  Funktion  R  [z,  s)  selbst  uberall  regular  sein, 
ausgenommen  in  den  Verzweigungspunkten,  wo  sie  Pole  1.  Ordnung 
haben  darf;  sie  muB  ferner  im  Unendlichen  auf  beiden  Blattern  je 

2* 
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von  der  2.  Ordnung  Null  werden.  Die  Funktion  s~x  hat  diese 
Eigenschaften;  also  folgt: 

I.  Das  Integral: 

3)  u  =  f^= 

ist  auf  der  Fldche  von  s  =  ]/ ^(z)  uberall  regular,  m.  a.  W.  es  ist 
wirklich  ein  Integral  I.  Gattung. 

Es  ist  aber  auch  das  einzige  Integral  I.  Gattung,  wenn  man 
von  einem  konstanten  Faktor  absieht.  Denn  soli  R  die  bezeichneten 
Eigenschaften  haben,  so  muB  R.s  auf  der  Flache  uberall  regular, 
also  nach  §  5,  VI  eine  Konstante  sein.  Also: 

II.  Jedes  andere  Integral  I.  Gattung  auf  unserer  Flache  kann  sick 
von  (3)  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden. 

Im  Falle  s2=f3(z)  sind  diese  Schlusse  teilweise  etwas  zu 
modifizieren.  Der  Punkt  oo  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  und  s 
hat  in  ihm  einen  Pol  3.  Ordnung;  aber  es  ist  fur  ihn  auch 

dz  =  -  2t~Bdt 
zu  setzen.    Das  Kesultat  bleibt  also  dasselbe: 

III.  Die  Sdtze  I  und  II  gelten  auch  fur  den  Fall  der  Quadrat- 
ivurzel  aus  einem  Folynom  dritten  Grades. 

In  der  Existenz  des  Integrals  I.  Gattung  liegt  ein  charakte- 
ristischer  Unterschied  zwischen  der  zweiblattrigen  KiEMANNSchen 
Flache  mit  vier  und  der  mit  zwei  Verzwergungspunkten ;  man  kann 
aus  ihr  allein  schon  schlieBen: 

IV.  Es  ist  nicht  mb'glich,  z  und  s  =  ^/f3(z)  oder  ^f\(z)  als 
rationale  Funktionen  einer  tlilf svariabeln  t  auszudrucken. 

Denn  wenn  das  moglich  ware,  wiirde  das  Integral  I.  Gattung 
dabei  in  ein  uberall  endliches  Integral  einer  rationalen  Funktion 
von  t  ubergefiihrt  werden,  und  ein  solches  existiert  nicht. 

N.  H.  Abel  und  C.  G.  J.  Jacobi  haben  gefunden,  daB  die  Um- 
kehrung  der  durch  die  Gleichung  (3)  gegebenen  Beziehung  zwischen 
den  Variabeln  z  und  u  zu  einer  eindeutigen  Funktion  z  von  u  fiihrt 
—  ebenso  wie  die  Umkehrung  der  Gleichungen: 

z  z 

u  =    —  >    u  =  -, 

J    *  J 

Pix.'f.  i  o  .' 

bezw.  die  eindeutigen  Funktionen: 

z  =  eu ,     z  —  sinw 
liefert.    Um  das  zu  beweisen,  ist  zunachst  erforderlich  (wenn  auch 
noch  lange  nicht  hinreichend)  zu  zeigen: 
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V.  Hat  das  Integral  (3)  fur  irgend  einen  Punkt  zQ  der  Flache 
einen  Wert  u0>  so  ist  nicht  nur  u  in  der  Umgebung  von  z0  eine  regu- 
lar e  Funktion  von  z,  sondern  auch  z  in  der  Umgebung  von  u0  eine 
regulare  Funktion  von  u. 

Der  Beweis  geschieht  durch  Entwicklung  in  Reihen  und  Urn- 
kehrung  derselben  nach  I,  §  46,  X.  Man  wiirde  zu  diesem  Zwecke 
nur  die  Anfangsglieder  der  betreffenden  Reihen  brauchen;  doch 
wollen  wir  zum  Zwecke  spaterer  Verwendung  noch  einige  Glieder 
mehr  angeben: 

Sei  erstens  z0  ein  gewohnlicher  Punkt  der  Flache,  also  f(z0)  4=  0, 
•so  setzen  wir  z  —  z0  =  t\  dann  kommt  der  Reihe  nach: 

4)    m  =  A*o)  +  if  M  +  i  t2f"  W  +  •  • 

'  Ym     YfM  *  fK)       v    4  a*,)  TVw'  ' 

'        0     VA%).l      4  V    "ft,)     Vwv  I 


*) 


("-«o)y/'W  +  i(»-»o)2/"(^o) 


+  tV("-«o)  Wo) /•"(*«)  +  •• 


Sei  zweitens  a  ein  im  Endlichen  gelegener  Verzweigungspunkt 
del-  Flache,  so  setzen  wir  z  —  a=t2.  Da  wir  immer  an  der  Voraus- 
setzung  (§  1,  I)  festhalten,  die  Verzweigungspunkte  seien  voneinander 
verschieden,  so  ist  f'(a)  ^z0;  wir  erhalten  also: 

*)   m  =  *'f  w  +  i  **r  w  +  *  <6/""  («)  +  •• 

in  _i  *~--h -  l *2 +  (•(-J.CW+  _s_  rw\ ,  ( 

12)  M(       «    (l-.//™+',(-,lf^  +  Tf,^)  +..] 


13) 


'-*(«-  «o  vr  («)  +  a  (« -  «o)3  r  («)  vr  w 

+  T-9w(«-s)5(ir(«)2 +/"(«)rw)V7>)+.. 
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Drittens  erhalten  wir  fur  einen  gewohnlichen  Punkt  im  Un- 
endlichen : 

14)  f(z)  =>4K  +  4  a,  t  +  Sa2t2  +  ..) 

16)         -4^4=       {i_  + 

18)  t  =  —  ]/«0  (m  —  w0)  +  ax  (u2  —  u0)2  —  «2  ]/«0  (?z  —  w0)3  +  . . 

Viertens  endlich  erhalten  wir  fur  einen  Verzweigungspunkt  im 
Unendlichen : 

19)  f\z)  =  ^  6  (4  aY  +  6a2t2  +  4a3t*  +  ..) 


20)       Yf(z)  = 
21) 

22)      u-u0  =  --t=     [l-^t*  +  t*(     ^+AV^4)  +  ..l 


1  t* 


9 

a22 

2  ax 

3  2 

V. 

K 1 

2  a, 

+ 

2  7 
¥2 

a22 ' 
*\ 

q8 

10  a, 

+ 

2  7 
16  0 

23) 


+  (tV  ai  a3  ~  TWO  a22)  f<h(u-  U0f  +  .  . 


Durch  die  Gleichungen  (8),  (13),  (18),  (23)  ist  Satz  V  fur  alle 
Falle  bewiesen. 

§  8.  Die  durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  vermittelte 
konforme  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein  Rechteck. 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt 
desjenigen  Bereiches  der  zz-Ebene  zu  verschaffen,  auf  den  unsere 
BiEMANNSche  Flache  durch  den  auf  ihr  eindeutig  definierten  Haupt- 
wert  des  Integrals  u  konform  abgebildet  wird  (I,  §  34).  Satz  V  von 
§  7  sagt  von  diesem  Bereiche  aus,  daB  er  keine  Verzweigungspunkte 
(I,  §  69)  in  seinem  Innern  enthalt.  Aber  daraus  allein  folgt  noch 
nicht,  daB  er  sich  nirgends  selbst  iiberdeckt;  er  konnte  ja  etwa  die 
I,  §  67  in  Fig.  42  dargestellte  Gestalt  haben.    Urn  zu  zeigen,  daB 
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das  nicht  der  Fall  ist,  miissten  wir  seine  Kontur  bestimmen,  d.  h. 
wir  mii6ten  untersuchen,  welche  Werte  der  Hauptwert  von  u  auf 
dem  Eande  von  F'  annimmt. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  jedoch  zunachst  nur  fiir  den 
Fall  durchfiihren,  daB  die  vier  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell 
sind.  In  diesem  Falle  gelangen  wir  namlich  zum  Ziele,  wenn  wir 
die  Flache  vermittelst  eines  langs  der  Axe  der  reellen  Zahlen  durch 
beide  Blatter  geftihrten  Schnittes  in  vier  Halbebenen  zerlegen  und 
das  Bild  der  ganzen  Flache  aus  den  Bildern  dieser  vier  Halbebenen 
zusammensetzen. 

Die  Verzweigungspunkte  seien  alle  im  Encllichen  gelegen  und 
ihre  Bezeichnung  sei  so  gewahlt,  daB: 

1)  oc0  <  aY  <  u2  <  a3 

ist;  a0  sei  positiv.  Die  untere  Grenze  des  Integrals,  deren  Wahl 
uns  noch  frei  stent,  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt  aY ,  so- 
dafi  der  Hauptwert: 

2)  «(«,)  =  0 

ist.  Wir  wollen  zunachst  die  positive  Halbebene  des  oberen  Blattes 
abbilden;  sie  sei  dadurch  definiert,  daB  wir  fiir  zwischen  aY  und  a2 
gelegene  Werte  von  z  die  WurzelgroBe,  die  dann  reell  ist,  positiv 
nehmen.1 

Lassen  wir  z  zunachst  von  ce1  bis  a2  zunehmen,  so  erhalt  das 
Integral  fortwahrend  reelle  positive  Inkremente;  u  wachst  also  von 
0  bis  zu  derjenigen  reellen  Grb'fie  wl ,  die  durch  das  bestimmte  In- 
tegral zwischen  reellen  Grenzen: 

«2 

ON  C  &% 

3)  (ox  =    r  —  . 

J  |l/«o        -  «0)  (*  -  «l)  («2  -  *)  («3  -  *)  I 

definiert  ist.  In  der  Umgebung  von  jot2  wird  das  Verhalten  von  u 
als  Funktion  von  z  durch  die  Gleichung  (12)  des  §  7  angegeben, 
wenn  man  in  ihr  u0  =  co1  und  t  =  ~\/z  —  a2  setzt;  lassen  wir  also, 
urn  den  Ausnahmepunkt  a2  zu  vermeiden  und  dabei  im  oberen 
Blatte  zu  bleiben,  z  vor  a2  von  seinem  bisherigen  Wege  nach  links 
ausbiegen  und  einen  kleinen  Halbkreis  um  a2  im  Sinne  der  ab- 
nehmenden  Winkel  (I,  §  4)  beschreiben,  so  wird  u  von  seinem  bisherigen 
Wege  ebenfalls  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen  Viertelkreis 


1  Man  schliefie  nur  nicht  etwa  hieraus,  daB  sie  dann  im  oberen  Blatte 
uberall,  wo  sie  reell  ist,  positiv  zu  nehmen  sei. 
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(I,  §  69  a.  E.)  ebenfalls  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  um  co3 
beschreiben.  Dabei  nimmt  der  Arcus  von  cc2  —  z  von  0  bis  —  n, 
also  der  von  "j/#2  —  z  von  0  bis  —  n  j  2  ab ;  die  Arcus  der  drei 
anderen  Faktoren  der  Quadratwurzel  bleiben  in  der  Nahe  von  0. 
Im  Endpunkte  des  Halbkreises  ist  demnach  die  WurzelgroBe  in 
unserem  Halbblatte  negativ  imaginar  und  bleibt  es  dann  auch,  wenn 
wir  jetzt  z  weiter  von  a2  bis  in  die  Nahe  von  cs3  sich  bewegen 
lassen.  Das  Integral  erhalt  also  dann  positiv  imaginare  Inkremente; 
u  bewegt  sich  avf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  rein  imaginaren  Zahlen 
bis  in  die  Nahe  eines  Tunktes  -f  co3,  dessen  zweite  Koordinate 
durch  das  bestimmte  Integral  zwischen  reellen  Grenzen: 


4)         ~  =  fi7=r= 

i       J  \  yaQ     —  a0 


)  (z  —  at)  (x  —  «2)  (a3  —  x) 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegen  und  einen  kleinen 
Halbkreis  um  cc3  im  Sinne  der  abnehmenden  Winkel  beschreiben; 
u  beschreibt  dann  einen  kleinen  Viertelkreis  in  demselben  Sinne, 
der  Arcus  der  Wurzelgrofie  nimmt  abermals  um  n\2  ab,  sie  ist 


Mmmm. 


Fig.  16.  Fig.  17. 

also  von  hier  an  negativ  reell  (vgl.  die  FuBnote  auf  S.  23).  Das 
Integral  erhalt  also  jetzt  negativ  reelle  Inkremente;  u  bewegt  sich 
auf  einer  Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zahlen  nach  links  bis  in  die 
Nahe  eines  Punktes  ux,  der  durch: 

00 

— —   =\ 

\]/a0  (*-«0)  (*-«!)(».-  «2)(*  -«3)| 

definiert  ist.  Lassen  wir  dann  z,  nach  links  ausbiegend,  auf  seiner 
Kugel  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  oo  beschreiben  (der 
hier  kein  Verzweigungspunkt  ist),  so  beschreibt  u,  zufolge  §  7, 
Gleichung  17  ebenfalls  einen  kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  u^. 
Setzt  dann  z,  aus  dem  Unendlichen  kommend,  seinen  Weg  auf  der 
Axe  der  reellen  Zahlen  fort,  bis  in  die  Nahe  des  Punktes  aQl  so 
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bewegt  sich  u  in  der  zuletzt  verfolgten  Richtung  weiter  bis  in  die  Nahe 
eines  Punktes  oj1  +  o?3  —  (r^),  der  durch: 

dz 


6)       o,  +  a  -  (oh)  -  Um  =  -  f   

J  |]/a0(«0  - 


x)  (04  -  %)  («2  -  %)  («s  -  %)\ 


definiert  ist. 

Wieder  lassen  wir  z  nach  links  ausbiegend  einen  kleinen  Halb- 
kreis  urn  ce0  beschreiben  und  dann  seinen  Weg  langs  der  Axe  der 
reellen  Zahlen  bis  in  die  Nahe  von  fortsetzen.  Dabei  umgeht 
it  erst  den  Punkt  col  +  co3  —  (coj  in  einem  Viertelkreis ;  weiterhin 
ist  die  Wurzel  positiv  imaginar  zu  nehmen,  das  Integral  erhalt 
negativ  imaginare  Inkremente  und  u  bewegt  sich  parallel  mit  der 
Axe  der  imagindren  Zahlen  nach  unten  bis  in  die  Nahe  eines  Punktes 
e>j-  +  a3  —  (wj  —  (o?3),  der  durch: 


7) 


(*}3)  =  r 


J  |]/a0  0  -  a0)  (aj  -  *)  (a,  -  *)  (a8  -  x)\ 

ao 

definiert  ist. 

SchlieBlich  lassen  wir  z  auf  einem  kleinen  Halbkreise  urn  uY 
zu  seinem  Anfangspunkt  zuriickkehren ;  dabei  beschreibt  u  einen 
kleinen  Viertelkreis  urn  den  zuletzt  genannten  Punkt.  Dabei  muB 
es  aber  nach  I,  §  35,  V  zu  seinem  Ausgangswerte  zuruckkommen ; 
denn  der  von  z  durchlaufene  Weg  umschlieBt  ein  Gebiet  (eben  die 
positive  Halbebene),  in  dessen  Innern  die  zu  integrierende  Funktion 
die  Bedingungen  jenes  Satzes  erfullt.  Also  muB  jener  Punkt  der 
Nullpunkt  der  w-Ebene  sein;  und  da  wx  und  (aj  nach  ihrer  Defi- 
nition reell,  co3  und  (co3)  rein  imaginar  sind,  so  folgt,  daB: 

sein  muB.  Der  Axe  der  reellen  Zahlen  in  der  z-Ebene  entspricht  also 
der  Umfang  eines  Rechtecks  in  der  u-Ebene  mit  den  Ecken: 

o,    m19    w1  +  co3,  w3. 

Da  wir  nun  wissen,  daB  im  ganzen  Innern  der  positiven  z-Halb- 
ebene  u  eine  regulare  Funktion  von  z  ist,  so  konnen  wir  schlieBen : 1 

Durch  den  Hauptioert  des  Integrals  u  wird  die  positive  Plalfte  PQ 
des  oberen  Blattes  unserer  RiEMANNSchen  Fldche  konform  abgebildet 


1  Bei  diesem  Schlusse  ist  darauf  zu  achten,  daB  die  beiden  aufeinauder 
abzubildendeuFlachen  auf  derselbenSeite  (hier  der  linken)  der  in  eutsprechendem 
Sinne  durchlaufenen  Konturen  liegen  mussen. 
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auf  das  Inner e  des  eben  genannten  Pechtecks,  soda/3  also  jedem 
Punkte  u  im  Innern  des  Rechtecks  ein  und  nur  ein  Punkt  z  im  Innern 
von  P0  entspricht. 


§  9.  Analytische  Fortsetzung  des  so  definierten  Funktionenelements. 


Das  so  definierte  Funktionselement  z(u)  konnen  wir  nun  liber 
die  Grenzen  des  Kechtecks  hinaus  analytisch  fortsetzen;  dadurch 
erhalten  wir  Bilder  der  drei  anderen  Halbebenen,  die  mit  P0  zu- 
sammen  die  Flache  bilden.  Wenn  wir  hieriiber  genauere  Angaben 
machen  wollen,  miissen  wir  erst  iiber  die  Ubergangslinien  in  der 
2>Ebene  eine  bestimmtere  Verftigung  treffen,  als  es  in  §  1  gescheben 
ist.  Wir  wollen  etwa  festsetzen,  daB  sie  langs  der  Stiicke  cc0  .  .  .  cct 
and  cs2  .  .  .  ccs  der  Axe  der  reellen  z  gezogen  werden  sollen;  sodaB 
man  also  beim  Uberschreiten  eines  dieser  Stiicke  in  die  negative 
Halbebene  des  unteren  Blattes  iY ,  dagegen  beim  Uberschreiten 
eines  der  Stiicke  a1  .  .  .  a2  und  a3  .  .  .  oo  .  .  .  a0  in  die  negative 
Halbebene  des  oberen  Blattes  JV0  gelangt.  Langs  der  ersteren  hangt 
dann  JV0  mit  Pw,  langs  der  letzteren  Jyu  mit  Pu  zusammen. 

Auf  der  Strecke  0  .  .  .  co1  ist  das  durch  Satz  I  definierte 
Funktionselement  z  (u)  regular  und  reell;  daraus  folgt  nach  I,  §  71, 
daB  es  iiber  diese  Strecke  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden  kann 
in  ein  Gebiet,  das  Spiegelbild  des  ersten  Kechtecks  in  Bezug  auf 

die  Axe  der  reellen  u  ist;  und  zwar  so, 
daB  zu  konjugiert  komplexen  Werten  von 
u  konjugiert  komplexe  Werte  von  z  ge- 
horen.  LaBt  man  also  den  Punkt  z  iiber 
aY  .  .  .  a2  aus  P0  nach  N0  hinubertreten, 
und  die  Halbebene  N0  beschreiben,  so  tritt 
u  iiber  0  .  .  .  wl  und  beschreibt  das  zu  dem 
ersten  Eechteck  (P0)  in  Bezug  auf  die 
Axe  der  reellen  Zahlen  symmetrische 
Eechteck  (N0).  Audi  in  diesem  Rechteck  ist  die  Funktion  z(u) 
iiberall  regular,   bis   auf  einen  Pol,  in  dem  zu  konjugierten 


Wo) 

■UJ3 


wru>3 


Fig.  18. 


Punkte 


2  co. 


Lassen  wir  ferner  z'  aus  P0  iiber  a2 


nach  N  hiniiber- 


treten,  so  erhalten  wir  ganz  ebenso  als  Bild  von  JVu  ein  Rechteck 
(JYu),  das  aus  (P0)  durch  Spiegelung  an  der  Linie  a?,  .  .  .  +  co3 
hervorgeht. 

Lassen  wir  weiter  z  aus  Nu  iiber  aY  .  .  .  a2  nach  Pu  iibertreten, 
so  erhalten  wir  als  Bild  von  Pu  ein  Rechteck  (PJ,  das  aus  (Nu) 
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durch  Spiegelung  an  der  Seite  (w1  .  .  .  2  o?x)  hervorgeht.  Damit  ist 
die  ganze  zweiblattrige  Flache  auf  das  Rechteck  mit  den  Ecken 

abgebildet;  in  diesem  ist  jedoch  die  Linie  von  wY  nach  coY  —  w3 
zunachst  noch  als  Einschnitt  aufzufassen. 

Dasselbe  Rechteck  (PJ  wird  aber  auch  erhalten,  wenn  man  (N0) 
an  der  Seite  (wx  .  .  .  —  o?3)  spiegelt.  Wir  haben  es  also  hier 
mit  dem  I,  S.  192  erorterten  Falle  zu  thun,  daB  zwei  verschiedene 
analytische  Fortsetzungen  eines  Fnnktionselements  zn  denselben 
Funktionswerten  fiihren;  wir  konnen  den  Einschnitt,  den  wir  zuerst 
fanden,  tilgen,  da  iiber  ihn  hiniiber  ein  stetiger  Znsammenhang 
stattfindet. 

In  der  That  ist  ein  Weg,  der  aus  P0  nber  ax  ,  .  .  cs2  hiniiber 
nach  JVQ,  von  da  tiber  a2  .  .  .  a%  nach  Pu,  dann  nber  ce1  .  .  .  cs2  nach 
N ,  endlich  iiber  a2  .  .  .  az  zuriick  nach  P0  fiihrt,  nichts  anderes 
als  eine  vollstandige  Umkreisung  von  ax  auf  der  Flache  (Fig.  19); 


Fig.  19.  Fig.  20. 

der  entsprechende  Weg  in  der  zz-Ebene  muB  daher  nach  §  7,  V 
ebenfalls  geschlossen  sein. 

Die  BiEMANNSche  Flache  ist  sonach  auf  das  genannle  Rechteck 
ohne  Storung  des  Zusammenhangs  dieses  letzteren  abgebildet;  dagegen 
ist  dabei  der  Znsammenhang  der  Flache  unterbrochen  langs  der- 
jenigen  Linien,  die  den  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen.  Das 
sind  die  Teile  a0  .  .  .  ax  und  a3  .  .  .  oo  .  .  .  aQ  der  Axe  der  reellen 
Zahlen ;  man  mn6  sich  beide  Blatter  cler  Flache  langs  dieser  Linien 
durchgeschnitten  denken,  dann  entspricht  den  beiden  Ufern  cles 
Schnittes  der  Rand  des  Rechtecks.  Anch  durch  ein  solches  Schnitt- 
system  wird  die  Flache  in  eine  einfach  zusammenhangende  ver- 
wandelt;  es  geht  aus  dem  in  §  3  Gegebenen  dadurch  hervor,  daB 
man  die  beiden  Schnitte  bis  dicht  an  die  genannten  Stiicke  der  Axe 
heran  zusammenzieht  (Fig.  20).  Die  Periodicitatsmoduln  an  diesen 
Schnitten  sind  bezw.  gleich  2(ol,  2  cor  Denn  z.  B.  der  in  P0  ver- 
laufende  Teil  des  Schnittes  A  hat  zur  Rechten  P0,  zur  Linken  Nu; 
wenn  z  in  P0  von  ux  nach  a0  geht,  so  geht  u  (vgl.  Fig.  18)  von  0 
nach  co3 ;  wenn  aber  z  in  Nu  von      nach  a0  geht,  geht  u  von  2  ml 
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nach  2  col  +  co3 ;  die  Differenz  entsprechender  Werte  von  u  betragt 
hier  also  2  cov    Mit  B  verhalt  es  sich  analog. 

Nachdem  wir  uns  so  iiber  die  Hauptwerte  des  Integrals  u  voll- 
standig  orientiert  haben,  lassenwir  die  Beschrankung  des  Integrations- 
weges  auf  die  Flache  F'  fallen.  Dann  erhalt  nach  §  6,  X  das 
Integral  u  Werte,  die  sich  von  den  bisher  allein  betrachteten  urn 
ganzzahlige  Vielfache  der  Periodicitatsnioduln  unterscheiden.  Infolge- 
dessen  erhalten  wir  in  der  w-Ebene  weitere  Bilder  der  Flache  F', 
die  zu  dem  ersten  kongruent  nnd  gegen  dasselbe  um  2  hx  co1  in 
der  Rich tung  der  Axe,  der  reellen  Zahlen  und  um  2h3w3  in  der 

Richtung  der  Axe  der  rein  imagi- 
naren  Zahlen  verschoben  sind  (I, 
§  8,  III).  Alle  diese  Bilder  legen 
sich,  wie  geometrisch  evident  ist, 
glatt  nebeneinander  und  bedecken 
►  die  ganze  w-Ebene  einfach  und 
ltickenlos,  ohne  sich  irgendwo  tiber- 
einander  zu  schieben  (Fig.  21). 
Damit  ist  fur  den  hier  betrachteten 
Fall  reeller  Verzweigungspunkte 
der  am  Anfang  von  §  8  erhobene 
Zweifel  beseitigt:  jeder  Punkt  u 
f allt  nur  in  eines  der  genannten  Bilder,  und  es  entspricht  ihm  also 
auch  nur  em  Wert  von  z.  Uberdies  entspricht  jedem  stetigen  Wege 
(I,  §  26,  XVIII)  in  der  w-Ebene  ein  stetiger  Weg  auf  der  z-Flache ; 
wenn  der  erstere  aus  einem  Bildrechteck  in  ein  benachbartes  iiber- 
tritt,  iiberschreitet  der  letztere  einen  der  Querschnitte.  Somit  haben 
wir  wenigstens  fur  reelle  Werte  der  Verzweigungspunkte  den  Fun- 
damentalsatz  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bewiesen: 

I.  Die  obere  Grenze  z  des  Integrals  I.  Gattung  ist  eine  eindeutige 
Funktion  des  Integralwertes  u,  die  fur  alle  endlichen  Werte  von  u  bis 
auf  Pole  regular  ist. 

In  alien  Punkten  u,  die  aus  einem  von  ihnen  durch  Addition 
beliebiger  ganzzahliger  Yielfacher  von  2^  und  2  co3  hervorgehen, 
nimmt  z  denselben  Wert  an.  z  ist  also  eine  periodische  Funktion 
von  u  (I,  §  41);  und  zwar  nennen  wir  sie  eine  doppeltperiodische 
Funktion  von  u,  weil  sie  zwei  verschiedene  Perioden  hat  (eine  reelle 
2  co1  und  eine  rein  imaginare  2oj3),  die  nicht  beide  ganzzahlige 
Vielfache  einer  und  derselben  dritten  GroBe  sind.  AuBer  in 
diesen  Punkten  nimmt  z  noch  denselben  Wert  an  in  den  Punkten 
—  u  +  2  1\  o)1  -f-  2  h3  oj3;  diese  entsprechen  namlich  bei  der  Abbilduug 


Fig.  21. 
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dem  zu  demselben  Werte  von  z  gehorenden  Punkte  des  anderen 
Blattes  der  RiEMANNschen  Flache.  Man  erkennt  das  durch  folgende 
Uberlegung:  Wenn  wir  erst  an  ce1  .  .  .  ce2,  dann  an  a~.  .  .  «2  spiegeln, 
erhalten  wir  aus  P0  erst  JV0,  dann  Pu.  Dem  entspreclien  in  der 
w-Ebene  erst  eine  Spiegelung  an  0  .  .  .  col ,  dann  eine  an  0  .  .  .  —  co3. 
Zwei  Spiegelungen  an  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  setzen 
sich  aber  zusammen  zu  einer  Drehung  durch  180°  um  ihren  Schnitt- 
punkt  (vgl.  den  Beweis  von  I,  §  13,  XII);  und  eine  Drehung  der 
w-Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  180°  ist  das  geometrische  Bild 
der  Verwandlung  von  u  in  —  u  (I,  §  9,  I).  Also  konnen  wir  den 
Satz  I  durch  folgenden  Zusatz  erganzen: 

II.  Wird  die  untere  Grenze  des  Integrals  u(z)  in  einen  Yer- 
zweigungspunkt  der  Fl'dche  gelegt,  so  wird  die  obere  Grenze  eine  gerade 
Funktion  des  lntegralwertes. 

Auch  s  =  ]/  f(z)  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  da  bei 
unserer  Abbildung  jedem  Werte  von  u  nur  ein  Punkt  der  Riemann- 
schen  Flache  entsprach.  Entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u 
entsprechen  dabei  iibereinanderliegende  Punkte  der  Flache;  in 
solchen  hat  demnach  s  auch  entgegengesetzt  gleiche  Werte.  Wir 
konnen  somit  sagen: 

III.  Unter  denselben  Yoraussetzungen  ist  s  =  ]/  j r(z)  eine  ungerade 
doppeltperiodische  Funktion  des  lntegralwertes  ti,  die  ebenfalls  in  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regular  ist. 

Die  beiden  Satze  I  und  III  lassen  sich  auch  folgendermaBen 
ausdriicken: 

IV.  Es  ist  zwar  nicht  mb'glich,  zu  zwei  durch  eine  Gleichung 
s2  =  f3(z)  °der  =  /4  (z)  verbundenen  Variablen  s,  z  eine  „uniformi- 
sierende  Variableu  (I,  §  53)  zu  finden,  von  der  s,  z  rationale  Funk- 
tionen  war  en;  aber  man  kann  wenigstens  im  Falle  reeller  Yerzweigungs- 
punkte  eine  solche  angeben,  von  der  sie  eindeutige  und  im  Endlichen 
bis  auf  Pole  reguldre  Funktionen  sind;  ndmlich  eben  den  Wert  des  zu- 
gehorigen  Integrals  I.  Gattung. 

§  10.  Fragestellungen  bei  beliebiger  Lage  der  Verzweigungspunkte. 

Auf  den  allgemeinen  Fall  beliebiger  Lage  der  Verzweigungs- 
punkte lassen  sich  die  Entwicklungen  der  §§  8,  9  nicht  iibertragen, 
da  die  in  dem  speziellen  Falle  benutzten  Symmetrieeigenschaften 
hier  nicht  vorhanden  sind.  Man  kann  zwar  auch  dann  das  Bild  der 
Flache  F'  in  der  z^-Ebene  dadurch  zu  erhalten  versuchen,  daB  man 
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seine  Kontur  bestimmt.  Da  der  Hauptwert  von  u  auf  der  linken 
Seite  eines  Schnittes  um  den  zugehorigen  Periodicitatsmodul  groBer 
ist,  als  auf  der  anderen,  so  kann  man  schlieBen,  daB  diese  Kontur 
aus  vier  Stiicken  besteht;  je  zwei  einander  gegeniiberliegende  von 
diese  Stiicken  sind  kongruent  und  konnen  durch  eine  bestimmte 
Parallelverschiebung  miteinander  zur  Deckung  gebracht  werden 
(I,  §  8).    Aber  diese  Stiicke  werden  dabei  im  allgemeinen  krumm- 

linig  ausfallen;  und  man  kann  daher  die 
Moglichkeit  nicht  von  vornherein  ausschlieBen, 
daB  sie  sich  wie  in  Fig.  22  schneiden,  so- 
daB  kein  Bereich  zu  Stande  kame.  Man 
kann  nun  freilich  durch  eine  eingehendere 
Untersuchung  direkt  zeigen,1  daB  man  das 
stets  vermeiden  kann,  daB  es  stets  moglich 
ist,  die  Riickkehrschnitte  auf  der  Riemann- 
schen  Flache  so  zu  legen,daB  ihre  Bilder  in  der  w-Ebene  gerad- 
linig  ausfallen.  Dann  wird  die  Flache  auf  ein  geradlinig  begrenztes 
Parallelogramm  dieser  Ebene  abgebildet;  und  die  weiteren  Schliisse 
konnen  wie  im  Falle  reeller  Verzweigungspunkte  gezogen  werden. 

Wir  wollen  das  jedoch  nicht  im  einzelnen  durchfiihren,  sondern 
einen  anderen  Weg  der  Untersuchung  einschlagen.  Wir  haben  ge- 
sehen,  daB  die.  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  bei 
reellen  Verzweigungspunkten  durch  eine  doppeltperiodische  Funktion 
mit  einer.  reellen  und  einer  rein  imaginaren  Periode  geschieht. 
Wir  wollen  nun  in  den  folgenden  Abschnitten  (II — V)  iiberhaupt 
die  Eigenschaften  doppeltperiodischer  Funktionen  untersuchen.  Dabei 
wird  sich  zeigen,  daB  diese  Untersuchung  kaum  irgendwie  ver- 
einfacht  wurde,  wenn  man  an  der  Voraussetzung  festhielte,  daB  eine 
Periode  reell,  die  andere  rein  imaginar,  das  ;,Periodenparallelogramm" 
also  ein  Rechteck  sei.  Die  analytischen  Ausdriicke  solcher  Funk- 
tionen, die  wir  finden  werden,  behalten  vielmehr  ihre  Bedeutung 
und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  wenn  man  ein  beliebiges  an- 
deres  Parallelogramm  zu  Grunde  legt.  Sind  wir  so  in  den  ana- 
lytischen Besitz  dieser  allgemeineren  doppeltperiodischen  Funktionen 
gekommen,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit  zu  zeigen,  daB  auch  sie 
Umkehrungen  elliptischer  Integrale  sind,  und  zwar  solcher,  deren 
Verzweigungspunkte  complexes  Doppelverhaltnis  haben  (§§  18,  34). 
Dann  muB  noch  gezeigt  werden,  daB  man  das  Periodenparallelo- 
gramm  stets  so  wahlen  kann,  daB  durch  die  zugehorigen  doppelt- 

1  Vgl.  H.  A.  Schwarz,  ges.  Abh.  (Berlin  1890),  Bd.  II,  p.  84  ff. 
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periodischen  Funktionen  die  Unikehrung  eines  beliebig  vorgelegten 
elliptischen  Integrals  I.  Grades  geleistet  werden  kann;  das  soli  im 
VI.  Abschnitt  geschehen. 

In  dieser  Weise  ist  iiberhaupt  in  vielen  Fallen  die  Unter- 
suchung  komplizierterer  Funktionsbeziehungen  zu  fiibren.  Das  erste 
ist  die  Entdeckung  einer  geeigneten  „uniformisierenden  Variabeln"  u, 
sie  ist  Sache  der  mathematiscben  Erfindungskraft,  zuweilen  auch 
cles  Zufalls.  Hierauf  muB  der  Beweis  gefiihrt  werden,  daB  die 
iibrigen  auftretenden  GroBen  wirklich  eindeutige  Funktionen  von  u 
sind.  Zu  diesem  Zweck  beschrankt  man  zunachst  die  Parameter, 
die  neben  den  eigentlichen  Variabeln  noch  vorkommen,  auf  solcbe 
Werte,  daB  dieser  Beweis  sicb  mit  Hilfe  der  Methoden  der  kon- 
formen  Abbildung  fiibren  laBt,  von  denen  in  erster  Linie  das 
Symmetrieprinzip  in  Betracht  kommt.  WeiB  man  erst,  daB  man 
mit  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  thun  hat,  so  kann  man 
aus  ibren  Eigenschaften  analytische  Ausdrucke  fur  sie  ableiten.  In 
diesen  Ausdriicken  werden  abermals  neben  den  Variabeln  gewisse 
Parameter  auftreten,  die  von  jenen  ersten  in  zunachst  nicht  weiter 
bekannter  Weise  abhangen  und  die  zunachst  wie  jene  gewissen 
Realitatsbedingungen  unterworfen  sind.  Stellt  sich  dann  heraus, 
daB  die  gefundenen  analytischen  Ausdrucke  auch  noch  Bedeutung 
behalten,  wenn  man  diese  Parameter  diesen  Bedingungen  nicht 
unterwirft,  so  stellen  sie  Funktionen  von  u  vor,  die  die  Bedingungen 
des  Problems  auch  in  solchen  Fallen  erfiillen,  welche  die  urspriing- 
lich  eingefuhrte  Beschrankung  der  gegebenen  Parameter  ausschloB. 
Endlich  bleibt  noch  die  Frage  zu  erortern,  ob  man  die  neuen  Para- 
meter immer  so  wahlen  kann,  daB  die  ursprlinglichen  beliebig  vor- 
geschriebene  Werte  erhalten. 

Erst  wenn  so  die  theoretische  Untersuchung  zum  AbschluB  ge- 
bracht  ist,  kann  man  mit  Aussicht  auf  Erfolg  daran  denken,  aus 
den  in  ihrem  Laufe  aufgetretenen  mannigfaltigen  analytischen  Aus- 
driicken die  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  numerischer  Berechnung 
geeigneten  auszuwahlen. 
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ZWEITEE  ABSCHNITT. 

Elliptische  FunktioueiL 
§  II.   Definition  doppeltperiodischer  Funktionen. 

w  ir  beginnen  mit  der  Definition: 

I.  Unter  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht  man  eine  ana- 
lytische  Funktion  f[u)  einer  complexen  Variabeln  u,  icelche  zwei  von- 
einander  unabh'dngige  Perioden  besitzt,  d.  h.  (vgl.  I,  §  41)  welche  zwei 
verschiedenen  Funktionalgleichungen  der  Form  genugt: 

1)  /•(«.  .+  2  Ml) -/"(«). 

2)  /■(«  +  2  ms)  =  /•(«), 

unter  2      und  2  w3  von  u  unabh'dngige  Grofien  verstanden.1 

In  dieser  Definition  bedarf  noch  der  Terminus  „voneinander 
unabhangige  Perioden"  der  Erlauterung.  In  der  Theorie  der  ein- 
facb  periodischen  Funktionen  (I,  §  41,  V)  wird  gezeigt,  daB  aus 
dem  Bestehen  einer  Gleicbung  der  Form  (1)  das  Bestehen  unendlicb 
vieler  anderer  Gleicbungen  derselben  Form  folgt,-  namlich: 

fur  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  hr  Wenn  nun  die  Glei- 
chung  (2)  scbon  unter  den  Gleichungen  (3)  enthalten  ist,  werden 
wir  jedenfalls  2  und  2  cos  nicbt  als  voneinander  unabhangige 
Perioden  anseben;  ebensowenig  werden  wir  das  tbun,  wenn  etwa  (1) 
bereits  unter  den  aus  (2)  folgenden  Gleicbungen: 

4)  f[u  +  2  h3  w3)  =  f(u)     (hs=±l,  ±2,...) 
vorkommt. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  aber  nicht  die  einzigen  Glei- 
cbungen dieser  Art,  die  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Vielmehr  gilt 
allgemein : 

5)  f(u  +  2  hY  al  -f-  2  h3  co3)  =  f(u), 

1  DaB  man  nicht  fur  die  Perioden  selbst,  sondern  fur  ihre  Halften  eigene 
Zeichen  einfuhrt,  ist  traditionell  und  fiir  manche  Formeln  bequem;  da6  man 
der  zweiten  Periode  den  Index  3  giebt,  bringt  gewisse  Unbequemlichkeiten, 
aber  auch  gewisse  Vorteile  mit  sich. 


33 


wie  man  erkennt,  wenn  man  u  +  2  h3  co3  an  Stelle  von  u  in  (3)  ein- 
setzt  und  dann  (4)  beriicksichtigt    Mit  andern  Worten: 

II.  Sind  2  co1  und  2  co3  Perioden  einer  Funktion,  so  sind  auch  alle 
die  Grb'fien: 

6)  2  hx  coY  -f  2  h3  co3 

Perioden  derselben  Funktion,  wenn  hx ,  h3  irgend  welche  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  einschliefilich  0,  sind. 

Es  konnte  nun  sein,  daB  unter  diesen  GroBen  sich  eine  be- 
fande,  von  der  alle  andern  ganzzahlige  Vielfache  waren.  Das  kann 
jedenfalls  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  cox  und  co3  in  einem  reellen 
rationalen  Verhaltnis  zu  einander  stehen;  wir  konnen  aber  auch 
zeigen,  daB  es  dann  immer  der  Fall  ist.  1st  namlich  co3/co1  ein 
rationaler  Bruch,  so  sei  er,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht, 
=  mjn,  wo  m  und  n  zu  einander  teilerfremde  ganze  Zablen  bedeuten. 
Nach  einem  elementaren  zahlentheoretischen  Satz  lassen  sich  dann 
(auf  mannigfaltige  Art)  zwei  ganze  Zahlen  hx ,  h3  von  der  Beschaffen- 
heit  bestimmen,  daB: 

7)  m  h3  -f-  n  Ax  =  1 
ist.    Setzen  wir  dann: 

8)  h1  co1  +  h3  co3  =  co , 
so  wird 

9)  m  co  =  m  hx  Ctfj  -f-  m  h3  co3  —  n     co3  +  m  h3  co3  =  co3 
und 

10)  n  co  =  n  hx  co1  +  n  h3  co3  =  n  hx  col  +  m  h3  co1  =  co1  . 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  unter  den  GroBen  (6)  eine,  namlich 
2ro,  von  der  wegen  (9)  und  (10)  die  gegebenen  GroBen  2  co^  und 
2  co3  und  folglich  die  samtlichen  GroBen  (6)  ganzzahlige  Vielfache 
sind;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

III.  Stehen  cox  und  co3  in  einem  reellen  rationalen  Verhaltnis  zu 
einander,  so  sind  die  samtlichen  Gleichungen  (5)  Folgerungen  aus  einer 
einzigen  unter  ihnen.  Wenn  dann  die  Funktion  nicht  etica  aufier  diesen 
Perioden  noch  andere  hat,  wird  sie  als  einfach,  nicht  als  doppelt- 
periodisch  zu  bezeichnen  sein. 

Der  nachste  Fall,  der  sich  hier  anschlieBen  wiirde,  ist  der  eines 
reellen  irrationalen  Periodenverhaltnisses;  man  kann  aber  zeigen,  daB 
dieser  Fall  bei  eindeutigen  analytischen  Funktionen  niemals  eintreten 
kann.    Ist  namlich  das  Periodenverhaltnis  co3/co1  in  einen  Ketten- 

Bukkhardt,  Funktionen.    II.  3 
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bruch  entwickelt  und  mjn  ein  Naherungsbruch  desselben,  so  ist  nach 
einem  bekannten  Satze:1 


also 


nco0  —  m  co, 


< 


Ist  nun  cos  /  cox  irrational,  so  bricht  die  Kettenbruchentwicklung 
niemals  ab,  die  Nenner  der  Naherungsb  niche  iiberscbreiten  jede 
Grenze.  Dann  wiirde  aus  (11)  folgen,  daB  unter  den  Perioden  der 
Funktion  auch  solche  vorkommen,  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleiner  sind  als  eine  noch  so  kleine  vorgegebene  Zahl,  daB  also  die 
Funktion  einen  und  denselben  Wert  in  jedem  noch  so  kleinen  Be- 
reiche  beliebig  oft  annimmt.  Das  ist  aber  I,  §  39,  X  bei  einer 
eindeutigen  analytischen  Funktion  niemals  der  Fall;  also  folgt: 

IV.  Es  giebt  keine  eindeutige  analytische  Funktion  einer  complexen 
Ver  binder  lichen  mit  zwei  Perioden7  deren  Verhdltnis  reell  und  irra- 
tionell  ware. 

Wir  haben  uns  demnach  nur  mit  dem  Falle  weiter  zu  be- 
schaftigen,  daB  das  Periodenverhaltnis  nicht  reell  ist  und  konnen 
demgemaB  Definition  I  durch  den  Zusatz  erganzen: 

V.  Als  voneinander  unabhdngig  gelten  zwei  Perioden,  wenn  der 
irnagindre  Bestandteil  ihres  Quotienten  von  0  verschieden  ist 


§  12.  Das  Periodenparallelogramm. 


Unter  dieser  Voraussetzung  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strecken  0  .  .  .  2      und  0  .  .  .  2  co3  von  0  und  %  verschieden;  wir 

konnen  iiber  ihnen  ein  wirkliches  Parallelo- 
gramm,  das  „fundamentale  Periodenparallelo- 
gramm", konstruieren;  seinen  vierten  Eck- 
punkt  bezeichnen  wir2  mit  —  2w0,  sodaB 


'2> 


Fig.  23. 


1) 
ist. 


co1      co2      co3  =  0 


1  Man  vgl.  etwa  das  Handbuch  der  Algebra  von  J.  A.  Serret  (deutsch 
von  Wertheim,  2.  Aufl.  Leipzig  1878),  Bd.  I,  Nr.  5. 

2  Abweichend  von  Weierstrass  und  seinen  Schulern,  die  0)2  =  ^  +  co3 
setzen,  aber  in  Ubereinstimmung  mit  J.  Tannery  et  J.  Molk,  elements  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1893  ff.,  sowie  E.  Study,  Leipz.  Abh. 
20,  1893. 


§  12.    Das  Periodenparallelogramm. 
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Ziehen  wir  durch  die  samtlichen  Punkte  2  hx  wl  fur  alle  posi- 
tiven  und  negativen  ganzzahligen  Werte  von  hx  Parallelen  zur 
zweiten  Seite  dieses  Parallelogramms,  ebenso  durch  alle  Punkte 
2h3m3  Parallelen  zur  ersten  Seite,  so  wird  schlieBlich  die  ganze 
Ebene  einfach  und  liickenlos  mit  einem  Netz  von  Parallelogrammen 
iiberdeckt,  die  wir  alle  auch  als  Periodenparallelogramme  bezeichnen. 
Die  Knotenpunkte  dieses  Netzes  oder  Gitters  sind  die  Periodenpunkte, 
d.  h.  diejenigen  Punkte,  die  die  GroBen  §  11,(6)  geometrisch  darstellen. 

I.  Zwei  Punkte  verschiedener  Periodenparallelogramme,  die  zu- 
sammen fallen,  wenn  man  das  eine  mit  dem  andern  durch  Parallel- 
verschiebung  zur  Deckung  bringt,  heifien  ^aquivalent?'  oder  (mit  Uber- 
tragung  einer  in  der  Zahlentheorie  iiblichen  Bezeichnungsweise)  Con- 
gruent modulis  Perioden". 

Die  Differenz  der  zu  zwei  solchen  Punkten  gehorenden  com- 
plexen  Zahlen  ist  namlich  eine  Periode  (nach  I,  §  5).  Man  schreibt 
dann  auch  wohl  wie  in  der  Zahlentheorie: 

2)  u2  •  ux    (modd.  2  co1,  2  co3) 

statt  u2  —  ux  +  2  hx  col  -f-  2  h3  a>3. 

Elementargeometrische  Uberlegungen  ergeben  die  Satze: 

II.  Zu  jedem  Punkte  der  Ebene  findet  sich  im  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  ein  aquivalenter. 

III.  Zwei  verschiedene  Punkte  des  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms  sind  niemals  zu  einander  dquivalent. 

Diese  Satze  gelten  ausnahmslos,  wenn  eine  geeignete  Festsetzung 
dariiber  getroffen  wird,  inwieweit  zu  dem  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm auch  die  Punkte  seiner  Begrenzung  mitgerechnet 
werden  sollen;  etwa  die  folgende: 

IV.  Von  dem  Eande  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms 
sind  nur  die  beiden  in  0  zusammenstofienden  Seiten,  aus schlieBlich  der 
Eckpunkte  2  co1  und  2  co3,  mitzurechnen. 

In  diesem  Sinne  sind  die  Worte:  „im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm" im  folgenden  stets  zu  verstehen. 

Analytisch  formulieren  sich  die  letzten  Uberlegungen  folgender- 
maBen:  Werden  die  Perioden  in  ihren  reellen  und  imaginaren  Be- 
standteil  gespalten: 

3)  2  coY  =  ax  +  b1  i,     2  co3  =  a3  -f  b3  i, 

so  ist  nach  Voraussetzung  (§  1 1 ,  V)   aY  :  bY  4=  a3 :  b3 ,   also ; 


4) 


D  =  aY  b3  —  a3  bY  =|=  0. 


3* 
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Man  kann  demnach  die  beiden  Einheiten  1  und  i  folgender- 
maBen  linear  mit  reellen  Koeffizienten  durch  2  co,  und  2  g?0  aus- 
driicken: 

5)  1  _  ^—        ,  2  -  -  

V.  Infolgedessen  kann  jede  complexe  Grofie  u  auf  eine,  und  nur 
auf  eine  Weise  in  der  Form: 

6)  u  =  2  s  co1  +  2  t  ft>3 

dargestellt  werden,  in  der  s  und  t  reelle  Zahlen  bedeuten  sollen. 

Den  Punkten  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  ge- 
horen  dabei  diejenigen  complexen  Werte  u  zu,  bei  deren  Darstellung 
in  dieser  Form  s  und  t  positive  echte  Bruche  werden;  und  die  oben 
gegebene  Festsetzung,  die  Randpunkte  betreffend,  kommt  darauf 
hinaus,  da8  hier  die  Null,  aber  nicht  die  Eins  mit  zu  den  positiven 
echten  Briichen  gerechnet  werden  soil. 

1st  irgend  ein  Punkt  in  der  Form  (6)  dargestellt  und  werden 
dann : 

7)  ^  =  hY  +  s0 ,      t  =  h3  +  t0 

in  die  ganzen  Zahlen  h19  h3  und  die  echten  Bruche  s0,  t0  gespalten, 
so  ist: 

8)  u0  =  2  s0  ml  +  2  t0  ft?3 

der  zu  u  aquivalente  Punkt  des  fundamentalen  Periodenparallelo- 
gramms. 

§  13.  Nichtexistenz  ganzer  doppeltperiodischer  Funktionen; 
elliptische  Funktionen. 

Da  wir  (I,  §  41)  ganze  einfach  periodische  Funktionen  kennen 
gelernt  haben,  liegt  es  nahe,  auch  die  Theorie  der  doppeltperio- 
dischen  Funktionen  mit  der  Frage  nach  ganzen  solchen  Funktionen 
zu  beginnen.  Aber  die  Antwort  auf  diese  Frage  lautet:  es  giebt 
deren  keine.  Denn  wenn  eine  Funktion  im  ganzen  fundamentalen 
Periodenparallelogramm  und  auf  seinem  Rande  regular  ist,  bleibt 
ihr  absoluter  Betrag  dort  uberall  unter  einer  angebbaren  Grenze  M. 
Ist  die  Funktion  auBerdem  doppeltperiodisch,  so  bleibt  ihr  absoluter 
Betrag  (wegen  §  12,  II)  auch  in  jedem  andern  Periodenparallelo- 
gramm unterhalb  M,  folglich  auch  innerhalb  eines  Kreises  von  be- 
liebig  groBem  Radius  B.  Daraus  folgt  aber  (vgl.  den  Beweis  des 
Satzes  IV  in  I,  §  44),  daB  die  Koeffizienten  ihrer  MACLAURiNschen 
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Reihenentwicklung  dem  absoluten  Betrage  nach  bezw.  kleiner  sind 
als  MR~n.  Da  hier  R  beliebig  groB  genommen  werden  kann,  M 
aber  von  R  unabhangig  ist,  so  folgt,  daB  alle  diese  Koeffizienten, 
bis  auf  den  ersten,  gleich  0  sind.  Mit  andern  Worten,  es  gilt  der 
verste  LiouviLLESche  Satz": 

I.  Eine  doppeltperiodische  Funktion,  die  zugleich  eine  ganze 
trans  scendente  Funktion  ist,  ist  notwendig  eine  Konstante. 

Wir  wenden  uns  deswegen  zum  nachst  einfachen  Fall,  indem 
wir  definieren: 

II.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  verstehen  wir  eine  doppelt- 
periodische Funktion,  die  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regular  ist.1 

Eine  solcbe  Funktion  hat  dann  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm  nur  eine  endliche  Anzahl  Pole  (I,  §  43,  IV;  §  68). 
Wir  definieren  weiter: 

III.  Unter  der  Ordnungszahl  einer  doppeltperiodischen  Funktion 
verstehen  wir  die  Anzahl  der  Pole,  die  sie  im  fundamentalen  Perioden- 
parallelogramm  hat;  ein  m-facher  Pol  ist  dabei  fur  m  einfache  zu 
z'dhlen. 

Dann  konnen  wir  Satz  I  auch  so  aussprechen: 

IV.  Eine  elliptische  Funktion  nullter  Ordnung  ist  eine  Konstante. 
Wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  ergeben  Summe,  Differenz, 

Produkt,  Quotient  zweier  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
parallelogramms  stets  wieder  eine  solche  Funktion.  Man  kann  diese 
Eigenschaft  mit  einem  in  der  Zahlentheorie  gebrauchlichen  Terminus 
so  ausdrticken: 

V.  Die  elliptischen  Funktionen  eines  und  desselben  Periodenparallelo- 
gramms  bilden  einen  Funktionenkb'rper. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Differenz  zweier  solchen  Funktionen 
und  aus  Satz  I  folgt  noch: 

VI.  TFenn  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben  Perioden  die- 
selben  Pole  haben  und  wenn  fur  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Potenzen  in  den  Entwicklungen  beider  Funktionen  ubereinstimmen,  unter- 
scheiden  sich  beide  Funktionen  nur  um  eine  additive  Konstante. 

§  14.   Der  Satz  von  der  Summe  der  Residuen. 

Die  allgemeinen  CAUCHYschen  Satze  (I,  §  45;  46)  geben  flir 
die  elliptischen  Funktionen  spezielle  Formulierungen,  wenn  man  sie 


1  Spater  wird  auch  von  ^elliptischen  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art" 
die  Kede  sein;  diese  fallen  nicht  unter  die  hier  gegebene  Definition. 
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auf  ein  Periodenparallelogramm  anwendet  und  die  auftretenden 
Integrale  mit  Hilfe  der  Periodicitatseigenschaften  auswertet.  Dabei 
tritt  eine  Scbwierigkeit  auf,  wenn  Pole  der  zu  integrierenden 
Funktion  auf  dem  Rande  des  Periodenparallelogramms  liegeii;  denn 

dann  werden  die  Integrale  unbestimmt.  Wir 
2tJLh    a*2(ue     a-2w2     konnen  das  aber  immer  vermeiden,  indem  wir 
/    /  J2y  um  ein  Parallelogramm  mit  den  Ecken: 

T     /<M-2w>       1)     «,    a +  2(0,,    a-2co2,    a  +  2  a>. 


Fig.  24.  herumintegrieren  und  dabei  den  Punkt  a  so 

wablen,  daB  auf  dem  Eande  dieses  Parallelo- 
gramms  kein  Pol  der  Funktion  liegt.  Das  ist  stets  moglich,  da 
nach  der  Voraussetzung  §  13,  II  in  jedem  endlichen  Bereiche  nur 
eine  endliclie  Anzabl  von  Polen  der  Funktion  liegt. 

I.  Auch  ein  solches  Parallelogramm  hat  die  Eigenschaft,  dafi  sich 
zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein,  und  nur  ein  acprivalenter  in  ihm 
vorfindet, 

vorausgesetzt,  daB  man  iiber  die  Randpunkte  eine  analoge  Fest- 
setzung  trifft,  wie  §  12,  IV. 

Wir  konnen  dann  jedes  um  den  Rand  des  Parallelogramms  zu 
erstreckende  Integral  in  vier  Teilintegrale  zerlegen,  die  iiber  je  eine 
seiner  vier  Seiten  zu  erstrecken  sind.  Dabei  wird  es  fur  das  Vor- 
zeichen  nicht  gleichgiiltig  sein,  in  welcber  Aufeinanderfolge  die  vier 
Ecken  bei  einem  positiven  Umlauf  (I,  §  29,  IV)  um  das  Innere  des 
Parallelogramms  getroffen  werden.  In  dieser  Hinsicht  treffen  wir 
folgende  Festsetzung,  die  durch  das  ganze  Heft  hindurch  aufrecht  er- 
halten  werden  wird: 

II.  Die  Endpunkte  (1)  sollen  in  der  angegebenen  JReihenfolge  ge- 
troffen werden,  wenn  man  den  Band  des  Parallelogramms  in  positivem 
Sinne  umlciuf t. 

Diese  Festsetzung  ist  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleicb- 
bedeutend: 

III.  Die  Strecke  0  .  .  .  co3  soil  links  von  0  .  .  .  col  liegen  (ebenso 
wie  0  ...  i  links  von  0  .  .  .  1  liegt,  I,  §  4); 

oder 

IV.  Der  Quotient 

2)  w3lco1  =  T 

soil  einen  positiven  imaginaren  JBestandteil  haben. 

Wir  konnen  diese  Festsetzung  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
treffen,  da  wir  ja  andernfalls  die  Bezeichnungen  ^  und  co3  ver- 
tauschen  konnen. 
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Das  um  den  Rand  des  Parallelogramms  in  positivem  Sinne  zu 
erstreckende  Integral  ff{u)du  zerfallt  dann  in  die  vier  Teilintegrale 

a  +  2  ojx  a  —  2  cu2  a  +  2  a>3  a 

3)  J  f(u)du  +  J f(u)du  +  J  f(u)du  +  J  f{u)du, 

a  a  +  2  a>1  a-2w2  a  +  2a>3 

deren  jedes  auf  geradem  Wege  zu  nehmen  ist.  Das  dritte  dieser 
Integrale  geht  durch  die  Einfiihrung  der  neuen  Integrationsvariabeln 
v  =  u  —  2  co3  iiber  in : 

a 

jf(v  +  2ms)dv, 

a  +  2  Wj 

ebenfalls  auf  geradem  Wege  zu  nehmen;  und  das  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Periodicitat  der  Funktion  f: 

a 

=  ff{v)dv, 

a  +  2  a>2 

also  entgegengesetzt  gleich  dem  ersten  der  vier  Integrale  (3).  Ebenso 
wird  gezeigt,  da6  das  zweite  entgegengesetzt  gleicb  dem  vierten  ist. 
Die  Summe  aller  vier  Integrale,  mit  andern  Worten,  das  ff{u)duf 
genommen  um  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms,  ist  also  Null; 
und  hieraus  und  aus  dem  Satze  I,  §  45,  III  ergiebt  sich  der  zweite 
LiouviLLESche  Satz: 

V.  Die  Summe  der  Residuen  einer  elliptischen  Funktion  in  den 
sdmilichen  Polen,  die  im  Inner n  eines  Parallelogramms  mit  den  Ecken 
(1)  liegen,  ist  stets  gleich  Nidi. 

Der  Satz  ubertragt  sich  von  dem  genannten  Parallelogramm 
sofort  auf  das  fundamentale  Periodenparallelogramm ,  wenn  man  fur 
die  etwa  auf  seinem  Randc  gelegenen  Pole  die  §  12,  IV  getroffene 
Festsetzung  beachtet. 

Ein  wichtiges  Korollar  des  Satzes  II  ist: 

VI.  Us  giebt  keine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung. 

Denn  eine  solche  mlifite  in  ihrem  einzigen  Pole,  der  ein  ein- 
facher  sein  muBte,  das  Residuum  0  haben;  dann  ware  es  aber  eben 
kein  Pol. 

§  15.   Der  Satz  von  den  Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole. 

1st  f{u)  eine  elliptische  Funktion,  so  iiberzeugt  man  sich  durch 
Differentiation  der  definierenden  Relationen  (§  11,  1,  2),  daft  auch 
f'(u)lf(u)  eme  solche  ist.    Die  Residuen  dieser  letzteren  Funktion 
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sind  aber  gleich  den  Ordnungszahlen  yon  f(u)  (I,  §  20,  IV;  §  46, 
II,  III).  Wenden  wir  also  den  Satz  V  des  §  14  auf  die  Funktion 
f  (u)/f(u)  an,  so  erhalten  wir  fur  die  Funktion  f{u)  das  Resultat, 
daB  die  Summe  ihrer  Ordnungszahlen  im  Periodenparallelogramm 
gleich  Null  ist ;  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  den  dritten 
LiouviLLESchen  Satz: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  hat  im  Periodenparallelogramm  ebenso- 
viel  Nullpunkte  als  Pole 

oder: 

I  a.  Jede  elliptische  Funktion  nter  Ordnung  hat  im  Periodenparallelo- 
gramm gerade  n  Nullpunkte. 

Wenden  wir  diesen  Satz,  statt  auf  die  Funktion  f{u)  auf  die 
Funktion  f{u)  —  c  an,  so  sehen  wir: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  nter  Ordnung  nimmt  im  Perioden- 
parallelogramm jeden  vorgeschriebenen  Wert  c  gerade  n-mal  an. 

Der  Ausdruck:  eine  Funktion  nimmt  in  einem  Punkte  a  den 
Wert  c  gerade  £-mal  an,  ist  dabei  ebenso  zu  verstehen,  wie  in 
I,  §  46,  VL 


§  16.   Die  Relation  zwischen  den  Lagen  der  Nullpunkte 
und  der  Pole. 

Zum  SchluB  dieser  allgemeinen  Erorterungeri  wollen  wir  noch 
den  Satz  I,'  §  46,  XI  auf  eine  elliptische  Funktion  f(u)  anwenden. 
Zerlegen  wir  das  urn  den  Kand  eines  Parallelogramms  zu  erstreckende 
Integral 

f'{u) 


du 


m 

wie  in  §  14  in  vier  Teile  und  nehmen  die  entsprechende  Umformung 
vor,  so  erhalten  wir  fur  den  dritten  Bestandteil: 

J      f(u)  J  x  3'  /» 

a  —  2  o>2  -a  +  2<Bj 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

a  +  2co1 

1)  =  2  "h  fj^  dv  =  2ah  {logfl«  +  2^)-  logfla)}. 

a 

Nun  ist  zwar  f(a  +  2u)1)  =  f(a)]  aber  daraus  darf  man  nicht 
schlieBen,  daB  hier  auch  logf(a  +  2a>l)  —  logf(a)  gesetzt  werden 
diirfe.    Denn  wenn  fur  log /"(a)  ein  bestimmter  Wert  der  unendlich 
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vieldeutigen  Funktion  Logarithmus  gewahlt  ist,  kann  der  Wert  von 
log/"(«  +  2«)  nicht  mehr  willkiirlich  gewahlt  werden,  sondern  es 
ist  derjenige  Wert  zu  nehmen,  der  aus  dem  ersteren  durch  stetige 
Fortsetzung  langs  des  vorgeschriebenen  geradlinigen  Integrations- 
weges  entsteht;  und  dieser  ist  mit  dem  ersten  nicht  identisch,  wenn 
das  Bild  dieses  Weges  in  der  Ebene  der  complexen  GroBe  z  =  f{u) 
den  Nullpunkt  dieser  Ebene  umwindet  (I,  §  54,  XI;  §  56,  II).  Doch 
stort  uns  diese  Unbestimmtheit  hier  nicht;  denn  jedenfalls  ist  die 
Differenz  der  beiden  Werte  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2  n  i. 
Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  betragt  also: 

2  oo3  .  2  h3  %  i, 

ebenso  die  des  zweiten  und  vierten: 

2  co1 .  2  hx  7i  t; 

hx  und  h3  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  iiber  die  nichts  weiter  aus- 
gesagt  werden  kann,  solange  von  der  Funktion  f(u)  nichts  weiter 
bekannt  ist.  Werden  dann  die  Nullpunkte  von  f(u)  im  Perioden- 
parallelogramm  mit  aY,  a2  .  .  .  an,  die  Pole  mit  bv  b2  .  .  .  bn  bezeichnet, 
so  ergiebt  I,  §  46,  XI  die  Gleichung: 

2)  j?av  -j^bv  =  2h1cjl  +  2h3oj3, 

v  =  1  v  =  1 

oder  mit  Anwendung  der  §  12  (2)  erklarten  Schreibweise  die  Kon- 
gruenz ; 

3)  (modd.  2colf  2co3), 

V  =  1  V  =  1 

also  den  vierten  LiouviLLESchen  Satz: 

Die  Summe  der  Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  im  Perioden- 
parallelogramm  ist  kongruent  zur  Summe  ihrer  Pole. 

Wie  aus  der  Ableitung  dieses  Satzes  hervorgeht.  gilt  er  auch 
fiir  mehrfache  Nullpunkte  oder  Pole;  man  muB  nur  jeden  solchen 
Punkt  so  oft  in  die  betreffende  Summe  aufnehmen,  als  seine 
Ordnungszahl  angiebt.  —  Ubrigens  kann  man  in  (3)  auch  das  Gleich- 
heitszeichen  setzen,  wenn  man  einen  der  Nullpunkte  oder  Pole,  die 
dem  ins  Auge  gefaBten  Periodenparallelogramm  angehdren,  durch 
einen  zu  ihm  kongruenten  Punkt  ersetzt,  der  ja  auch  Nullpunkt, 
bezw.  Pol  der  betrachteten  elliptischen  Funktion  sein  muB. 
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§  17.   Bildung  der  Funktionen  pu  und  p ' u. 

Wir  haben  bisher  eine  Eeihe  von  Eigenscbaften  elliptischer 
Funktionen  abgeleitet,  obne  noch  gezeigt  zu  baben,  da6  es  wirklicb 
zu  jedem  vorgelegten  Periodenparallelogramm  solcbe  Funktionen 
giebt.  Wir  miissen  diesen  Beweis  jetzt  dadurch  fiihren,  daB  wir 
nach  Weierstrass  analytische  Ausdriicke  solcber  Funktionen  ex- 
plicite  aufstellen.  Die  Kenntnis  der  bereits  abgeleiteten  Satze  wird 
uns  dabei  vergeblicbe  Versuche  ersparen.  Nach  §  13,  I  miissen 
die  zu  bildenden  Funktionen  notwendig  Pole  haben;  also  kommen 
die  Entwicklungen  in  Partialbruchreihen  (I,  §  51)  in  Betracht.  Wir 
diirfen  annehmen,  ein  Pol  liege  bei  u  —  0,  da  wir  dies  durch  Ein- 
fuhrung  von  u  —  c  an  Stelle  von  u  immer  erreichen  konnen.  Dann 
miissen  auch  alle  zu  u  =  0.  kongruenten  Punkte,  also  alle  die  Punkte: 

1)  w  =  2  hY  a1  +  2  h3  co3    [ht ,  h3  =  0,  ±  1,  ±  2  .  .  .) 

Pole  sein;  und  wir  haben  vor  allem  zu  fragen,  ob  sich  ein  Exponent  rt 
so  bestimmen  laBt,  daB  die  Eeihe: 

2)  s>r— 

w 

erstreckt  iiber  alle  Werte  w  mit  Ausnahme1  von  w  —  0,  konvergiert. 
Man  zeigt  folgendermaBen,  daB  das  zwar  noch  nicht  fiir  n  =  2,  wohl 
aber  fiir  n  —  3  der  Fall  ist. 

Der  Nullpunkt  ist  Mittelpunkt  eines  aus  vier  Parallelogrammen 
bestehenden  groBeren  Parallelogramms ;  samtliche  Punkte  der  Be- 
grenzung  dieses  letzteren  haben  von  ihm  einen  Abstand,  der  zwischen 

zwei  leicht  angebbaren  Grenzen  r  und  R 
liegt  (vgl.  Fig.  25).  Auf  dieser  Begren- 
zung  liegen  acht  Punkte  w\  fiir  jeden 
von  ihnen  ist: 

Fig.  25.  •  —  1     1  — 

Diesen  Kern  umgiebt  ein  Kranz  von 

Periodenparallelogrammen,  auf  dessen  auBerer  Begrenzung  zweimal 

acht  Punkte  w  liegen;  fiir  sie  alle  ist: 


1  Auf  solche  Ausnahmen  wird  hier  und  im  folgenden,  ebenso  wie  I,  §  52, 
durch  den  Accent  am  Summenzeichen  aufmerksam  gemacht. 
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An  diesen  schlieBt  sich  ein  zweiter  solcher  Kranz,  mit  dreimal  acht 
Punkten  w  auf  seiner  auBeren  Begreuzung,  fur  die: 

3r  <  \  w\  <  3R] 

u.  s.  w.  Da  auf  diese  Weise  samtliche  Punkte  w  nach  und  nach 
erhalten  werden,  so  kann  man  einerseits  schlieBen: 

I.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw.  nicht  Kleiner  als  die  ent- 
sprechenden  Glieder  der  Reihe: 

8     .    2.8        3.8  =   8   L         1  1  1. 

Rn      (2  R)n     (3  B)n  Rn\        2n~1      3""1      "J  ' 

da  diese  Reihe  fur  n  —  2  diver giert,  diver giert  auch  die  Reihe  (2) 
fur  n  =  2. 

Andrerseits  folgt: 

II.  Die  Glieder  der  Reihe  (2)  sind  bezw.  nicht  grower  als  die 
entsprechenden  Glieder  der  Reihe: 

—  +  —  +  +  =~8-ll  +  -1-  +  -i-4-  1  ■ 
rn        (2r)n       (Srf  rn   '         2n~X      3"-1  J  ' 

da  diese  Reihe  fur  n  =  3  konvergiert,  konver giert  auch  die  Reihe  (3) 
fur  n  =  3. 

Infolgedessen  konnen  wir  eine  eindeutige  analytische  Funktion 
von  Uy  die  die  Punkte  w  zu  dreifachen  Polen  hat,  definieren  durch 
die  Gleichung: 

3)  //«=-22t-1t- 

Wollen  wir  aber  eine  Funktion  bilden,  die  die  Punkte  iv  nur 
zu  zweifachen  Polen  hat,  so  konnen  wir  nicht  einfach  die  Reihe 
2(w  —  w)~2  ansetzen,  da  diese  nicht  konvergieren  wiirde ;  wir  miissen 
vielmehr  nach  Anleitung  von  I,  §  51,  Gleichung  (13)  aus  der  Glei- 
chung (2)  die  folgende  ableiten: 

Durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  zwei  Funktionen  de- 
finiert,  die  in  der  Beziehung: 

r\  dp  u  , 

5)  —j —  =  p  u 
'  du  r 

zu  einander  stehen;  wir  miissen  noch  zeigen,  daB  diese  Funktionen 
wirklich  doppeltperiodisch  sind.  Von  der  Funktion  p  u  ergiebt  sich 
das  direkt  aus  ihrer  analytischen  Darstellung  (3)  selbst.   Denn  wenn 
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man  u  urn  irgend  eine  Periode  vermehrt,  werden  die  Glieder  der 
Reihe  (3)  nur  untereinander  vertauscht;  dadurch  wird  aber  der  Wert 
der  Reihe  nicht  geandert,  da  sie  ja  unbedingt  konvergiert.  Auf  die 
Eeihe  (4)  konnen  wir  diesen  SchluB  nicht  anwenden,  da  in  ihr  die 
durch  die  Klammer  verbundenen  Glieder  nicht  auseinandergerissen 
werden  diirfen.    Wir  konnen  aber  aus  der  Gleichung: 

6)  p'{u  +  2oh)=p{u), 
durch  Integration  ableiten: 

7)  p(u  +  2  cpj  =  pu  +  C 

und  folgendermaBen  zeigen,  daB  die  Integrationskonstante  C  gleich 
Null  sein  muB:  Wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Reihe  (4)  hervor- 
geht,  ist  die  Funktion  pu  eine  gerade  Funktion  ihres  Arguments;1 
denn  zu  jeder  GroBe  w  findet  sich  unter  ihnen  auch  die  entgegen- 
gesetzte,  und  die  zu  zwei  entgegengesetzten  Werten  yon  w  ge- 
horenden  Glieder  der  Summe  vertauschen  sich  einfach,  wenn  man 
u  durch  —  u  ersetzt,    Es  ist  also  auch 

8)  fK)-f(-«i); 

und  zwar  ist  p  co1  jedenfalls  ein  endlicher  bestimmter  Wert.  Denn 
pu  ist  nach  seiner  Definition  und  dem  Satze  I,  §  51,  III  iiberall 
regular,  auBer  in  den  Periodenpunkten.  (Zu  diesen  gehort  w1  sicher 
nicht;  denn  ware  col  =  2  hx  ojx  +  2  h3  a)3,  so  ware  das  Verhaltnis 
ft>3/w1  reell  und  rational,  gegen  die  Voraussetzung.)  Setzen  wir 
aber  in  Gleichung  (7)  u  —  —  cov  so  folgt: 

P{°h)  =P{-  c- 

Das  kann  mit  (8)  nur  zusammen  bestehen,  wenn  C  =  0  ist.  —  Fur 
2  ft>3  gilt  derselbe  SchluB;  also  konnen  wir  zusammenfassend  sagen: 

III.  Durch  die  Reihen  (3)  und  (4)  sind  in  der  That  zu  jedem 
nicht  reellen  Werte  des  Periodenverhaltnisses  zwei  elliptische  Funktionen 
—  eine  dritter,  die  andere  zweiter  Ordnung  —  dargestellt 

Man  erhalt  noch  eine  bemerkenswerte  Gleichung,  wenn  man  die 
Gleichung  (3),  statt  zwischen  den  Grenzen  0  und  u,  zwischen  den 
Grenzen  u  und  u  +  v  integriert,  namlich: 

9)  P("  +  v)-P«  =  ^{iu  +  l_wf  ~  (T^jr}' 


1  Auch  aus  §  16,  3  ergiebt  sich  die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung. 
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Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  geniigen  die  Funktionen 
pu,  p' u  fur  jeden  Wert  von  m  den  Gleichungen: 

10)  p  (mu  \mcol,  mco3)  =  m-2p(u  |  co1,  cos). 

11)  p'(mu\mco1,  m  co3)  =  m~3p'(u\  a^,  co3). 
Man  pflegt  das  so  auszudriicken : 

IV.  p  u  und  p  u  sind  homogene  Funktionen  der  drei  Variabeln  u, 
col,  co3  vom  Grade  —  2,  bezw.  —  3. 

§  18.   Die  Differentialgleichung  der  Funktion  pu. 

Zwischen  den  Funktionen  p  u  und  p  u  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhangigen  Koeffizienten,  die  wir  folgender- 
maBen  ableiten: 

Zunachst  stellen  wir  die  (fiir  eine  gewisse  Umgebung  des  Null- 
punkts  geltende)  Entwicklung  von  p  u  nach  Potenzen  von  u  auf.  Nach 
I,  §  50,  III  diirfen  wir  dazu  die  einzelnen  Glieder  der  zur  Definition 
von  p  u  dienenden  Reihe  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  und  dann 
die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  u  zusammenfassen.  So  er- 
lialten  wir  zunachst: 

1)  pu  =  u~2  -  2u^w-3  +  3w22'^"4  -  4  u3  5  -  +  ... 

In  dieser  Entwicklung  sind  jedoch  die  Koeffizienten  ungerader 
Potenzen  von  u  samtlich  =0,  da  zu  jedem  w  auch  das  entgegen- 
gesetzte  vorhanden  ist.1    Wir  konnen  also  schreiben: 

2)  pu  =  u-2  +  ^cnu^-2 

n  =  2 

und  erhalten  dann: 

3)  pu   2u~s  +  2(2rc  -  2)cnu2n-\ 

n  =  2 

Fiir  bestimmte  Vielfache  der  beiden  ersten  Koeffizienten  c  hat 
man  besondere  Zeichen  eingefiihrt;  man  setzt  namlich: 

4)  g2  =  20c2=  Q0^'iv-K 

5)  g3  =  28  c3  =  140  2'  w~6. 

Diese  Grofien  g2  und  g3  sind  also  homogene  Funktionen  von 
col  und  co3,  g2  vom  Grade  —  4,  g3  vom  Grade  —  6. 


1  Man  beachte  auch,  da£  kein  von  u  freies  Grlied  auftritt;  es  ist  das  durch 
die  Verfiigung  uber  die  Integrationskonstante  beim  Ubergang  von  p  u  zu  p  u 
bewirkt. 
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Unter  Benutzung  der  Keihenentwicklungen  (2)  und  (3)  konnen 
wir  nunmehr  eine  rationale  ganze  Funktion  von  p  u  und  p'  u  bilden, 
die  in  u  =  0  keinen  Pol  mehr  hat.  Bezeichnen  wir  zur  Abktirzung 
mit  (un)  das  Produkt  aus  un  in  irgend  eine  in  der  Umgebung  von 
u  —  0  regulare  Funktion  (nicht  notwendig  jedesmal  dieselbe),  so 
haben  wir  der  Keihe  nacb: 


{P  u)2-4p3u+g2pu  =  -gs  +  {u2). 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  sonach  eine  elliptische 
Funktion,  die  auch  in  u  =  0  und  den  dazu  kongruenten  Punkten, 
also  liberall  regular  ist;  folglich  ist  sie  nach  §  13,  IV  eine  Kon- 
stante.  Deren  Wert  ergiebt  sich  aus  eben  dieser  Gleichung,  indem 
man  in  ihr  u  =  0  setzt,  als  —  g3.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

I.  Zwischen  p  u  und  p  u  besteht  identisch  die  algebraische  Gleichung 
mit  von  u  unabhdngigen  Koeffizienten: 

6)  {p'uf  =  4p*u  -g2pu  -  g3. 
Setzen  wir 

7)  pu  =  z, 

so  konnen  wir  die  Gleichung  (6)  auch  schreiben: 

8)  (^f  =  ±z*-g2z-g3- 

wenn  wir  dann  nach  du  auflosen,  integrieren  und  beriicksichtigen, 
daB  u  =  0  und  z  =  oo  zusammengehorige  Werte  sind,  so  erhalten  wir: 


9)  u=r 


V  4  &3  -  g^%  -  g3 

CO  .  ■        ^_  1  ,  >*  ..' 

als  Umkehrung  der  Gleichung  (7).    Wir  konnen  also  sagen: 

II.  Durch  die  Funktion  p  u  wird  das  im  I.  Abschnitt  gestellte 
Problem  der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  in  dem 
Falle  gelb'st,  dafi  die  Funktion  unter  dem  IVurzelzeichen  die  in  (9)  auf- 
tretende  spezielle  Gestalt  hat. 
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Zu  beachten  ist  aber  dabei,  daB  g2  und  g3  hier  nicht  unab- 
hangige  Parameter  bedeuten,  die  man  nach  Belieben  wahlen  kann, 
sondern  dureh  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  als  Funktionen  der 
Perioden  definiert  sind.  Ob  man  die  Perioden  stets  so  wahlen  kann, 
daB  g2  und  g3  beliebig  vorgegebene  Werte  erhalten,  ist  eine  Frage, 
die  auch  bier  nocb  durcbaus  offen  bleibt  und  die  erst  durch  die 
Entwicklungen  des  VI.  Abschnitts  in  bejahendem  Sinne  entscbieden 
werden  wird. 

Nach  dem  Fundamentalsatz  der  Algebra  (I,  §  44,  VII)  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (8)  in  drei  lineare  Faktoren  zerlegt 
werden;  wir  setzen  sie: 

10)  ^  4(z  -  ei)(z  -  e2)(z  -  e3). 

Wird  pu  einer  dieser  Zahlen  ea(cc  =  1,  2,  3)  gleich,  so  wird 
p  u  —  0.    Andrerseits  folgt  aus  den  Gleichungen: 

p  ( —  u)  =  —  p  u 

und: 

p  (u  +  2  oj)  =  p  u, 

daB  pu  entweder  Null  oder  unendlich  werden  muB,  wenn  u  gleich 
einer  halben  Periode  wird.  Es  wird  aber  nur  in  den  zu  0  kongruenten 
Punkten  unendlich;  also  muB  es  in  cov  co2,  co3  Null  werden,  und  da 
es  eine  elliptische  Funktion  3.  Ordnung  ist,  kann  es  nach  §  15,  I 
auch  nirgends  sonst  als  in  diesen  Punkten  und  den  zu  ihnen  kon- 
gruenten Null  werden,  und  in  keinem  von  ihnen  von  hoherer  als  der 
ersten  Ordnung.  Also  muB  p  u  in  jedem  der  Punkte  w1}  co2,  &>3 
einen  der  Werte  ev  e2,  e3  annehmen;  und  zwar  nimmt  es  in  jedem 
dieser  Punkte  den  betreffenden  Wert  gerade  zweifach  an  (I,  §  46,  VI). 
Aber  pu  nimmt  jeden  Wert  im  Periodenparallelogramm  gerade 
zweimal  an  (§  15,  I);  also  muB  es  in  jedem  der  drei  Punkte  wv  co2, 
co3  einen  andern  der  drei  Werte  eY,  e2,  e3  annehmen,  und  diese 
drei  Werte  miissen  voneinander  verschieden  sein.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

III.  Die  drei  Faktoren  des  Ausdrucks  (10)  sind  stets  voneinander 
verschieden. 

(In  der  That  wiirde  auch  sonst  die  Umkehrung  des  Integrals  (9) 
nur  auf  einfach  periodische  Funktionen  fiihren.) 

Wir  denken  uns  die  Bezeichnung  so  gewahlt,  daB 

11)  pco1=e1)    p  <o2  =  e2 ,    pco3  =  e3 
wird. 
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Nach  den  Satzen  liber  den  Zusammenhang  der  symmetrischen 
Funktionen  der  Wurzeln  mit  dem  Koeffizienten  einer  algebraischen 
Gleichung  bestehen  die  Relationen: 

12)  tY  +  e2  ■+  e3  ==  0, 

13)  ex  e2  +  e2  e3  +  e3  ^  =  -  |(^2  +  e22  +  es2)  =  -  ^ 

14)  ei  %  eS  = 

Die  ea  sind  homogene  Funktionen  von  &>1?  oj3,  vom  Grade  —  1. 
Durcb  wiederholte  Differentiation  nach  u  erhalt  man  aus  der 
Gleichung  (6)  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

15)  p"u  =  6p2u  —  \g%) 

16)  p" u  =  12  pup  u, 

17)  f"u  =  120  fu  -  IS  g2pu-  12  y3 

u.  s.  w.   Man  beweist  allgemein  durch  den  SchluB  von  n  auf  n  +  1 : 

IV.  Die  (2n)te  Ableitung  von  p  u  ist  gleich  einer  rationalen  ganzen 
Funktion  (n  +  J.)ten  Grades  von  pu,  die  (2  n  l)te  gleich  dem  Produkt 
von  p  u  in  eine  rationale  ganze  Funktion  nten  Grades  von  pu.  Die 
Koeffizienten  dieser  Funktionen  sind  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von 
\g2  und  g3. 

Die  Gleichung  (16)  insbesondere  kann  zur  Ableitung  einer  ein- 
fachen  Rekursionsformel  fur  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2) 
dienen.  Entwickeln  wir  namlich  ihre  beiden  Seiten  nach  Potenzen 
von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  von  u2x~5,  so  erhalten  wir 
fur  I  >  3: 

{21  -  2)(2A  -  3)(2A  -  4)c,=  24{(A  -  l)c;.  +  (X  -  3)cAcA_2 

+  (I  —  4)  C3  CA_3  +  .  .  .  +  2cx_SCX  +  C;t_2  %  —  CX } 

=  24(1-  2)cx  +  12  (I  -  2){c2  C;._2  +  c3cA_3  +  .  .  .  +  cx_2c2 }, 
also: 

c*  =  (i-8)(2zTi)  { c*  CJ-2  +  e3 CA-8 1  •  •  •  +  c*-2 c2 }  • 

V.  ifo  sind  also  alle  Koeffizienten  der  Entwicklung  (2)  rationale 
ganze  Funktionen  der  beiden  ersten. 

Es  ist  das  insofern  ein  sehr  merkwurdiger  Satz,  als  es  nicht 
leicht  ist,  ihn  direkt  aus  der  Definition  dieser  Koeffizienten  durch 
die  Summen  2' w?-2A,  onne  Zuhilfenahme  der  Funktion  pu,  zu 
beweisen. 


§  19.    Die  Funktion  Jw. 
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§  19.   Die  Funktion  £u. 

Ebenso  wie  wir  aus  Gleichung  (3)  von  §  1 7  Gleichung  (4)  des- 
selben  abgeleitet  haben,  erbalten  wir  aus  dieser  durcb  abermalige 
Integration  eine  neue  Funktion: 

i)  c«  =  ^+2'{-1"  +  -+  "I- 

'  s         u  \  u  —  w       w      w2 } 

die  in  den  Gitterpunkten  w  nur  noch  je  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groB  wird.  Diese  Funktion  kann  somit  angesehen  werden 
als  definiert  durch  die  Gleichungen: 


du 


2)  pu=-—,     c,u  =  _J; 

wenn  die  Integrationskonstante  so  bestimmt  wird,  daB  in  der  Ent- 
wicklung  von  £u  nach  Potenzen  von  u  kein  von  u  freies  Glied  vor- 
kommt.  Die  Anfangsglieder  ihrer  Reihenentwicklung  nach  Potenzen 
von  u  sind: 

3)  £u  =  ±--^ff2u*  -^ff3u*-  ... 

Doppeltperiodisch  kann  diese  Funktion  £u  nicht  sein,  da  sie 
im  Periodenparallelogramm  nur  einmal  unendlich  groB  wird.  In 
der  That  kann  man  zwar  ganz  ebenso,  wie  aus  der  Gleichung  (6) 
von  §  17  die  Gleichung  (7)  desselben  abgeleitet  wurde,  jetzt  aus 
der  letzteren  wieder  ableiten: 

4)  ?(m  +  2  coj  =  £u  +  Const.; 

aber  man  kann  jetzt  nicht  wie  damals  schlieBen,  daB  die  Konstante 
gleich  Null  sein  muB.  Denn  £z/  ist  eine  ungerade  Funktion  von 
u\  setzt  man  also  in  der  Gleichung  (4)  u  =  —  cox  und  benutzt  die 
Bezeichnung: 

5)  C^i  =  nXy 

so  erhalt  man  Const.  =  2  r]v  also : 

6)  2  +  2^. 
Ebenso  findet  man: 

7)  £(«  +  2w3)  =  l,u  -f  2r}3, 
wenn  r)3  durch  die  Gleichung: 

8)  £>3  =  ^ 

definiert  wird. 

Bukkhabdt,  Funktionen.    II.  4 
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Durch  wiederholte  Benutzung  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 
findet  man: 

9)  f(ti  +  2h1co1  +  2h3ws)=  £u  +  21hrtl  +  2h3%- 
insbesondere  fiir  hx  =  h3  =  —  1 : 

10)  fa. +  2*,)  ■-£*•+■  2^, 
wenn  r]2  durch  die  zu  §  12  (1)  analoge  Gleichung: 

11)  Vj  +  %  +  %  =  0 

definiert  wird.    Substituiert  man  u  =  —  «2  in  (10),  so  folgt  noch: 

12)  C'^-V 

Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  eingefiihrten  GroBen 
7]v  rj3  sind  Funktionen  von  cov  co3\  es  geht  aus  unseren  bisherigen 
Entwicklungen  zunachst  nur  soviel  iiber  sie  hervor,  daB  sie  nicht 
beide  fiir  ein  und  dasselbe  Wertepaar  cov  a>3  verschwinden  konnen, 
da  sonst  die  dazu  gehorige  Funktion  £u  doppeltperiodisch  ware.  Wir 
erhalten  aber  eine  wichtige  zwischen  ihnen  bestehende  Relation, 
wenn  wir  den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (I,  §  45,  III)  auf 
die  Funktion  £w  und  das  Periodenparallelogramm  anwenden.  Da 
namlich  J  u  in  diesem  nur  einen  Pol  und  in  ihm  das  Residuum  +  1 
hat  (wie  die  Darstellung  (1)  zeigt),  so  folgt: 

a  +  2co1  a  —  2  cot  a  +  2<oz  a 

13)  2  7i  i  ='J°£w  du  -j-  j*£udu-\-  J^udu-{-  j*^u  du. 

a  a  +  2  a  —  2  co2  a  +  2  co3 

Nun  ist  (vgl.  die  Ableitung  des  Satzes  §  14,  V): 

a  +  2  co3  a  a 

j*£udu  =  +  2  co3)  du  —  J{  £  u  -j-  2  rj3)  d  u 

a  —  2  co2  a  +  2  coj  a  +  2 

(nach  Gleichung  (7));  also  die  Summe  des  ersten  und  dritten  Inte- 
grals auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13): 

a  +  2  co1 


J*2  ?]3  d  u  =  —  4  col  7j5 . 


Ebenso  ist  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Integrals  =  -f-  4  ^  co3 ; 
man  erhalt  also  den  Satz : 
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I.  Die  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  definierten  Funktionen 
r\3  von  co1,  co3  sind  nicht  voneinander  unabhdngig,  sondern  es  be- 

steht  zwischen  ihnen  die  „LEQENDRESchel  Relation": 

14)  ^l«3-?/3Wl=iy-- 

Das  Vorzeichen  von  i  in  dieser  Relation  ist  wesentlich  durch 
die  in  §  14,  II  getroffene  Festsetzung  betr.  die  Lage  von  co3  zu  wl 
bedingt;  wiirde  man  diese  Festsetzung  abandern,  so  wiirde  man  auch 
in  der  LEGENDREschen  Relation  das  Vorzeichen  andern  miissen. 

Fiihrt  man  die  GroBen  a>2,  r]2  in  die  LEGENDEESche  Relation 
ein,  so  erhalt  man  verschiedene  gleichbedeutende  Formeln,  die  man 
in  die  eine  Aussage  zusammenfassen  kann: 

II.  Es  ist: 


15)  i]a  coy  -  riy oja  =  ^    oder    =  —~> 


je  nachdem  (a,  [3,  y)  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  Funktion  £  erhalten  wir  durch 
Integration  der  Gleichung  (9)  von  §  17  in  Bezug  auf  u  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u,  namlich: 


16)     t{u  -f  v)  -  £t?  +  upv  =  2  { 


v  —  w       (v  —  w)2 


Was  die  Homogeneitat  (§  17,  IV)  der  in  diesem  Paragraphen 
eingefuhrten  GroBen  angeht,  so  ist  eine  homogene  Funktion  des 
Grades  —  1  von  u,  co1,  co3;       und  rj3  sind  ebensolche  Funktionen 


von  oj1  und  m3  allein. 


§  20.    Die  Funktion  <ru. 

Aus  den  Eigenschaften  der  Funktion  £w  folgt  (I,  §  65),  daB 
sie  die  logarithmische  Ableitung  einer  ganzen  transscendenten 
Funktion  gu  ist.    Wir  sagen: 

I.  Definieren  ivir  eine  Funktion  gu  durch  die  Gleichung: 

■t  \  d  log  (tu         a'  u  «. 

1   f  =    =  £u 

du  GU 

und  die  Nebenbedingung : 

2)  <r»  =  l, 


1  Bei  Legendre  selbst  erscheint  sie  in  etwas  anderer  Form. 

4* 
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so  konnen  wir  sie  fur  alle  endlichen  Werte  von  u  darstellen  durch  das 
unendliche  Produkt: 

3)  ™  =  «.n'{(i-g^+1/'S}- 

In  diesem  Produkte  diirfen  ebensowenig  wie  in  den  unendlichen 
Reihen  der  letzten  Paragraphen  die  in  einer  Klammer  vereinigten 
Bestandteile  auseinandergerissen  werden. 

II.  Als  ganze  transscendente  Funktion  lalfit  sick  diese  Furiktion  a  u 
in  eine  in  der  ganzen  Ebene  konv.ergente  Reihe  entwickeln. 

Die  Koeffizienten  dieser  Reihe  sind  ganze  Funktionen  von  g2 
und  g3  mit  rationalen  Zahlenkoeffizienten.  Man  erhalt  sie  aus  §  19,  3; 
zunachst  durch  Integration: 

4)  \og<ru  =  logu^-  ^g2u*  -  -^g3uQ  +  ... 
und  daraus: 

5)  au  =  u-  ^ff2u5  -  -±5-98u?+ 

Beide  Darstellungen  (3)  und  (7)  zeigen  iibrigens: 

III.  au  ist  eine  ungerade  Funktion  von  u. 

Das  Verhalten  von  au  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine 
Periode  leiten  wir  aus  §  19,  4  durch  Integration  ab.  Bezeichnen 
wir  mit  C  eine  Integrationskonstante,  so  erhalten  wir  zunachst: 

g(u  +  2^)  =  Ce2^u(TU. 

Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  u  =  —  cdy  und  be- 
riicksichtigen  Satz  III;  wir  erhalten: 

(7  (01  =  —  C  e  ~  2  Vi  <»i  ff  co1 . 

Da  w1  keine  Periode  ist  (vgl.  §  17),  ist  o  cox  sicher  4=^5  a^so 
muB  C=  —  e2rii<»i  sein.    Die  gesuchte  Gleichung  lautet  folglich: 

6)  (7(^  +  2^)=  -e2^(u  +  ^ffM. 
Ebenso  wird  erhalten: 

7)  <r(u  -f  2ft>3)  =  —  e2r>z(v>  +  <»z)  (jU. 

t 

Aus  diesen  beiden  Formeln  laBt  sich  nun  das  Verhalten  von  u 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  beliebige  Periode  ableiten. 
Man  erhalt  zunachst,  wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  u  durch 
u  +  2  col  ersetzt: 

<t(u  +  4  fi^)  =  —  e2*ii(u  +  3co^<y(u  +  2©j)  =  e  4^  ("  +  2c°J, 


§20.    Die  FunHion  au. 
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allgemein : 

8)  <r(u  +  2\  mx)  =~-  (-  l)hi  e2h^^u  + a  u, 

wie  man  durch  den  SchluB  von  hY  auf  hY  +  1  bestatigt.  Ebenso 
erhalt  man: 

9)  o{u  +  2h3co3)  =  (—  l)he2^vz^  +  hco3)(TUt 

Setzt  man  in  Gleichung  (9)  u  +  2  h1  ojx  fur  ^  und  wendet  dann 
Gleichung  (8)  an,  so  erhalt  man:  - 

<j{u  +  2  /\  0^  +  2  A3  ft>3)  =  (—  I)7**  e2A,,,(tt  +  2ft1ti)l  +  W  f7  (m  +  Wj) 
s-  (        1  )  7*i  +  h  q  (2  /h  ?7i  +  2  7t3      («  +  ^      +  7i3  (o3)  +  2  7^  7t3  (j?3  Wj  -  Vi^s)  (j  u  . 

Verfahrt  man  aber  umgekehrt,  so  erhalt  man  fur  dieselbe  GroBe 
den  Wert: 

(        1)  ?H  +  h3  e  (2  7ix  j/j  +  2  7i3  jfj)  (w  +  h1w1  +  h3  a>3)  +  2  7^  h3      a>3  -  Vs^i)  U. 

Beide  Werte  miissen  aber  doch  ubereinstimmen  (und  zwar  fiir 
jedes  Paar  ganzer  Zahlen  hiy  h3)\  also  folgt:  Die  Differenz  der  Ex- 
ponenten,  namlich  r}x  co3  —  rj3  co1 ,  muB  jedenfalls  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  2  n  i  sein,  wenn  es  uberhaupt  eine  eindeutige  Funktion 
von  u  geben  soil,  die  die  beiden  Eigenschaften  (6)  und  (7)  gleich- 
zeitig  besitzt.  Mehr  konnen  wir  auf  diesem  Wege  allein  nicht 
schlieBen;  aber  da  wir  bereits  in  §  19,  Gleichung  (14)  gefunden 
haben,  daB  dieses  Vielfache  gerade  =  2%i  ist,  so  konnen  wir  die 
gefundene  Formel  schreiben: 

10)  <y(u  +  2  hY  col  +  2  hs  co3)  =  ( —  1 ) ^  1l>  +  ^  +  *  e  (2  ^*»+* ^    («+*»  «h +h  o>3)  ffUt 
Setzen  wir  zur  Abkiirzung: 

1 1)  hY  w1  +  h3  co3  =  co,      hx  r\x  -f  h3  r]3  = 

so  konnen  wir  auch  sagen: 
IV.  Allgemein  ist: 

12)  (t(u  +  2co)  =  =F  e2v^  +  ^)(7u; 

und  zwar  gilt  das  Zeichen  —  ,  wenn  co  nur  eine  halbe,  -J- ,  wenn  es 
zugleich  eine  ganze  Periode  ist. 
Insbesondere  ist: 

13)  a{u  +  2  co2)  =  —  e2ri^u  +  w^GU. 

Eine  Darstellung  von  au,  die  spater  von  Wichtigkeit  wird,  er- 
halten  wir  durch  Integration  aus  §  19,  Gleichung  (16),  namlich: 
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Aus  dieser  Darstellung  laBt  sich  die  Gleichung  (10)  durch 
direkte  Eechnung  ableiten,  indem  man  in  ihr  v  =  2  co  setzt.  Aller- 
dings  erscheinen  dabei  ihre  beiden  Seiten  zunachst  in  unbestimmter 
Form;  aber  der  Grenziibergang  laBt  sicb  ausfiihren.  Es  bleiben 
namlich  fur  lim  v  =  2  co  alle  Faktoren  des  unendlichen  Produkts  bis 
auf  einen  endlich  und  das  Produkt  selbst  gleichmaBig  konvergent; 
und  zwar  ist  sein  Grenzwert  gerade  gleicb  demjenigen  Produkt, 
durch  das  in  Gleichung  (1)  <ruju  ausgedriickt  war.  Es  bleibt  dann 
noch  der  Grenzwert: 

{ U  V?  \ 

(JV  .eu£v-1l*u*Pv  .  |  1  -        |  e  2co~v  +  2(2a>-t>)«  I 
V        2u-v)  J 

zu  bestimmen,  was  durch  Eeihenentwicklung  geschieht.  Setzen  wir 
zur  Abkiirzung  v  —  2  co  ==  v1  und  benutzen  die  Abkiirzung  (v^71)  in 
demselben  Sinne  wie  §  18,  so  haben  wir: 

a  v  =  v1  a  (2  co)  +  {vi)2i 

(l  +  ^jav  =  u(y'(2oo)  +  (vl), 

L  a'  (2  co)  +  vx  tr"  (2  co)  +  (V)  1 


!        v1.a'(2co)  +  \vx*<j"{2iv)  +  (V)  vx 

_  x  g"  (2o»)      ,  , 
~  2  a'  (2a,)  + 

Setzen  wir  das  alles  ein,  so  erhalten  wir  als  den  gesuchten 
Grenzwert: 

!  g"  (2  co) 

also  die  Gleichung: 

1  a"  (2  co) 

15)  o{u'  +  2«)=  </(2  fi)),e2"W 

die,  was  die  Abhangigkeit  von  u  betrifft,  mit  (12)  iibereinkommt. 
Vergleichung  der  Koeffizienten  giebt  die  Beziehungen: 

16)  o(2co)  =  =F  e2*>™, 

17)  ^(2M)  =  4  a. 


§  21.    Darstellung  ton  a  u  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt.  55 


§  21.  Darstellung  von  gu  durch  ein  einfach  unendliches  Produkt. 

In  dem  unendlichen  Produkt  (1)  des  vorigen  Paragraphen  durch- 
laufen  die  Buchstaben  hY,  h3  unabhangig  voneinander  alle  ganz- 
zahligen  Werte;  man  kann  es  deshalb  als  ein  „zweifach  unendliches 
Produkt"  bezeichnen.  Fa6t  man  alle  diejenigen  Faktoren,  in  welchen 
h3  einen  und  denselben  Wert  hat,  zu  einem  einzigen  Faktor  zu- 
sammen,  so  hat  man  dann  noch  alle  diese  Faktoren  zu  einem  „em- 
fach  unendlichen  Produkt"  zu  vereinigen.  Um  das  bequem  aus- 
zufuhren,  fiihren  wir  zunachst  die  auch  spater  noch  haufig  zu  be- 
nutzenden  Bezeichnungen  ein: 

1)  - —  =  v,     -  3  =  r; 

dann  konnen  wir  das  zweifach  unendliche  Produkt,  von  dem  wir 
ausgehen,  folgendermafien  schreiben: 


2)  <T(2(BlU)  =  2oJl«n'     1-^  « 


1  V 

V    \        —  t"  -H— g 


[w  =  n  +  vr,    fju,  v  =  0,  +1,  +  2  ...  in  inf.) 
oder  auch: 

3)  <7  (2  If  ,,,(»), 

V  =  —  00 

indem  wir  setzen: 

T  2 


4)  ^0(«)=2<BlUn'{(i-^)e"+2''! 

und  fur  v  4=  0: 

5)  9vM  =  IlJ(l  -^77)e^  +  i^}' 

In  jedem  dieser  Teilprodukte  konnen  wir  die  letzten  Faktoren 
der  einzelnen  Glieder  fiir  sich  vereinigen,  da  die  Summen: 


6)  2'^  =  ^ 

/LI       f1  6 

und: 

+  00  1  _2 

7)  V   1  =  5  

jede  fur  sich  unbedingt  konvergieren  (I,  §  52,  1,  17).    Die  Werte 
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der  iibrig  bleibenden  Produkte  konnen  wir  aus  I,  §  65,  (9)  und  (10) 
entnehmen;  wir  erhalten  so: 

8)  cpQ{v)—--^e  6  smv  ti, 

und  fur  v  -j=  0: 

A\  /    \  SID.  [V  J  —  V)  71        VJZCOtvT?Z+-L  —  

7  r  sin  v  j  7i 

Wenn  wir  dann  das  Produkt  aller  dieser  Faktoren  bilden 
wollen,  so  konnen  wir  wieder  die  mit  v2  multiplizierten  Glieder  in 
den  Exponenten  fur  sicb  vereinigen.  Denn:  zufolge  der  Voraus- 
setzung  §  14,  IV,  an  der  wir  immer  festhalten,  ist 

10)  b>0, 
wenn: 

11)  r  7i  =  a  -f  hi 
gesetzt  wird.    Da  dann: 

sinvT  7t  =  ~(evai~vb  —  e  -  vai  +  vh) 

ist  (vgl.  I,  §  40,  9),  so  ist  nach  I,  §  5,  III: 

12)  .        |sini/T7r|  >>-L(?M&_  >  \v\b; 

und  da  die  Keihe  2 'v~2  unbedingt  konvergiert,  so  folgt,  da6  das 
Gleiche  von  der  Eeihe  sm~2  v  r  n  gilt.  Setzen  wir  also  zur  vor- 
laufigen  Abktirzung: 

13)  «=X  +  S 


71      ,  71- 

1 


6    '  ^  2  sin2  vt  7i 
so  erhalten  wir: 

14)       a(2(D,v)  =^e"»*smv7i  IT  (sin(yT  ~  v)n  evncotvTn\  • 

'  VI/  ^  11    I       Sin  V  T  71  j 

Damit  haben  wir  fur  die  gesuchte  Darstellung  der  Sigmafunktion 
durch  ein  einfach  unendliches  Produkt  eine  erste  Gestalt  gefunden. 
Eine  bequemere  Gestalt  erhalten  wir,  wenn  wir  je  zwei  Faktoren 
zusammennehmen,  in  denen  v  entgegengesetzt  gleiche  Werte  hat; 
die  Exponentialfaktoren  heben  sich  dann  weg,  die  trigonometrischen 
lassen  sich  verinoge  der  Gleichung: 

sin  (v  r  +  v)  7t .  sin  (v  t  —  v)  n  —  \ (cos  2  v  %  —  cos  2vrn) 

=  sin2  vr  it  —  sin2  v  % 
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umformen,  und  wir  erhalten: 

15)  (j(2w,v)=  L  eavtsm  v  7i\\  { 1  ^-   • 

Eine  dritte  Form  erhalten  wir,  wenn  wir  die  trigonometrischen 
Funktionen  durch  Exponentialfunktionen  ersetzen.  Fiihren  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  auch  spater  noch  ofter  zu  benutzenden  Be- 
zeichnungen  ein: 

16)  eV7li  =  z,    exni  =  h, 
so  haben  wir  zu  setzen: 


-7.-1 


%  —  % 


1 7)  sin  v  n  = 

h*  -  h-v      .  l  -  h2< 


18)  Sin^T7T 


2  hv 


1 9)  sin  [v  r  —  v)  n  =  —  =  iz 


20)  sin  (ft  +  v)  7t 


2  i  2  hv 


2i  2h* 
Damit  geht  die  Grleichung  (14)  zunachst  iiber  in: 


V  =  1 


(1  -  h^f 


Hier  kann  man  das  unendliche  Produkt  in  drei  Teilprodukte 
spalten.    Denn  aus  der  Ungleichung  (10)  folgt: 

22)  \h\<l; 

man  kann  deshalb  fur  jeden  endlichen  und  von  Null  verschiedenen 
Wert  von  z  eine  Zahl  N  von  der  Beschaffenheit  angeben,  daB 
\h2vz2\  kleiner  ist  als  ein  von  v  unabhangiger  echter  Bruch  m, 
sobald  v  >  N  ist.  Fur  alle  solchen  v  laBt  sich  nach  I,  §  56,  VI 
der  Hauptwert  von  log(l  —  h2v  z2)  in  eine  Eeihe  entwickeln,  aus  der 
hervorgeht,  daB  sein  absoluter  Betrag: 

<  1  -  \  h^%l\   <    1  -  m 

GO 

ist.   Da  nun  die  Summe  2  I  h2v  z2  |  wegen  (22)  unbedingt  konvergiert, 

v  =  N 

so  folgt,  daB  das  Gieiche  auch  gilt  fiir  die  Summe  2         —  h2vz2) 

V 

und  folglich  auch  fiir  das  Produkt  (1  —  h2v  z2).  Infolgedessen 
kann  man  die  Gleichung  (21)  auch  schreiben: 
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23)    (7{2m1v)  =  1^1^ 


v=l  r=l 


GO 

2«  77(1  —h2v)% 

v  =  l 


Auch  aus  dieser  Gleichung  konnen  wir  ablesen,  was  aus  a  wird, 
wenn  wir  das  Argument  urn  eine  Periode  vermehren.  Ersetzen  wir 
namlich  u  durch  u  -f- 2  oj1}  so  haben  wir  v  durch  v  +  1,  z  durch 
—  z  zu  ersetzen.    Damit  erhalten  wir: 

24)  <r(2ca1v  +  2a>1)=  -  e  a$v  +  x> .  <7  (2  a1  v). 

Wollen  wir  aber  u  durcb  u  +  2  w3  ersetzen,  so  miissen  wir  v  -f-  r 
flir  v  und       fur  A  schreiben.  -  Damit  erhalten  wir  zunachst: 

(7  (  2  G?j  v  +  2  G93)  = 

A*  -  //(I  -  A2v  +  2^)^(1  _  /z2v-  2^-2j 
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also: 


25) 


=i 


a{2  ojj^v)  %  —  &  - 1      1  —  a,  —  2 

=  —  ear(2«  +  r)/l-l^-2 
—  ,       £  (a  t  —  tt  i)  (2  v  +  t)  # 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  den  friiheren  (§  20,  6  und  7), 
so  erhalten  wir: 

26)  a  =  2  rj1  co1 ,      ar  —  7C  i  =  2  r]3co1; 

die  erste  dieser .  Gleichungen  giebt  den  Ausdruck  der  in  diesem 
Paragraphen,  Gleichung  13,  eingefiihrten  GroBe  a  durch  die  friiher 
benutzten  GroBen,  die  zweite  dann  einen  dritten  Beweis  der 
LEGENDRESchen  Relation  (§  19,  14). 

Flihren  wir  in  den  Ausdruck  von  a  (Gleichung  13)  h  ein,  so 
erhalten  wir  noch: 


V?      h    _    N-V   2   1 

7/1       2Wl  1  6       ^  {hv  -h-vf] 


—  2 


2  &>!    1  6  ^1    (1  ~  ^2r)2 

—  ein  einigermaBen  handlicher  Ausdruck  fur  die  GroBe  r\v  an  dem 
es  uns  bisher  noch  fehlte. 
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DRITTEE  ABSCHNITT, 


Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  ou  und^. 

§  22.    Darstellung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Quotienten 

von  <7-Produkten. 


Jede  rationale  Funktion  einer  complexen  Veranderlichen  kann 
als  Quotient  von  Produkten  von  Linearfaktoren  dargestellt  werden, 
anders  ausgedriickt,  von  Funktionen,  die  nur  in  je  einem  Punkte 
Null  werden.  Wollen  wir  eine  analoge  Faktorenzerlegung  einer 
elliptischen  Funktion  vornehmen,  so  werden  wir  nicht  verlangen 
dlirfen,  daB  die  einzelnen  Faktoren  selbst  elliptische  Funktionen 
sein  sollen;  denn  es  giebt  keine  elliptische  Funktion,  die  nur  in 
einem  Punkte  des  Periodenparallelogramms  Null  wlirde  (§  13,  VI). 
Wohl  aber  hat  die  Funktion  a(u  —  a)  die  Eigenschaft,  daB  sie  nur 
fur  u  =  a  und  in  den  dazu  kongruenten  Punkten  Null  wird;  und 
aus  solchen  Faktoren  laBt  sich  in  der  That  jede  elliptische  Funktion 
zusammensetzen.  Bilden  wir  namlich  einen  Quotienten  von  Pro- 
dukten solcher  Funktionen: 


unter  C  einen  von  u  unabhangigen  Faktor  verstanden,  so  konnen 
wir  uns  zunachst  auf  Grund  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  des  §  20 
ohne  Miihe  von  der  Bichtigkeit  des  Satzes  uberzeugen: 

I.  Jeder  solche  Quotient  ist  eine  elliptische  Funktion  von  u,  wenn 
die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

2)  m  =  n, 


TO 


77  o-O  -  ak) 

fc=l 


II(t(u  -  h) 


m 


n 


fc=l 


Andrerseits  haben  wir  in  §  15  und  16  gelernt,  daB  die  Null- 
punkte  und  Pole  jeder  elliptischen  Funktion  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
befriedigen,  wenn  wir  aus  jedem  System  kongruenter  Nullpunkte, 
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bezw.  Pole  einen  geeigneten  Reprasentanten  auswablen.  Da  wir 
ferner  gesehen  haben,  da6  zwei  elliptische  Funktionen  mit  denselben 
Nullpunkten  und  denselben  Polen  sich  nur  durcb  einen  von  u  un- 
abhangigen  Faktor  unterscbeiden  konnen,  so  konnen  wir  schlieBen: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  lafit  sich  in  der  Form  (1),  mit  den 
Bedingungen  (2)  und  (3),  als  Quotient  von  Sigmaprodukten  darstellen. 

Man  beacbte,  daB  die  Entwicklungen  dieses  Paragrapben  nirgends 
voraussetzen,  dafi  die  ak  oder  die  bk  voneinander  verschieden  seien. 
Die  Satze  I  und  II  gelten  vielmehr  aucb  fur  mebrfacbe  Nullpunkte 
und  mebrfache  Pole;  man  bat  nur  jeden  Punkt,  der  z.  B.  ein  Z-facber 
Nullpunkt  der  Funktion  werden  soli,  Z-mal  unter  die  ak  aufzunebmen. 


§  23.   Ein  wichtiger  Spezialfall;  Additionstheoreme  der  Funktionen 

pu  und  p  u. 

Wir  wenden  den  Satz  II  des  vorigen  Paragraphen  zunachst  auf 
die  Funktion  pu  —  pv  an,  indem  wir  unter  v  eine  von  u  unab- 
hangige  GroBe  verstehen,  von  der  wir  vorlaufig  voraussetzen,  daB  sie 
nicbt  gleicb  einer  balben  Periode  sei.  Diese  Funktion  wird,  als 
Funktion  von  u  betracbtet,  fur  u  =  0  von  der  2.  Ordnung  unendlich 
groB,  dagegen  fiir  die  beiden  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
inkongruenten  Werte  u  =  v  und  u  =  —  v  Null,  und  zwar  nur  von 
der  ersten  Ordnung,  da  dann  p'  v  und//  (—  v)  von  Null  verscbieden 
sind.  In  alien  Punkten,  die  weder  zu  0,  nocb  zu  v ,  nocb  zu  —  v 
kongruent  sind,  ist  sie  endlicb  und  von  0  verschieden.  Die  ge- 
nannten  Pole  und  Nullpunkte  sind  unter  den  unendlicb  vielen  zu 
ibnen  kongruenten  scbon  so  ausgewablt,  daB  die  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragrapben  genau  (nicbt  etwa  bloB  bis  auf  Perioden)  be- 
steht.    Also  ist  die  zu  untersuchende  Funktion  von: 

a  (u  —  v)  a  (u  -f-  v) 

nur  um  einen  Faktor  verscbieden,  der  von  u  unabhangig  ist  (aber 
deswegen  nicbt  aucb  von  .v  unabhangig  zu  sein  braucht).    Um  ibn 
zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits  nacb  Potenzen  von  u  und 
vergleichen  die  Koeffizienten  von  u~2.    Wir  erhalten  so: 
I.  die  fundomentale  Formel: 

1)  pu  —  pv  =  -~ — \  

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  muBten  wir  voraussetzen,  daB 
v  nicbt  gleich  einer  halben  Periode  sei;  wir  konnen  uns  nachtraglich 
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von  dieser  Einschrankung  wieder  frei  machen.  Denn  da  auf  beiden 
Seiten  eindeutige  analytische  Funktionen  auch  von  v  stehen,  so 
miissen  (nach  I,  §  39,  III)  beide  Seiten  iibereinstimmen  fur  alle  die- 
jenigen  Werte  von  v,  fur  die  sie  Bedeutung  haben. 

Aus  der  somit  als  allgemein  giiltig  bewiesenen  Formel  leiten 
wir  zunachst  durch  logarithmiscbe  Differentiation  nach  u,  bezw.  v 
die  beiden  folgenden  her: 

2)  j^j-v  =  £(«  +  «>)  +  -2?a, 

3)  pu-'pv  *g<«+^ -sift- 

Aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Addition: 

II.  das  sogenannte  Additionstheorem  der  Funktion  £u: 

4)  c,(w  +  v)  =  £w  +  £v  +  ^— ; 

'  s • v    -    .  /      s         5         2  pu  —  p  V 

und  aus  dieseni  durch  abermalige  Differentiation  nach  u: 

III.  das  Additionstheorem  der  Funktion  p  u  in  der  Form: 

5)  p  (u  +  u)  =  /?    —  i  -3—  —  • 

y  1  v         ;      J  *  0  u   pu  —  pv 

Dem  letzteren  kann  man  noch  verschiedene  andere  Forinen 
geben.  Fiihrt  man  zunachst  die  Differentiation  aus  und  benutzt  die 
Gleichungen  (6)  und  (15)  von  §  18,  so  erhalt  man: 

o\       1     t     \  .  (6jt>2^  —  \g»)(pv  —  pu)  +  4p3  u  —  q2vtL—  o3  —  p'up'v 

6)  p(u  +  v)  =  pu  +  — "  11111^  r_L  1 —    y<iH  y3  * 

'     r  x  1       r  2ypu  —  pvf 

und  wenn  man  auf  gleichen  Nenner  bringt: 

,  v  _  2(pupv  -  jg2)(pu+pv)  -  g3  -  p'up'v 

i)  p\u^-V)  -  2Qtm-^)2 

Vertauscht  man  ferner  in  Gleichung  (6)  u  mit  v  und  verbindet 
die  so  entstehende  Gleichung  mit  (6),  so  erhalt  man: 

8)  p{u+v)+pu+pv=  \  ^u~Jvl 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  +  v  und  v  durch 
—  v,  so  findet  man,  dafi  ihre  linke  Seite  auch  gleich: 

1  ( p'{u  +  v)  +  p'v  y 

4  \  p  (u  +  v)  -  p  v)  J 

ist.    Es  muB  also  auch: 

p'u  —  p'v       ^  p'  (u  4-  v)  +  p'v 


pu  —  pv  p  (u  +  v)  —  pv 
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sein;  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u  zeigt,  daB  das 
untere  Zeichen  das  richtige  ist.  Diese  Formel  nimmt  eine  sym- 
metrische  Gestalt  an,  wenn  man  ein  drittes  Argument  w  so  ein- 
fiihrt,  da6: 


9) 

wird;  sie  lautet  dann: 
10) 


u  -f-  v  +  w  =  0 


p  u  —  p  v       p  w  —  p  V 


pic  —  p  V 


pw  —  pv 


oder  in  Determinantenform 

1 

11)  1 

1 


pu  p  u 
pv  p  V 
pw  p  w 


0. 


Durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  erhalt  man  Formeln  fur 
p(u  —  v),  die  sich  mit  den  schon  erhaltenen  in  mannigfacher  Weise 
verbinden  lassen.    Unter  diesen  Verbindungen  sei  erwahnt: 


12)    p  (u  +  v)  —  p  (u  —  v) 


p  up  V 


d'2 


(pu  —  pv)2      dtc  dv 


log(pu  -  pv)] 


aus  ihr  entspfingt  durch  doppelte  Integration  in  Bezug  auf  u  und 
auf  v  wieder  die  Ausgangsformel  (1). 

Das  Additionstheorem  der  Funktion  pu  erhalt  man  am  be- 
quemsten,  indem  man  Gleichung  (5)  nach  v  differentiiert ;  man  findet: 


13) 


p  (u  +  v) 


p  u  —  p  V 


2  6u dv   pu — pv 
{p'vf 


p"v 


(pv  —  pu)3 
(pu  —  pv)3 


2  (pv  —  puf 

p"u 
2  (pv  —  pu)3 


p  V, 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  dieser  Formeln  sprechen  wir  aus- 
driicklich  aus  in  dem  Satze: 

IV.  p  (u  +  v)  und  p  [u  +  v)  drucken  sich  rational  aus  durch  pu, 
pv,  p'u,  p  V. 

Man  kann  sie  auch  noch  etwas  anders  fassen;  man  kann  nam- 
lich  mit  Hilfe  der  Gleichung  von  §  18  und  der  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  u  und  v  hervorgehenden  p  u  und  pv,  bezw.  pu  und 
pv  eliminieren.    Man  findet  dann: 
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V.  Zwischen  p(u  -4-  v),  pu,  pv  —  und  ebenso  zwischen  p  [u  +  v), 
p'u,  pv  —  besteht  fur  beliebige  Werte  von  u  und  v  eine  algebraische 
Gleichung,  deren  Koeffizienten  von  u  und  v  unabhdngig  sind. 

Von  einer  Funktion,  die  diese  Eigenschaft  hat,  sagt  man,  sie 
besitze  ein  algebraisches  Additionstheorem.1 

Wir  schlieBen  noch  die  Darstellung  von  p'u  als  Quotient  von 
Sigmaprodukten  an.  Diese  Funktion  wird  nach  §  1 7  (3)  fur  u  =  0  von 
der  dritten  Ordnung  unendlich  und  nach  §  1 8,  III  in  den  drei  Punkten 
cov  co2,  oo3  je  von  der  ersten  Ordnung  Null.  Diese  Punkte  geniigen 
der  Bedingung  §  23,  3;  es  ist  also: 

<  JS                         ,         0  a(u  —  co,)  a(u  —  cq«)g(u  —  <yq) 
14)  p  u  =  2   • 

'  1  (TfJj    (TQ)2  (TW3 

§  24.   Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen. 

Nach  §  13,  VI  ist  eine  elliptische  Funktion  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt,  wenn  fur  jeden  Pol  die  Glieder  mit  negativen 
Exponenten  in  der  zugehorigen  Keihenentwicklung  der  Funktion 
bekannt  sind.  Wir  wissen  bereits  aus  §  14,  V,  daB  diese  Glieder 
der  einen  Einschrankung  unterliegen,  daB  die  Summe  der  Eesiduen 
gleich  Null  sein  miiB;  ob  sie  noch  andern  Bedingungen  unterworfen 
sind,  blieb  damals  dahingestellt.  Wir  wollen  jetzt  versuchen,  eine 
elliptische  Funktion  zu  bilden,  fiir  die  jene  Glieder  in  Uberein- 
stimmung  mit  jener  Bedingung,  im  iibrigen  aber  ganz  willklirlich 
vorgeschrieben  sind. 

Wir  nehmen  den  einfachsten  Fall  voraus,  daB  die  vorgeschrie- 
benen  Pole  ak  (k  ==  1,  2  .  .  .  n)  alle  einfach  sind.  Die  Residuen  in 
ihnen,  Ak,  miissen  der  Bedingung  geniigen: 

1)  A  +  +  4,  =  o. 

Eine  Funktion,  die  diese  vorgeschriebenen  Pole  und  Residuen 
hat,  ist: 

2)  ip{u)  =  A1  £(u  -  Oj)  +  A2  f  (u  -  a2)  +  .  .  .  +  ^nC{u  -  an). 

Die  einzelnen  Terme  dieser  Funktion  sind  freilich  keine  ellip- 
tischen Funktionen;  vielmehr  tritt  zu  jedem  von  ihnen  nach  §  19  (9) 
eine  Konstante  2r].Ak,  wenn  man  das  Argument  u  um  eine  Periode 
2  co  vermehrt.    Aber  die  Summe  dieser  Konstanten  ist  Null,  eben 


1  Man  beachte,  daB  Gleichutig  (4)  kein  algebraisches  Additionstheorem 
vorstellt,  da  zwischen  pu  und  'Qu  keine  algebraische  Grleichung  besteht. 
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wegen  der  vorausgesetzten  Relation  (1).  Also  ist  ifj(u)  in  der  That 
eine  elliptische  Funktion  mit  den  verlangten  Eigenschaften. 

Gehen  wir  nunmehr  zum  allgemeinsten  Fall  iiber;  nehmen  wir 
an,  fiir  jeden  Pol  av  sei  die  Ordnungszahl  kv  gegeben  und  das 
Aggregat  der  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in  der  zugehorigen 
Reihenentwicklung  der  zu  bildenden  Funktion,  etwa  in  der  Form: 


av        {u  —  avy  (u—av)kv 

Auch  hier  miissen  die  Residuen  Avl  natiirlich  der  Bedingung 
geniigen : 

4)  An  +  An  +  ...+Anl=0. 

Dann  konnen  wir  uns  zunachst  aus  und  seinen  Ableitungen 
eine  Funktion  bilden,  die  fiir  u  —  av  einen  Pol  der  vorgescbriebenen 
Art  hat  und  sonst  im  ganzen  Periodenparallelogramm  regular  ist, 
namlich : 


5) 


Ai'iiu  —  a,)  +  Av2p(u  —  av)  -  ^p'{u  —  av)  +  ~p"(u  —  ar) 
-  +  -...  +(-1)*'-  1(J^P{k*-2)  («-<**)■ 


Diese  Funktion  selbst  ist  nicht  doppeltperiodisch ;  bilden  wir 
aber  die  Summe  der  so  fiir  die  einzelnen  Pole  aufzustellenden 
Funktionen  von  v  =  1  bis  v  =  n,  so  erhalten  wir  in  der  That  eine 
elliptische  Funktion,  eben  wegen  der  Relation  (4).  Jede  andere 
elliptische  Funktion  der  verlangten  Art  kann  sich  von  der  so  ge- 
bildeten  nur  durch  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Somit 
haben  wir  den  Satz  gewonnen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion,  die  an  vorgeschriebenen  Stellen  in  vor- 
geschriebener  Weise  unendlich  werden  soil,  laflt  sich  in  der  Form 
dar stellen: 


6) 


f{u)  =  C  +  2{  4>i£(«  -  av)  +  Av2p(u  —  av)  -  \Av3p'(u-av) 
+  -  +  ...+(-  X^-lJ^pi^-^u  _  a,)- 


und  jeder  solche  AusdrUck  stellt  eine  elliptische  Funktion  der  ver- 
langten Art  dar.1 


1  Man  kann  die  Formeln  §  23,  (2)— (5)  als  spezielle  Falle  dieses  Satzes 
ansehen. 
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Die  Formel  (6)  ist  ein  Analogon  zur  Zerlegung  einer  rationalen 
Funktion  in  Partialbniche ;  wir  werden  aus  ihr  mannigfache  Kon- 
sequenzen  ziehen.  Zunachst  ermoglicht  sie  wie  jene  Zerlegungs- 
formel  die  Integration;  man  findet: 

P  f(u)  du  =  Cu  + CL  +  2  I  ^fi      G  (u  ~  a*)  ~  ^  £(u  ~  a*) 

7)  \J  "ll 

-  \A^J,{u  _«,)+_...  +  (-  1)  *r  -  1  ?  (*,  -  3) 

also  den  Satz: 

II.  Integral  einer  beliebigen  elliptischen  Funktion  setzt  sick 
aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

1.  einer  elliptischen  Funktion; 

2.  einer  linear  en  Funktion; 

3.  einer  Summe  von  f- Funktionen; 

4.  einer  Summe  von  Logarithmen  von  Sigmafunktionen. 

(Wenn  man  will,  kann  man  die  Anzahl  der  ^-Funktionen  auf 
1  reduzieren,  da  die  Differenz  £(u  —  a)  —  £u  nach  §  23,  Gleichung  (4) 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist.) 

Andrerseits  liefert  Formel  (6)  auch  noch  einen  far  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  selbst  fundamentalen  Satz.  Die  in  ihr 
yorkommenden  hoheren  Ableitungen  von  p(u  —  av)  lassen  sich  nach 
§18,  IV  rational  durch  p{u  —  av)  und  p (u  —  av)  ausdriicken,  diese 
wieder  nach  §  23,  IV  rational  durch  pu  und  pu  (und  die  Kon- 
stanten  pav,  p'  av).  Auch  £(m  —  av)  driickt  sich,  wie  eben  schon 
benutzt  wurde,  rational  aus  durch  £u,  pu,  pu  und  Konstante. 
Wesentlich  ist  nun,  daB  dabei  aus  der  Summe  (6)  vermoge  der 
Relation  (4)  £u  herausfallt,  sodaB  man  den  Satz  erhalt: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  laflt  sich  durch  die  zu  demselben 
Periodenparallelogramm  gehdrenden  Funktionen  pu,  p  u  rational  aus- 
driicken. 

Durch  analoge  Umformungen  wie  in  §  4,  Gleichungen  (4)  bis  (6) 
konnen  wir  jede  rationale  Funktion  von  p  u  und  p  u  auf  die  Form 
bringen : 

8)  f{u)  =  A  +  Bp'  Uy 

in  der  A,  B  rationale  Funktionen  von  p  u  allein  bedeuten.  Ist  dann 
f(u)  =  f(—u\  so  folgt,  daB  B  =  0  sein  muB;  ist  aber  f{u)  =  —/*(  —  u), 
so  folgt  A  =  0.  Wir  konnen  also  Satz  III  durch  folgenden  Zusatz 
erganzen: 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  5 
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IV.  Jede  gerade  elliptische  Funhtion  ist  eine  rationale  Funktion 
der  zu  demselben  Feriodenparallelogramm  geh'drenden  Funktion  p  u, 
jede  ungerade  elliptische  Funktion  das  Produkt  einer  solchen  Funktion 
in  p  u. 

Aus  Satz  III  ergeben  sich  noch  weitere  Folgerungen.  Hat  man 
zwei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehorende  elliptische 
Funktionen,  so  kann  man  aus  ihren  Ausdriicken  durch  pu  und  pu 
und  aus  der  zwischen  pu  und  pu  bestehenden  Gleichung  pu  und 
pu  eliminieren.    Daraus  folgt: 

V.  Zivischen  irgend  zwei  elliptischen  Funktionen  desselben  Perioden- 
parallelogramms  hesteht  eine  algebraische  Gleichung  mit  von  u  unab- 
hdngigen  Koeffizienten. 

Ein  spezieller  Fall  dieses  Satzes  ergiebt  sich,  wenn.  man  be- 
achtet,  daB  die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  selbst  eine 
solche  Funktion  ist;  namlich: 

VI.  Jede  elliptische  Funktion  genugt  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung  erster  Ordnung  hb'heren  Grades,  in  der  die  unabhdngige  Ver- 
dnderliche  explicite  nicht  vorkommt;  mit  andern  Worten,  sie  ist  die 
Umkehrungs funktion  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion. 

Eliminiert  man  endlich  aus  den  Gleiehungen,  die  f{u  +  v), 
f(u),  f(v),  bezw.  mit  p(u  +  v),  pu,  pv  verbinden,  und  aus  dem 
Additionstheorem  der  Funktion  pu  (§  23,  V)  die  drei  zuletzt  ge- 
nannten  GroBeri,  so  findet  man: 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  besitzt  ein  algebraisches  Additions- 
theorem.1 

§  25.   Das  Additionstheorem  der  Sigmafunktion. 

Die  Funktion  ou  besitzt  kein  algebraisches  Additionstheorem 
in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne.  Doch  besteht  zwischen  Sigma- 
funktion linear  verkniipfter  Argumente  eine  allgemeine  Eelation,  die 
eine  groBe  Anzahl  interessanter  Spezialfalle  in  sich  schlieBt  und  die 
man  im  weiteren  Sinne  als  Additionstheorem  der  Sigmafunktion 
bezeichnen  kann.  Man  kann  sie  auf  verschiedene  Arten  ableiten; 
z.  B.  indem  man  in  der  algebraischen  Identitat: 

(x  -g)(z-t)-jr(x-  z)(t  -  y)  +  [x  -  t){y  -  z)  =  0 


1  Weierstrass  hat  in  seinen  Vorlesungen  auch  die  Umkehrung  dieses 
Satzes  bewiesen:  daB  namlich  alle  Funktionen  einer  Variabeln  mit  algebraischem 
Additionstheorem  algebraische  Funktionen  von  elliptischen  Funktionen  oder 
Ausartungen  von  solchen  (vgl.  den  IX.  Abschnitt)  sind. 
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die  Substitutionen: 

x=pu,    y=pux)     z=pu2,    t  =  pu3 

vornimmt  und  dann  die  Fundamentalformel  §  23,  1  anwendet.  Man 
erhalt  so: 

a  (u  +  ux)  g  (u  —  ux)  a  (u2  -f-  u3)  g  (u2  —  u3) 

1)  I     +  g(u  +  u2)  <j(u  —  u2)g(u3  4-  ux)g(u3  —  Mj) 

-\-  (J  {U  -\-  Uz)  G  {U  —  U3)  G  (Mj  -f-  U2)  G  (Wj  —  U2)  =  0. 

Eine  noch  symmetrischere  Gestalt  nimmt  diese  Formel  durch 
Einfuhrung  neuer  Variabler  an.    Setzt  man  namlich: 

u  +  ux  =  bx ,   u  —  ux  =  —  c1 ,  u2  +  u3  =  —  d1,  u2  —  u3  =  ax, 

2)  >    u  +  u2  =  b2,   u  -  u2  =  -  c2,   u3  +  ux  =  —  </2,  w3  -      =  a2, 

«  +  «3  =  ^3>     U  -  U3=  -  C3,     Ux  +  W2  =  -  <3?3,    ^  -  U2  =  «8, 

so  kann  man  jedes  der  drei  Systeme  von  je  vier  GroBen  a,  b,  c,  d 
als  ein  System  unabhangiger  Veranderlicher  ansehen  und  die  GroBen 
der  beiden  andern  Systeme  durch  sie  ausdriicken.  Man  erhalt  so 
die  Gleichungssysteme : 

2  a2  =  —  ax  —  bx  —  cx  —  d1  2  a3  =  —  ax  +  bx  +  cx  +  dx 

2  b2  =  ax  +  bx  —  cx  —  dx  2  b3  =  —  ax  +  bx  —  cx  —  dx 

2  c2  =  ax  —  bx  +  cx  —  dx  2  c3  =  —  ax  —  bx  +  cx  —  dx 

2  d2  =  ax  —  bx  —  cx  +  d1  2  d3  =  —  ax  —  bx  —  cx  dx, 


3) 


sowie  zwei  andere,  die  aus  ihnen  durch  cyklische  Vertauschung  der 
Indices  1,  2,  3  hervorgehen.1  Man  kann  demnach  das  „Additions- 
theorem  der  Sigma  funktion"  folgendermaBen  aussprechen: 

Wenn  zwischen  drei  Systemen  von  je  vier  Groflen  die  Relationen 
(3)  bestehen,  so  ist  stets: 

4)       g  ax  a  bx  g  cx  g  dx  -f-  a  a2  g  b2  g  c2  g  d2  +  g  a3  g  b3  g  c3  g  d3  =  0 . 

Man  beachte  noch,  daB  man  in  diesen  Formeln  nicht  nur 
die  Indices  1,  2,  3  cyklisch  vertauschen  kann,  sondern  auch  die 
Buchstaben  mit  gleichem  Index,  wenn  man  nur  gleichzeitig  auch  die 
Buchstaben  mit  andern  Indices  in  gewisser  Weise  unter  sich  ver- 


1  Deutet  man  a,  b7  c,  d  als  Tetraederkoordinaten  ein.es  Punktes  im  Kaume, 
so  stellen  die  Gleichungen  %  =  0,  .  .  dz  =  0  3-4  Ebenen  vor,  die  drei  Tetraeder 
bilden.  Bestehen  dann  die  Gleichungen  (3),  so  sagt  man,  „die  drei  Tetraeder 
befinden  sich  in  desmischer  Lage". 

5* 
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tauscht  und  gewisse  Vorzeichen  andert.  Will  man  z.  B.  ax  mit  bx 
vertauschen,  so  hat  man  die  zwolf  Argumente  zu  ersetzen  durch: 


<h 

h 

-4 

-  C2 

~  Q3 

d3. 

§  26.  Hilfssatze. 

1st  eine  beliebige  Anzahl  untereinander  zu  u  =  0  inkongruenter 
Punkte  ux ,  u2  .  .  .  un  gegeben,  so  erhalt  man  eine  elliptische  Funktion 
der  Variabeln  u0,  die  sie  alle  zu  Nullpunkten  hat,  wenn  man  die 
Determinante  bildet: 


lj        cp  (u0,  uv 


1 

pu0 

P  uo  ■  • 

.  .  p (n  ~ 

1 

Pul 

P'Ul  •  ' 

. .  p(n- 

1 

PU2 

p'u2.  . 

.  .  JP(7J - 

»«2 

1  w. 


J  n 


l    P  Un' 

Diese  Funktion  ist  im  fundamentalen  Periodenparallelogramm 
iiberall  regular,  auBer  in  u  =  0,  wo  sie  einen  Pol  der  Ordnung  n  -f  1 
hat;  folglich  hat  sie  nach  §  16,  3  auBer  den  zu.  ihrer  Definition 
dienenden  n  Nullpunkten  noch  einen  {n  +  l)ten  in: 

-{ux  +  u%+  ...  +  un). 

Sie  laBt  sich  daher  nach  §  22,  II  folgendermaBen  durch  einen 
Quotienten  von  (7-Produkten  ausdriicken: 

a  {ux  —  u0)  (T  (u2  —  u0)  .  .  .  a  (un  —  u0)  a  (u0  +  ux  +  u2  +  ...  +  un) 


2) 


,n  +  1 


Der  Faktor  cn  hangt  nicht  mehr  von  u0  ab,  wohl  aber  noch 
von  ulf  u2  .  .  .,  wn;  um  ihn  zu  bestimmen,  entwickeln  wir  beiderseits 
nach  Potenzen  von  u  und  vergleichen  die  Koeffizienten  der  Anfangs- 
glieder.    So  finden  wir: 

3)    -  n\  f  {m{,  u2  .  .  .  un)  =  cn<7 (TMa  .  .  .  ff^ff^  +  w2  +  .  .  .  +  mJ. 
Andrerseits  besteht  aber  auch,  ebenso  wie  (2),  die  Gleichung: 

*)    <p\ult  u2  .  .  a j  —  cn_l  ■  — 
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wo  cn_Y  auch  von  ux  nicht  mehr  abhangt,  sondern  nur  mehr  von  u2, 
Uo  •  .  .  u  >    Es  folgt  also: 


Fahren  wir  so  fort,  so  konnen  wir  cn  schlieBlich  durch  cx  aus- 

driicken,  das  nur  noch  eine  Funktion  von  un  sein  kann.  Wir  er- 
halten : 

rt\            /              .  \                           ,  0"O„  -  un_1)(i(un  +  W„_!) 

6)     9 («„-i,  *0  =  -,P«w-i  +  P^  =  ci  —  5 

und  Gleichung  (1)  von  §  23  zeigt,  daB: 


gesetzt  werden  muB.    Somit  gilt  die  Gleichung: 

(p(UQ,   M1?   M2  .  .  .  Un)  = 


7) 


f—  1^2'  3!  4!         ,  g K  +  g<i  +  «8  +  . . .  +  O 77q-(^«  -  M 


{(T  UQ  <J  Ux  <S  U2  .  .  .  (TUn)n* 


das  Produkt  erstreckt  iiber  alle  Paare  von  Zahlen  a,  ft  aus  der 
Reihe  0,  1,  2  .  .  .  n,  fur  die  a  >  /?  ist. 

Die  Ableitung  dieser  Formel  setzte  implicite  voraus,  daB  keine 
der  Summen  ^  +  u2 '+....+  un,  u2  +  uz  +  + 
der  Null  kongruent  sei ;  die  Formel  selbst  gilt  aber  nach  I,  §  39,  III, 
solange  ihre  beiden  Seiten  regulare  Funktionen  der  Argumente  sind, 
d.  h.  solange  nur  keines  der  u  selbst  =0  ist. 

Einen  interessanten  speziellen  Fall  der  Gleichung  (7)  erhalt 
man,  wenn  man  in  ihr 

8)  ux  =  u% -.s-  .  .  .  =  un  =  v 

setzt.  Dabei  werden  allerdiogs  zunachst  beide  Seiten  identisch  Null ; 
aber  man  erhalt  von  Null  verschiedene  Grenzwerte,  wenn  man  erst 
beiderseits  mit  II (ua  —  up)  dividiert  und  dann  den  durch  (8)  ge- 
forderten  Grenziibergang  vollzieht.  Die  Determinante  (1)  kann 
namlich  auch  so  geschrieben  werden,  daB  man  die  dritte  Zeile  er- 
setzt  durch: 


0,  p  u2  —  pulf  p  u2  —  p  ux  .  .  .  p  ("  ~   u2  —  p  (n  -  x>  uY . 
irch  (u2  —  uY)  und  set 

0,  p  v,  p"  v  .  .  .  p^v. 


Dividiert  man  dann  durch  (u2  —  uY)  und  setzt  hierauf  u2  =  ux  =  v, 
so  wird  diese  Zeile: 
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Dann  kann  man  die  vierte  Zeile  ersetzen  durch: 
0,  pu3  —  pv  —  (u3  —  v)p'  v,  p  u3  —  p  v  —  (u3  —  v)p"  v  .  .  . 

und  wenn  man  mit  ^(u3  —  v)2  dividiert  und  dann  auch  u3  =  v  setzt, 
so  wird  diese  vierte  Zeile: 


0 


p  v ,   p  v 


So  fortfahrend  erhalt  man  schlieBlich  links: 


2!  3!  ...(n-l)\ 


1  pu 
1  pv 


p  u 

p  v 


(n-l)t 


0  p  v        p"  v  .  .  .  .  p  (n)  v 
0  p" v       p"'v.  .  .  .  p(n  +  x) v 


0    p^-^V  p^V  .  .  .  jp(2n-2)w 

rechts  dagegen,  mit  Rucksicht  auf  §  20,  2: 


Wenn  man  also  noch  links  die  Deter minante  etwas  vereinfacht, 
erhalt  man: 


9) 


jozz  —  pv  p  u  —  pv  .  .  .  .  p(n~Vu  —  p(n-Vv 
p'v  p"  V  .... 

.... 


p(n)v 

p  (n  +  1)  v 


p(n  -  1)  v  pyn)  v      .  .  .  .  p 

-  (21  3!  .  .  .  (n  -  !)!)«»!  °(«  +  y)  °" («  ~J>2 


(2  n  -  2) 


und  wenn  man  hier  noch  beiderseits  nach  Potenzen  von  u  entwickelt, 
und  die  Koeffizienten  von  w-71-1  vergleicht: 


u{nv) 


p'v 

p  V    .  . 

.  p^v 

10) 

p"v 

p'"v  .  . 

.  p(n  +  l)v 

=  (-l)«-1(2!3!...(w-l) 

pin- 

1)  v  p(n)v  .  . 

%  p{2n-2)v 

§  27.  Die  Multiplikation  des  Arguments  der  elliptischen  Funktionen. 

In  den  in  §  23  mitgeteilten  Formen  des  Additionstheorems  der 
Funktion  p  u  kann  man  nicht  ohne  weiteres  v  =  u  setzen ,  indem 
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man  dadurch  unbestimmte  Ausdriicke  der  Form  O/O  erhalten  wiirde. 
Man  konnte  diese  Unbestimmtheit  (analog  wie  in  §  4)  dadurch  be- 
seitigen,  da6  man  erst  im  Zahler  und  Nenner  mit  demjenigen  Wert 
multipliziert,  in  den  der  Zahler  durch  Vertauschung  von  u  mit  —  u 
iibergeht,  dann  (p'u)2  und  {pv)2  durch  ihre  Ausdriicke  mpu,  bezw. 
pv  ersetzt  und  schlieBlich,  was  durch  diese  Umformung  moglich 
geworden  ist,  Zahler  und  Nenner  durch  (pu  —  pv)2  dividiert.  Ein- 
facher  ist  es,  den  „wahren  Wert"  der  unbestimmten  Ausdriicke  nach 
den  Eegeln  der  Differentialrechnung  zu  bestimmen;1  die  dabei  auf- 
tretenden  hoheren  Ableitungen  von  p  u  konnen  nach  §  1 8,  IV  durch 
pu  und  p'u  ersetzt  werden.    Man  findet  so: 

1)  p(2«)~  (y'y  *^  +  2ft-p?s 

4pdu  —  g2pu  —  go 

also  gleich  einer  rationalen  Funktion  vierten  Grades  von  pu.  Auf 
demselben  Wege,  oder  durch  Differentiation  der  bereits  abgeleiteten 
Gleichung  (1),  erhalt  man  p'(2u)  ausgedriickt  durch  das  Produkt  aus 
p'u  in  eine  rationale  Funktion  6.  Grades  von  pu. 

Setzt  man  in  den  Additionstheoremen  v  =  2  u  und  benutzt  die 
bereits  abgeleiteten  Ausdriicke  von  p  (2  u)  und  p  (2  u),  so  erhalt  man 
analoge  Ausdriicke  fur  p(Su)  und  p  (3  m).  So  konnte  man  fortfahren; 
indessen  erlangt  man  auf  diesem  Wege  keinen  Einblick  in  das  all- 
gemeine  Bildungsgesetz  der  auftretenden  rationalen  Funktionen. 

Zu  einem  solchen  Einblick  gelangt  man  dagegen  durch  folgende 
Uberlegungen.  Wir  betrachten  p  [n  u)  als  Funktion  von  m.  Aus  den 
Periodicitatseigenschaften  von  p  u  folgt,  daB  auch  p  (n  u)  ungeandert 
bleibt,  wenn  man  u  um  2^0^  +  2h3co3  vermehrt;  also  haben  wir 
zunachst : 

I.  p  {n  u)  gehort,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  zu  den  elliptischen 
Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (2©^  2  co3). 

Ferner  ist  p{nu)  ebenso  wie  pu  eine  gerade  Funktion  von  m. 
Also  folgt  aus  §  24,  IV: 

II.  p  (n  u)  ist  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  p  u. 

Zu  einer  expliciten  Darstellung  dieser  rationalen  Funktion  ge- 
langen  wir,  wenn  wir  zunachst  aus  §  23,(1)  die  Formel  ableiten: 

2)  p(nu)-pu  =  -  ^  +  . 


1  Deren  Anwendung  unterliegt  hier  keinen  Bedenken,  da  Zahler  und 
Nenner  in  dem  zu  untersuchenden  Punkte  regular  sind. 
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7) 


^3  (u)  =  i 


Wir  konnen  dafur  schreiben: 

Q\  I        \  Wn  +  i(u)  .Wn_1(u) 

3)  p(nu)-pu  =  -  ^+^4  '> 

wenn  wir  mit  ipn{u)  die  Funktion  bezeichnen: 

die  in  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen  explicite  durch  pu  und 
seine  Ableitungen  dargestellt  ist.  Insbesondere  erhalt  man1  fur  die 
niedrigsten  Werte  von  n: 

5)  ipx  {u)  =  1 , 

6)  ip2(u)  =  p'u, 
p  u  p"  u 

n  rn 

p  u  p  u 

-  i!  I2pu{4p3u  -  g2pu-  g3)  -  {Qp2u  -  \g2f\ 

=  3p*u-  j-$2p2u  -  Sff3pu  -  TV^22- 

Fiir  groBere  Werte  von  n  (von  n  =  5  an)  kann  man  sich  der 
Rekursionsformel : 

8)  +  „  Vra-n  =  %  +  l  Vm-1  V. '  ~         +  1  V„_l  Vm* 

bedienen,  die  man  erhalt,  wenn  man  aus  (2),  aus  der  eDtsprechenden 
Gleichung  mit  m  statt  n  und  aus: 

,     v         t     \            (T  (mu -k- nu)  a  (mu  —  nu) 
p  (mu)  —  v  (nu)  =  —  s  —x  

die  Funktionen  p  eliminiert. 


§  28.   Elliptische  Funktionen  II.  Art. 

Neben  den  bisher  allein  betrachteten  Funktionen  treten  haufig 
noch  andere  auf,  die  wir  im  Anschlufi  an  Hermite  folgendermaBen 
definieren : 


1  Formel  (6)  kann  auch  erhalten  werden,  indem  man  in  §  23,  1  v  =  u  +  h 
setzt,  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  h  entwickelt  und  die  Koeffizienten  von 
h  vergleicht;  oder  indem  man  aus  den  Produktdarstellungen  (§  20,  3  und  14) 
die  Identitat: 

<J  (u  +  at)  a(u  4-  w2)  <r  (u  +  coz) 
a  2  u  —  2  a  u  —  —  


ableitet. 
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I.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  II.  Art  verstehen  wir  eine  im 
Endlichen  bis  auf  Pole  regular e  Funktion,  die  zwei  voneinander  un- 
abhdngigen  Funktionalgleichungen  der  Form: 

n       I        a«  +  2  ©J -ft  m, 

|  f(u  +  2m3)=  fij(u) 

geniigt,  in  denen  ^  und  ^3  von  u  unabhdngige  Grb'flen  bedeuten. 

Die  bisher  allein  so  genannten  elliptischen  Funktionen  nennt 
man  dann  speziell  solche  „erster  Art."1 

II.  Zwei  elliptische  Funktionen  II.  Art,  deren  Multiplikatoren  uber- 
einstimmen,  nennen  wir  gleichdndrig . 

Es  gilt  dann,  wie  man  sofort  sieht,  der  Satz: 

III.  Der  Quotient  zweier  gleichdndrig  en  elliptischen  Funktionen 
II  Art  ist  eine  elliptische  Funktion  I.  Art. 

Wir  konnen  Funktionen  II.  Art  leicht  bilden.    Die  Funktion: 

2)  gg»  a(u  -  v)  , 

in  der  v  ein  von  u  unabhangiges  Argument  bedeutet  (das  nur  keine 
Periode  sein  darf),  gehort  namlich  in  jedem  Falle  zu  ihnen,  wie 
aus  den  Gleichungen  §  20,  (6),  (7)  folgt;  und  zwar  ist  fur  sie: 

fix  =  e2^co^-2vVi) 
a0  =  e2ew*  ~  2vj?3> 


3) 


Sind  umgekehrt  ^  und  fji3  beliebig  vorgeschrieben,  so  konnen 
wir  ()  und  v  stets  so  bestimmen,  da8  diese  Gleichungen  bestehen. 
Wir  erhalten  namlich  aus  ihnen  unter  Berucksichtigung  der  Le- 
GENDEEschen  Relation  §  19,  (14): 

4)  Q7ti=  nY  log  ^3  -  %  log^, 

5)  v  %  i  =  o/j  log  fi3  —  ro.s  log  ; 

den  Logarithmen  konnen  dabei  beliebige  unter  ihren  unendlich  vielen 
Werten  (I,  §  56,  III)  beigelegt  werden,  naturlich  aber  in  beiden 
Gleichungen  dieselben. 

Hier  sind  nun  zwei  Falle  zu  unterscheiden.  In  dem  speziellen 
Fall,  daB  unter  den  Werten  dieser  Logarithmen  welche  sind,  die 
sich  verhalten  wie  die  Perioden,  kann  man  eben  diese  Werte  in  den 
Gleichungen  (4),  (5)  nehmen;  dann  erhalt  man  v  =  0.    Man  sieht: 


1  Auch  im  folgenden  sollen  ubrigens  unter  „elliptischen  Funktionen"  ohne 
weiteren  Zusatz  stets  solche  „erster  Art"  verstanden  werden,  wo  nicht  das 
Gegenteil  ausdrucklich  gesagt  wird. 
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IV.  Eine  Exponential funktion ,  der  en  Exponent  eine  linear  e  ganze 
Funktion  qu  +  qy  von  u  ist,  kann  fur  jedes  Periodenparallelogramm 
angesehen  werden  ah  eine  spezielle  elliptische  Funktion  II.  Art  rnit  den 
Multiplikatoren  : 

6)  fix  =  ee°>i,     fi3  =  ee°>*. 

Aus  III.  folgt  dann: 

V.  Jede  spezielle  elliptische  Funktion  II.  Art,  deren  Multiplikatoren 
die  Werte  (6)  haben,  ist  das  Produkt  aus  eQu  in  eine  elliptische  Funktion 
I.  Art. 

Es  giebt  also  in  diesem  speziellen  Falle  zwar  solche  elliptische 
Funktionen  II.  Art,  die  zugleich  ganze  transscendente  Funktionen 
sind,  aber  keine,  die  nur  einen  einfachen  Pol  im  Periodenparallelo- 
gramm  hatten. 

Sind  aber  unter  den  Werten  der  Logaritbmen  der  \i  keine 
solchen,  die  sicb  verhalten  wie  die  Perioden,  so  erhalt  man,  welche 
von  diesen  Werten  man  auch  nehmen  mag,  aus  der  Gleichung  (5) 
stets  einen  von  Null  verschiedenen  und  auch  nicht  zu  Null  kon- 
gruenten  Wert  fur  v.  In  diesem  allgemeinen  Falle  reduziert  sich 
also  die  Funktion  (2)  nicht  auf  eine  Exponentialfunktion,  sondern 
behalt  einen  Pol  bei  u  —  0  und  einen  Nullpunkt  bei  u  =  v.  Wir 
erhalten  also  den  Satz: 

YI.  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen  Multiplikatorensystem  giebt 
es  zugehbrige  elliptische  Funktionen  II.  Art;  eine  derselben  hat  die 
Form  (2),  wenn  man  in  ihr  v  und  q  aus  den  Gleichungen  (4)  bestimmt; 
jede  andere  ist  das  Produkt  dieser  Funktion  in  eine  elliptische  Funktion 
I.  Art. 

Stellt  man  diese  letztere  nach  Anleitung  von  §  22  als  einen 
Quotienten  von  Sigmaprodukten  dar,  so  gewinnt  man  folgende 
Resultate : 

VII.  Jede  elliptische  Funktion  II.  Art  lafit  sich  darstellen  als  Pro- 
dukt aus  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  lineare  Funktion 
von  u  ist,  in  einen  Quotienten  von  Sigmaprodukten,  der  gleichviel  Fak- 
toren  im  Zahler  wie  im  Nenner  hat. 

VIII.  Die  elliptischen  Funktionen  II.  Art  haben  mit  denjenigen 
I.  Art  die  Eigenschaft  gemein,  daft  sie  im  Periodenparallelogramm 
ebenso  oft  Null,  wie  unendlich  werden;  sie  unterscheiden  sich  aber  von 
ihnen  dadurch,  daft  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte 
und  der  der  Pole  nicht  =  0,  sondern  =  v  ist. 

Man  beachte  auch,  daB  es  im  allgemeinen  Falle  zwar  elliptische 
Funktionen  II.  Art  giebt,  die  im  Periodenparallelogramm  nur  einen 
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einfachen  Pol  haben,  aberkeinesolchen,  die  zugleich  ganzetransscendente 
Funktionen  waren.  Denn  eine  solche  wurde.  durch  die  Funktion  (2) 
dividiert,  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  mit  nur  einem  einfachen 
Pole  liefern;  und  eine  solche  kann  es  nach  §  14,  VI  nicht  geben. 

Ein  Unterfall  der  eliiptischen  Funktionen  II.  Art  verdient 
spezielle  Beriicksichtigung :  daB  namlich  die  Multiplikatoren  den  ab- 
soluten  Betrag  1  haben,  ihre  Logarithmen  also  (neben  anderen  auch) 
rein  imaginare  Werte  haben.  Nimmt  man  dann  diese  Werte  in  (4) 
und  (5),  so  erhalt  man: 

7)  q  =  2v17]1  +  2v3rj3, 

8)  v  =  2  vY  co1  +  2  v3  co3 , 

unter  vx,  v3  reelle  Zahlen  verstanden.   Die  Multiplikatoren  sind  dann: 

9)  ft  =  e-2*iv*,   fjL3  =  e  +  2*1^. 

Man  setzt  in  diesem  Falle  wohl  die  Funktion  (2),  unter  Hinzu- 
fiigung  eines  konstanten  Faktors, 

10)  =_WLi, 

1  (J  u 

indem  man  definiert: 

1 1)  aVl  V3  (u)     g(2 "i ^  +  2n  vz)  («  +  n    +  "a  co3)  G{u  —  2v1  r/1  —  2  v3  rjs) . 

Insbesondere  bedient  man  sich  dieser  Bezeichnung  fur  den  Fall, 
daB  vY  und  v3  rationale  Zahlen  mit  gemeinsamen  Nenner  sind.  (Man 
laBt  dann  wohl  auch  diesen  gemeinsamen  Nenner  in  der  Bezeichnung 
weg.)    Die  Multiplikatoren  sind  in  diesem  Falle  Einheitswurzeln. 

§  29.    Partialbruchzerlegung  der  eliiptischen  Funktionen  II.  Art. 

Wenn  wir  neben  die  im  vorigen  Paragraphen  gelehrte  Faktoren- 
zerlegung  der  eliiptischen  Funktionen  II.  Art  eine  Zerlegung  in 
Partialbriiche  stellen  wollen,  so  miissen  wir  den  „speziellen"  und  den 
„allgemeinenu  Fall  unterscheiden.  Im  speziellen  Fall  erhalten  wir 
auf  Grund  von  §  28,  V  die  gesuchten  Formeln  einfach  dadurch, 
daB  wir  in  den  entsprechenden  Formeln  von  §  24  alle  Glieder  mit 
e&u  multiplizieren.  Dagegen  im  allgemeinen  Falle  haben  wir  eine 
elliptische  Funktion  II.  Art  mit  nur  einem  einfachen  Pole;  wir 
konnen  sie  der  Partialbruchzerlegung  zu  Grunde  legen.  Dazu  nor- 
mieren  wir  sie  zweckmaBigerweise  so,  daB  ihr  Residuum  =  1  wird; 
wir  bilden  die  „Elementar funktion  II.  Art": 

!)  v)  =  - ee  L,„J- 
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1st  dann  irgend  eine  elliptische  Funktion  II.  Art  mit  denselben 
Multiplikatoren,  <I>u,  vorgelegt,  die  im  Periodenparallelogramm  die 
einfachen  Pole:  b1}  b2  .  .  .  bn,  bezw.  mit  den  Eesiduen  B2  .  .  .  Rn 
hat,  so  gilt  die  Gleichung: 

fc  =  l 

Wenden  wir  diese  Formel  z.  B.  auf  die  Funktion: 

o"  (u  4*  ^3)  o-  (w-  —  %) 

(7        +  (7        —  W2) 

an,  fiir  die  v  =  uY  —  u2 ,    ^  =  —     ,    £2  =  u2 , 

£  _  (J  Q8  -  ftp  o-  (us  +  %)     jr,   _  a  (u2  +  m8)  o-  (u2  -  &8) 

ist,  so  erhalten  wir  wieder  die  Gleichung  (1)  von  §  25. 

Will  man  auch  elliptische  Funktionen  II.  Art  mit  mehrfachen 
Polen  in  Partialbriiche  zerlegen,  so  muB  man  neben  der  Funktion 
<p  (u ;  v)  ihre  Ableitungen  einfuhren,  ebenso  wie  das  in  §  24  mit 
den  Ableitungen  der  Funktion  tu  geschehen  ist. 


VIERTER  ABSCHNITT. 


Elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe. 

§  30.   Sigmafunktionen  mit  Index. 

w  ir  haben  bis  jetzt  nur  solche  elliptische  Funktionen  betrachtet, 
die  Ton  den  beiden  Fundamentalperioden  in  ganz  gleicher  Weise 
abhangen,  sodaB  keine  derselben  vor  der  andern  bevorzugt  war. 
Auch  haben  wir  nur  Beziehungen  zwischen  solchen  elliptischen 
Funktionen  aufgestellt,  die  zu  demselben  Periodenparallelogramm 
gehoren.  Nach  den  beiden  so  bezeichneten  Kichtungen  hin  mussen 
wir  nun  unsere  Untersuchungen  ausdehnen.  Die  dabei  sich  dar- 
bietenden  prinzipiellen  Fragen  wollen  wir  aber  erst  im  XII.  Abschnitt 
angreifen;  hier  wollen  wir  uns  zunachst  auf  einem  gewissermaBen 
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empirischen  Wege  zu  einer  Gruppe  von  Funktionen  fiihren  lassen, 
die  man  mit  einem  spater  noch  genauer  zu  erlauternden  Terminus 
als  elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe  bezeichnet. 

Wir  untersuchen  zunachst  diejenigen  unter  den  bereits  in  §  28 
eingefiihrten  Funktionen  u(u)  naher,  deren  Indices  ganzzahlige 
Vielfache  von  \  sind.  Es  giebt  deren  drei  verschiedene ;  dividiert 
man  sie  durch  ihre  Nullwerte,  d.  h.  durch  diejenigen  Werte,  die  sie 
flir  u  =  0  annehmen,  so  erhalt  man  die  von  Weierstrass  mit 
<ja(u)  (cc  =  1,  2,  3)  bezeichneten  Funktionen,  namlich: 


1)  (Tj  U 

2)  (T2U 

3)  (Tg  u 


e~  VlU  <j{u  +  oij) 

e7hUv(u  - 

«*) 

%,  o(°) 

a 

'-7., 

e-^ua(u  +  co2) 

e^ua(u  - 

a  o)2 

a  co2 

(T0j  1Jt(u) 

e-^u  <t(u  +  co3) 

enzU  <t(u  - 

<TC03 

(Die  Identitat  der  beiden  je  fiir  dieselbe  Sigmafunktion  ge- 
gebenen  Werte  folgt  aus  §  20,  (6),  (7),  (13).) 

Wie  aus  dieser  ihrer  Definition  hervorgeht,  sind  diese  Funk- 
tionen ebenso  wie  au  ganze  transscendente  Funktionen  des  Arguments 
u,  und  zwar  gerade  Funktionen  desselben,  da  gu  eine  ungerade 
Funktion  ist.    Fiir  u  =  0  ist: 

4)  MO)  =  MO)  =  MO)  =  i. 

Multipliziert  man  je  die  beiden  verschiedenen  Form  en  derselben 
Sigmafunktion  miteinander  und  beriicksichtigt  Gleicbung  (I)  von 
§  23,  so  findet  man: 

ff2„  u  a  (u      co)  <r  (u  —  co  ) 

5)  -T-  «  -   =  P«  -  U  («  =  h  2,  3). 

Diese  Formel  zeigt,  daB  die  Gesamtbeit  der  Werte  von 
^pu  —  ea  nicht  eine  zweiwertige  analytiscbe  Funktion  von  u  vor- 
stellt,  sondern  in  zwei  eindeutige  analytiscbe  Funktionen  zerfallt, 
von  denen  die  eine  =  Gau/au,  die  andere  =  —  Gaujou  ist.  (Vgl. 
I?  §  70.) 

Andrerseits  erbalten  wir  aus  Gleichung  (14)  von  §  23  mit  Riick- 
sicbt  auf  Gleichung  (11)  von  §  19: 
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Man  kann  diese  Formel  auch  ableiten,  indeni  man  die  drei  Glei- 
chungen  (5)  mit  der  Gleichung  (6)  des  §  18  verbindet  und  das  dabei 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  durch  Vergleichung  der  Glieder 
mit  u~s  in  den  Entwicklungen  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  u 
bestimmt. 

Von  weiteren  Eigenschaften  dieser  „Nebensigma",  wie  man  sie 
wohl  nennt,  ist  vor  allem  wichtig  ihr  Verhalten  gegenuber  Vermehrung 
des  Arguments  um  eine  ganze  Periode.  Man  erhalt,  indem  man  zuerst 
die  zweite,  dann  die  erste  Form  der  Definition  benutzt: 


8) 


(Ta(u  +  2  6)a)  =  — 


;*7a(M+2ft,a)o>  +  Wa) 


=  -  e2*la(u  +  <»a)fTaU.{a  =  1,  2,  3). 

Fur  a  4=  /?  erhalt  man  dagegen  zunachst: 

Ga(u  +  2  a>fi)  =   —  


oder  mit  Rucksicht  auf  §  20,  Gleichung  (12): 


=  e  ~  2  ^o.w(i  +  2  vw«  +  2  v^u  +  °V)  <rau, 

und  wenn  man  noch  §  19,  (15)  benutzt: 

9)  (Ja{u  +  2^)  =  e2ip{u  +  °>0)<7au. 

Vermehren  wir  die  Argumente  nur  um  halbe  Perioden,  so  ver- 
tauschen  sich  die  vier  Sigma  funktionen  (mit  und  ohne  Index)  unter 
sick,  bis  auf  zutretende  Exponentialfaktoren.  Man  erhalt  zunachst 
aus  der  zweiten  Defmitionsform  von  r>au: 


10) 

ferner  aus  der  ersten: 


«*«(«  +  »«)(Ttt. 
<?a{u  +  0)a)  =  —  , 


11) 


(Ta  (U  -f-  (Opl  = 


e-»/a(M  +  o,/0fr(w  +  coa  +  cap) 


<J(Oa 


G)y  GyU 


(TCO. 


(J  G)v 

eipu  ~  ^O.03^   •  ayu. 


§  31.    Darstellung  der  Sigmafunktionen  mit  Index. 
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Eine  iibersichtlichere  Gestalt  nehmen  diese  .,Verwandlungs- 
formeln"  an,  wenn  man  statt  der  Funktionen  <rau  die  Funktionen 
o~  i    ^(u)  selbst  benutzt.    Bezeichnet  man  sie  zur  Abkiirzung  mit' 

Tau,  setzt  also: 

12)  Ta(u)  =  e-?a("  +  Vi««)<7(M  +  coa)  =  —  eMu  +  —  \  oja), 
so  erhalt  man: 

13)  <t{u  +  coa)  =  eva(u  +  Vs^a)  T0(h), 

14)  T«(W  +  0?a)  =   —  da^'^ajffM, 

15)  7>(m  +       =  ±  i**«(«  +  1/a<D«)  T,(w); 

dabei  gilt  in  der  letzten  Formel  das  untere  oder  das  obere  Zeichen, 
je  nachdem  [a,  ft,  y)  eine  gerade  oder  ungerade  Permutation  der 
drei  Indices  (1,  2,  3)  ist. 

Endlich  bemerken  wir  noch: 

Die  Sigmafunktionen  mit  Index  sind  homogene  Funktionen  der  drei 
Variabeln  u,  co1}  co2  von  der  Dimension  0, 


§  31.   Darstellung  der  Sigmafunktionen  mit  Index 
durch  unendliche  Produkte. 

Aus  der  in  §  20,  (14)  gegebenen  Darstellung  von  g{u  +  v) 
durch  ein  unendliches  Produkt  erhalten  wir  ohne  weiteres  Dar- 
stellungen  der  Nebensigma  durch  solche  Produkte,  wenn  wir  in  ihr 
v  bezw.  =  colt  G92,  m3  setzen.  Dieselben  schreiben  sich  am  ein- 
fachsten,  wenn  man  das  Zeichen  wa  zur  Bezeichnung  irgend  einer 
der  GroBen 

2     (x)l  -f  2  k3  co3  +  coa 

benutzt,  oder,  was  dasselbe  ist: 

wx  fiir  (2  kx  +  1)  al  -f  2  k3  co3, 

w2  fiir  (2^  +  1)©!  +  {2k3  +  l)(o3, 

w3  fiir  2  kx  cox  +  (2  k3  -f-  1)  «3 

schreibt;  man  erhalt  dann: 
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Aus  diesen  „zweifachu  unendlichen  Produkten  kann  man  ebenso, 
wie  es  in  §  21  fur  gu  geschehen  ist,  durch  Zusammenfassen  der 
Faktoren  „einfach"  unendliche  Produkte  erhalten.  Rascher  gelangt 
man  zu  demselben  Ziele,  wenn  man  in  den  einfacb  unendlicben 
Produkten  des  §  21  u  durcb  u  +  &>„  ersetzt.  Dabei  macbt  sicb 
jedocb  der  Umstand  gel  tend,  daB  beim  Ubergang  zu  jenen  einfacb 
unendlichen  Produkten  die  beiden  an  und  fur  sicb  gleicbberecbtigten 
Perioden  2  a1  und  2  co3  ganz  verscbieden  bebandelt  worden  sind ; 
infolgedessen  mussen  wir  bier  die  Eecbnung  fur  jedes  der  drei 
Nebensigma  gesondert  durcbfiibren. 

Um  zu  <7j  u  iiberzugeben,  baben  wir  u  durch  u  +  col,  also  v 
durch  v  -f  \,  z  durch  iz,  2  iqY  coY  v2-  durch  2  ?]1  co^  v2  -f  rj1  u  +  -J-  rjt  col 
zu  ersetzen;  ferner  haben  wir: 


2)  go),  —  ^±  <?7«*i»i 

zu  berechnen.    Damit  erhalten  wir: 


;       lV    1  ;  2  nd  +  h2*)2 

v  =  l 

4)  =  e2  >ii  <°i v*  COS  v  %  TT  ^--9  

Um  g3(u)  zu  erhalten,  ersetzen  wir  u  durch  u  +  co3,  v  durch 
v  +  -J-T,  z  durch  hxl*z9  2t]1g)1v2  durch  2^1co1v2-\-  ^^i^3v  +  as2(ai  _1 
oder  unter  Benutzung  der  L/EGENDRESchen  Relation  durch: 

2  7]^        V2  +  ^3  U  +  V      2  +  \  7]3  (D3  +  \ 

und  berechnen: 

Z7(l -Z^1)-^!-^-1) 

G     ^^e%^VUhU-h   h  ^  

3  2*  n{i-h2vf 

r  =  l 

oder  wenn  wir  den  isoliert  stehenden  Faktor  in  das  erste  Produkt 
im  Zahler  mit  hinein  ziehen: 

nd-h2*-1)2 

5)  g  co3  =  i2^  e A-V, ^  . 
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Wir  erhalten  dann: 

nd  -  h2 v + 42) nii-h2*-1*- 2) 

77(1  -  A2""1)2 

v  =  l 

oder  wenn  wir  auch  im  Zahler  die  entsprechende  Umformung  vor- 
nehmen: 

6)         ^(2^!;)  =  ^  — 


7)  =  e2*iio>iv*JJ 


n(i-h2*-y 

v=l 

2v-1-B2vn-\  - 
2v  -  1\2 


(l  -h2*-1) 


Um  endlich  rr2  u  zu  erhalten ,  ersetzen  wir  u  durch  z/,  +  o?2,  v 
durch  v  —  \  —  \t,  z  durch  —  ih-.^z,  2rj1co1v2  durch  2  ^  oo1  v2 
-f  2^  ft>2  v  -\-\rtl  co^co^1  oder  unter  Benutzung  der  LEGENDKESchen 
Relation  durch: 

2  Y\Y  G)Y  V2  -f  ??2  ?/  —  ?;  7F  Z  -f  i  ?72  ft?2  +  -J-  T  7T  2  +  ^  7T  2 

und  berechnen: 


8) 


5(i+a2-1)5(i+a2*+1) 


Wl         1,  -,/-    7  _!/    V  =  l 


2*  nd-h2v)2 

V  =1 

5(i+a2*-1)2 


GO 
v  =  l 

Damit  erhalten  wir: 


5(1  -  A2')* 


/7(l+A2*-V)-5(l+A2*  +  l*-2) 

ffl(2«l»)-i.*.fc^*.*-i.(*-A*-t)..=i  55-  "I1 

i7(i  +A2"-1)2 

oder  nach  entsprechender  Umformung: 

5(1  +A2'"1^)5(l  +A2'-1*-2) 


9)         <72(2«lC)  =  e- 


2  !,,,»,  i>s   ^   y  =  1 


5(1  +  A2*"1)2 

v  =  l 


CC       1     ■    O  7,2v  -1  _  0       _     ,  7.4^-2 


10)  =  e2w*H  1 


=  1  (1  +h2V~1f 


Burkhardt,  Funktionen.  II. 
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In  den  Zwischenrechnungen  dieses  Paragraphen  kommen  die 
GroBen  ]/z  und  h1^,  h1!*  vor;  aus  der  Rechnung  selbst  geht  hervor, 

7t  i 

daB  der  ersteren  der  unzweideutig  bestimmte  Wert  e  4  beizulegen 
ist  und  daB  unter  den  letzteren  die  eindeutigen  Funktionen  des 
Periodenverhaltnisses  exUrni,  ex\*xni  zu  verstehen  sind. 


§  32.    Die  Werte  der  Sigmafunktionen  fiir  die  Halbperioden. 

Jedes  der  drei  Nebensigma  wird  gleich  Null,  wenn  man  sein 
Argument  gleich  der  gleichnamigen  Halbperiode  setzt: 

1)  aa(oa  =  0. 

Setzt  man  aber  das  Argument  gleich  einer  der  beiden  andern 
Halbperioden,  so  erhalt  man  sechs  Werte,  die  sich  durch  die  Werte 
der  urspriinglichen  Sigmafunktion  fiir  die  Halbperioden  folgender- 
maBen  ausdriicken: 

2)  Ga(DB  =   -  e-lanp 

aCOa 

Dabei  kann  (a,  ft,  y)  irgend  eine  Permutation  der  Indices  (1,  2,  3) 
bezeichnen.  Vertauscht  man  hier  a  mit  ft  und  verbindet  die  ent- 
stehende  Form  el  mit  der  urspriinglichen,  so  findet  man  mit  Riick- 
sicht  auf  §  19,  (15): 

O"    0)n        (To  0J„ 

3)  :  -i-^L-  =  e"ia«>fi+ifi<»a  =  +  i: 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  (a,  ft,  y) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Permutation  von  (1,  2,  3)  ist. 
Ferner  folgt  aus  (2): 

4)  (TaCOY(Jp(DY  =  eVyVy 

und 

5)  (Ta  cup  .  up  mY  .  ay  coa  =  —  e  ~  fo«  ^  +  v^y  +  Vy  coa), 

Diese  Werte  der  Sigmafunktionen  fiir  die  Halbperioden  sind 
eindeutige  Funktionen  der  Perioden.  Sie  lassen  sich  als  solche  dar- 
stellen  mit  Hilfe  der  unendlichen  Produkte: 


6) 


#o  =  n.(i-^)      ^- no +  *■••) 

v=i  v—i 

ff2  =  fiil-+A2->-i)  27,-ft(l-A»»- 


§  32.    Die  Werte  der  Sigmafunktionen  fur  die  Halbperioden.  83 


Diese  Produkte  konvergieren  unbedingt  und  gleichmaBig,  so- 
lange  |  h  |  <  1,  d.  h.  solange  der  imaginare  Bestandteil  von  r  positiv 
ist.  und  stellen  folglich  im  Innern  der  so  definierten  Bereiche 
regulare  Funktionen  von  h,  bezw.  von  r  vor. 

Multipliziert  man  gliedweise  aus,  so  erhalt  man: 

Ho  Hi  =  1JL  (1  -  H,  H3  =  fl  (1  -  **'  " 2)- 

Man  sieht,  da6  beide  Produkte  zusammen  gerade  die  samtlichen 
Faktoren  von  H0  geben ;  es  ist  also  B0  =  H0  HY  H2  H3  und  folglich : 

7)  H1H2H3  =  l. 

Mit  dieser  Bezeicbnung  gehen  die  Formeln  (2),  (5)  und  (8)  des 
vorigen  Paragraphen  iiber  in: 


8) 


(7  CO-, 


(J  CQC 


2  Wl        1/  «   r,  Hi2 


=  -  Vi  ^h-^e1! 

71 


2  Vl  «2 


#o2  ' 


Ferner  findet  man: 

fur  u  =  co1  wird  v  —  \,  z  —  z,  e2^03^2  =  e1^^^, 


also: 
9) 


H 2  H 2 

"21  —  jj,  2  '     "  3  "'l  —  H  2  ' 


fiir  u  =  co2  wird  i?  =  —  i  —       2:  =  —  z'/*-1/*,  e2 %«>i«a  =  j/^1/**?1/^^, 


also: 


fiir  m  =  093  wird  ?;  —  J- 5  2:  =  ^V«,  ^^e^v2  _  e1!*71*^, 


H*2 


also: 

11)         o-jWg  =  ±h-1l*e1l*r>*co*  ~ 

■"1 

Man  iiberzeugt  sich,  daB  diese  Ausdriicke  der  Gleichung  (2) 
Geniige  leisten,  wenn  man  berucksichtigt,  daB: 

^      +  ?/«  coa  —  7]Ycoy=  —  r}p  coa  —  7]p  coy  +      coa  —  r]YCQy 


7T  « 

_    11  "2" 


ist. 
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Durch  Vermittlung  dieser  Produkte  gelangt  man  nun  auch 
dazu,  die  Differenzen  der  Wurzeln  ea  als  Funktionen  der  Perioden 
explicite  durch  einigermaBen  handliche  Ausdriicke  darzustellen.  Aus 
der  Gleichung  (5)  von  §  30  erhalt  man  namlich: 


12) 


also  speziell  (unter  Berucksichtigung  der  Gleichung  (7)): 


13) 


-  e2  = 

~e3  = 

y<2 

~  ei  - 

-es  = 

y^3 

~ei  = 

a2  o)1 

71 

ff2  H  4 

<T  cox 

2  wx 

(73  0), 

71 

H  2  H  4 

/z0     1X2  » 

(J  OJ1 

2b)l 

i 

71 

H2  H3\ 

a  w2 

<73  W2 

2n 

col 

aco3 

—  i 

71 

ff  2  If  4 

a2  cos 

<TCOs 

—  i 

2tt 
w1 

h^E2 

-  e2  = 


Durch  diese  Gleichungen  sind  bestimmte  Werte  der  links 
stehenden  Quadratwurzeln  als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden 
dargestellt  (vgl.  I,  §  70);  wir  setzen  fest: 

I.  fm  folgenden  sollen  unter  den  Zeichen  ~tfe~a —  ep  stets  die  durch 
die  Gleichungen  (9)  definierten  eindeutigen  Funktionen  der  Perioden 
verstanden  werden.1 

Zwischen  ihnen  bestehen  (vgl.  3)  die  Relationen: 


14) 


y*2 

y*3~ 


?1   =  l'V*l 


'2  ' 


h  =  -  *y*i  - 


y^s  -  e2 


ift 


Die  Formeln  (13)  selbst  zeigen  iibrigens,  daB  auch  noch  gewisse 
Kombinationen  der  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sich 
als  eindeutige  Funktionen  der  Perioden  darstellen  lassen;  namlich 
einerseits  die  Produkte: 


1  Diese  Definition  stimmt  mit  der  von  Tannery  und  Molk  iiberein;  da- 
gegen  nicht  durchweg  mit  der  von  Weierstrass  und  Schwarz;  vgl.  die  FuB- 
note  p.  34. 
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4   ^kVa^a 

15)  \{ea  -  ep)  {ea  -  ey)  =  g- 

(wegen  (4)),  andrerseits  die  Quotienten: 


16) 


Man  erkennt  namlich,  daB  man  in  den  Gleichungen  (15)  das 
Vorzeichen  willkiirlich  so  wie  geschehen  festsetzen  kann;  in  den 
Gleichungen  (16)  mufl  es  dann  aber  so  wie  geschehen  gewahlt 
werden,  wenn  man  nicht  mit  der  bereits  in  (12)  gegebenen  Definition 
der  Quadratwurzeln  in  Widerspruch  kommen  will. 

Fiir  zwei  von  den  Quotienten  (16)  pflegt  man  besondere  Zeichen 
zu  benutzen,  namlich: 

17)  ik  =  j/^-A  =  e-^^m,  =  2;V'.J£- 

und 


18)  iF-Vr^i  =■•:-*:*•** .»i  =  #- 

Das  Produkt: 

19)  6  =  (ei  -  ^  -  «,)»(*,  -  *,)•  =  -  21g3*) 

heiBt  die  Biskriminante  des  zu  dem  vorgelegten  Periodenparallelo- 
gramm  gehorenden  Korpers  elliptischer  Funktionen.  Von  ihr  ist 
noch  die  12.  Wurzel  eine  eindeutige  Funktion  der  Perioden: 

20)  W=Y^h'l,H«2- 

Auch  den  vierten  Wurzeln  selbst  kann  man  eindeutig  definierte 
Werte  beilegen,  aber  nur  mit  Hilfe  einer  willkiirlichen  Festsetzung. 
Bezeichnet  man  mit: 


irgend  einen  Wert  dieser  WurzelgroBe  —  gleichviel  welchen,  aber 
in  alien  Formeln  denselben  — ;  ferner  mitj/z  die  bestimmte  achte 
Einheitswurzel: 
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so  kann  man  festsetzen,  daB  unter  den  Zeichen  ^fe^—  e@  die  fol- 
genden  Werte  zu  verstehen  sein  sollen : 1 


23) 


Diese  Festsetzung  stent  mit  den  friiheren  nicht  in  Widerspruch ; 
die  Produkte  und  Quotienten  der  so  definierten  vierten  Wurzeln 
geben  genau  die  in  (15)  und  (16)  schon  festgelegten  Werte.  —  Man 
kann  dann  auch  einen  Wert  der  24.  Wurzel  aus  der  Diskriminante 
festlegen  durch: 

24)  V=j/^'^o 

8   

und  unter  yG  die  dritte  Potenz  dieses  Wertes,  also: 
verstehen. 

§  33.   Die  Sigmaquotienten  und  die  Funktionen  Jacobi's. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  von  §  30  zeigen,  daB  die  vier 
Sigmafunktionen  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
sich  mit  Faktoren  multiplizieren,  die  sich  hochstens  im  Vorzeichen 
unterscheiden.    Daraus  folgt: 

I.  Die  Sigmaquotienten,  d.  h.  die  Quotienten  je  zweier  Sigma- 
funktionen, dndern  sich  hochstens  im  Vorzeichen,  wenn  man  ihr  Argument 
um  je  eine  Periode  vermehrt. 

Im  einzelnen  ist: 

n  °afr  +  2b)a)  =  V* 

'  <J{U  +  2  Ct>0)  (TU  ' 

<Jfi(U  -f  2  to   "\  (Toll 

2>  Att^'v 


1  Die  beiden  Vorzeichen  der  ersten  Zeile  kann  man  willkiirlich  wahlen; 
man  erhalt  aber  nur  dann  in  alien  drei  Zeilen  in  der  zweiten  Kolonne  das- 

wahlt. 


§  33.    Die  Sigmaquotienten  und  die  Funktionen  J  ago  bis. 
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dagegen: 

ff  (u  +  2  w«)  an 


4) 

5) 
6) 


<Jp(ii  +  2  o^)  Gp(u  +  2  (oy)  o 

(Ty(U  +  2  (Op)   ~  (Ty(u  +  2  (Oy)    ~  0 

Aus  den  beiden  letzteren  Gleichungen  folgt: 

<ra  (u  +  4  a^)  _ 

0-^+4  6)^)  (T  u  ' 

(Tg (w  -f-  4      )  0^(^+4^)  o-^^ 

<Ty  (U  +  4  Wg)    ~  ffy  (M  +  4  (0y)    ~   <Ty  u 


Zusammen  mit  (I)  und  (2)  sagen  diese  Gleichungen  aus: 

II.  Gaujdu  und  Gpuj(TYu  sind  doppeltperiodische  Funktionen  von 
u  mit  den  Perioden  2  coa  und  4  cop. 

In  dem  durch  diese  Perioden  bestimmten  Periodenparallelo- 
gramm  hat  jede  dieser  beiden  Funktionen  zwei  und  nur  zwei  ein- 
fache  Pole:  namlich  guu\gu  bei  u  =  0  und  u  =  2cop,  g^u\gyu  bei 
u  =  ojy  und  u  =  ojy  -f-  2  ojp.  Hatte  nun  eine  dieser  Funktionen  noch 
eine  Periode,  die  von  2  oja  und  4  cop  unabhangig  ware,  so  muBte 
diese  Periode,  zu  dem  einen  Pol  addiert,  den  andern  ergeben.  Aber 
2  (Op  ist  nach  (4)  und  (5)  keine  Periode  dieser  Funktionen.  Also 
folgt,  als  Vervollstandigung  des  Satzes  II: 

III.  Alle  Perioden  jeder  dieser  Funktionen  lassen  sick  aus  den 
angegebenen  homogen  und  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu- 
sammensetzen. 

Mit  diesen  ^-Funktionen  stehen  diejenigen  Funktionen  im  engsten 
Zusammenhang,  die  Jacobi  seinerzeit  gewahlt  hat,  um  alle  iibrigen 
elliptischen  Funktionen  durch  sie  auszudriicken.  Diese  Funktionen 
Jacobis  sind  homogene  Funktionen  nullten  Grades  der  drei  Argumente 
u,  cov  co3,  die  in  der  WEiERSTRASsscken  Theorie  auftreten;  sie  hangen 
also  nur  von  den  Verhdltnissen  dieser  drei  Argumente  ab.  Doch 
muB  man,  um  zu  Jacobis  Bezeichnung  iiberzugehen,  zunachst  nicht 
etwa  die  schon  wiederholt  benutzte  GroBe  v  =■  u\ 2  w1  als  unabhangige 
Variable  einfiihren,  sondern: 


7)  w  =  u]/e1  -  e3, 

wobei  der  Quadratwurzel  die  in  §  32,  13  definierte  Bedeutung  bei- 
zulegen  ist.    Diese  GroBe   ist  namlich   ebenfalls   eine  homogene 


88 


Elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe. 


Funktion  nullter  Ordnung  von  u,  cov  co3,  da  die  ea  von  der  Ordnung 
(—  2)  sind.  Jacobis  Funktionen  driicken  sich  dann  folgendermaBen 
durch  die  Sigmaquotienten  aus:1 

8)  sn  w  —  ye.  —  e„  ;  cn  w  =  — - —  ;  an  w  =  — — 

Will  man  umgekehrt  von  den  jACOBischen  Bezeichnungen  zu 
den  WEiEESTEAssschen  iibergehen,  so  kann  man  fur  ']/el  —  e3  einen 
ganz  willkiirlichen  Wert  vorschreiben. 


§  34.  Relationen  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funk- 
tionen Jacobi's;  Differentialglerchungen,  denen  sie  geniigen. 

Algebraische  Relationen,  die  zwischen  den  Sigmafunktionen 
identisch  bestehen,  erhalt  man,  wenn  man  aus  den  Gleichungen 
§  30,  (5)  p  u  eliminiert.    Man  findet  so  zunachst  : 

-a°u  +  e"  =  T*u  +  ^ 

oder: 

1)  (Ta2u  —  Gffu  +  (ea  —  ep)<72u  =  0. 

Aus  den  drei  Gleichungen,  die  aus  dieser  durch  Vertauschung 
der  Indices  hervorgehen,  erhalt  man  ferner: 

2)  (e2  ~  es)  G\U  +  (e3  -  ei)  GZU  +  (ei  ~  e2)  G^U  =  °« 

Von  den  so  erhaltenen  vier  homogenen  linearen  Relationen 
sind  gerade  zwei  voneinander  unabhangig,  sodaB  man  den  Satz 
erhalt: 

I.  Durch  zwei  beliebige  der  vier  Sigmaquadrate  lassen  sich  die 
beiden  andern  linear  und  homogen  ausdrucken. 

Fur  die  Funktionen  Jacobis  lauten  diese  Relationen: 

3)  cn2  w  —  1  —  sn2  w\  dn2  w  =  1  —  k2sn2w; 

das  Zeichen  k  hat  dabei  die  durch  die  erste  Gleichung  (17)  von  §  32 
erklarte  Bedeutung. 

Als  elliptische  Funktionen  miissen  die  Sigmaquotienten  zufolge 
§  24,  VI  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  geniigen, 


1  Jacobi  nannte  seine  Funktionen  bezw.  sinus,  cosinus,  delta  amplitudinis 
und  bezeichnete  sie  mit  sin  am,  cos  am,  A  am;  die  im  Text  benutzte  Abkiirzung 
dieser  Bezeichnung  riihrt  von  Gudermann  her. 


§  34.    Relationen  zioischen  den  Sigmaquotienten. 
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in  denen  die  unabbangige  Variable  explicite  nicht  vorkommt.  Um 
dieselben  aufzustellen,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  (5)  von  §  30. 
Wir  erbalten  aus  ihr  zunachst  durcb  Differentiation: 

a  u       d  ffau 

2           •   =  p  u, 

au  du    <iu  1 

also  wegen  §  30  (4) : 

f]    au  a  nit  au 

A)  —  _  —i—     y  . 
'                                    du    au  au  au 


5) 


Hieraus  folgt  weiter: 

d  au 


du  aau       aau  aau 
endlich  durcb  Verbindung  der  Gleichungen  (4)  und  (5): 


6) 


du   ayu        ayii   du    au        au    du  ayu 

_  _  V       Vtfffqtf  =  -fe  -  e)  — 

au         aua^u  ^  ?        y'  ayu  ayu 


(die  letzte  Umformung  mit  Rucksicbt  auf  (1)). 

Ersetzt  man  in  diesen  Gleicbungen  jedesmal  die  recbts  auf- 
tretenden  Sigmaquotienten  mit  Hilfe  der  Gleicbungen  (1)  und  (2) 
durch  die  links  vorkommenden,  so  tindet  man: 

II.  Die  vier  Funktionen: 


7) 


au  1        °>M  1  ayu 

i    ~~r      —   1 


aau       yej^ea  (Jru      ]/ey  -  ea  y{ep-ea)(ey-ea)  °u 


sind  partikuldre  Integrale  einer  und  derselben  Differenfialgleichung 
(erster  Ordnung,  zweiten  Grades): 


Wollen  wir  aus  diesem  Satz  den  entsprecbenden  fur  die  Funk- 
tionen Jacobis  ableiten,  so  miissen  wir  beacbten,  da8  in  diesen  die 
unabbangige  Veranderlicbe  anders  gewablt  ist  (§  33,  7).  Damit  er- 
balten wir  aus  (5): 

9)  *  die™  —  cn  w  dn  w  =  ]/(l  —  sn2  w)  (1  —  k2  sn2  w) 

und  aus  (6): 
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-,  AN                               dcnw  7 
lU)  —  =  —  sn  w  an  w , 

-,  ,  N  d  dn  w  7  o  7 

11)  — 3  ==  —  k*  sn  w  an  w. 

'  dw 

Auch  die  Sigmafunktionen,  bezw.  die  Funktionen  Jacobis,  sind 

also,  ebenso  wie  pu  (§  18,  II)  Umkehrimgen  gewisser  elliptischer 

Integrale  I.  Gattung;  so  ist  z.  B.  die  Gleichung  sn  w  =  x  gleich- 
bedeutend  mit: 

12)  w=f  dx 

J  1/(1  -  x*)(l  -  k2  X2) 

0 

Auch  hier  ist  aber  zu  beachten:  der  ,3Modul"  k  ist  durch  die 
Gleichung  §  32,  17  als  Funktion  des  Periodenverhaltnisses  definiert; 
es  geht  aus  unseren  bisherigen  Untersuchungen  noch  nichts  dariiber 
hervor,  ob  wir  das  Periodenverhaltnis  stets  so  wahlen  konnen,  daB 
k  einen  vorgegebenen  Wert  erhalt. 


§  35.   Additionstheoreme  der  Sigmafunktionen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  bezw.  (4)  von  §  25  erhalt  man  eine 
groBe  Menge  weiterer  Relationen  zwischen  alien  vier  Sigmafunktionen, 
wenn  man  die  Argumente  um  halbe  Perioden  vermehrt.  Von  diesen 
unterscheiden  sich  aber  immer  eine  Anzahl  nur  durch  die  Be- 
zeichnung;  um  zu  sehen,  welche  wirklich  voneinander  verschiedene 
man  bekommt,  hat  man  zu  beachten,  daB  die  vier  GroBen  u  alle 
unter  sich  gleichberechtigt  sind,  daB  die  Gleichung  sich  nicht  andert, 
wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  vertauscht.  Infolgedessen  hat 
man  folgende  Moglichkeiten  zu  unterscheiden: 

1.  Vermehrung  aller  vier  GroBen  u  um  dieselbe  Halbperiode 
andert  die  a,  b,  c,  d  nur  um  ganze  Perioden,  giebt  also  nichts  Neues. 

2.  Vermehrung  nur  einer  der  GroBen  u  um  eine  halbe  Periode 
—  etwa  von  u  um  &>a  —  fiihrt  die  zwolf  Argumente  iiber  in: 


h 

+  ft'a 

Cx  —  G)a 

a2 

h 

c2  —  coa 

as 

h 

+  03a 

cs  —  coa 

d3. 

Setzt  man  diese  Werte  ein  und  fiihrt  die  Sigmafunktionen  mit 
Indices  ein,  so  findet  man,  daB  die  Exponentialfaktoren  sich  weg- 
heben;  man  behalt  die  Gleichung  iibrig: 

1)    oaY  GabY  <sac^  (jd1  -\-  aa2  Gab2  (Tac2  ad2  +  aa3  Gab3  <7ac3  odz  =  0. 


§  35.    Additionstheoreme  der  Sigmafunktionen. 
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3.  Vermehrung  zweier  der  GroBen  u,  etwa  von  u  und  m3  um 
dieselbe  Halbperiode  coa  fiihrt  die  zwolf  Argumente  iiber  in: 

ax  b1  -f*  2  oja  Cj 

«S  —  W«        ^2  —  W«        C2  ~"  W«        ^2  ~~ 

fl3  +  Wa        ^3  +  ft?„        Cg  —  09a  —  COa, 

Man  erhalt: 

j        —  ea)  (ey  —  ea)  gcly  a\  acx  ady 

\    +  craa2  <jab2  <rac2  (Tad2  —  craa3  <7abs  <jac3  arads  =  0. 

4.  Vermehrung  von  zweien  der  u  um  zwei  verschiedene  Halb- 
perioden  —  etwa  von  u  um  oja  und  uY  um  cop  giebt: 

aY  b1  —  coY      Cj  +  Wj,  +  2  eo^ 

a3  +  Gjyj      63  +  »a      c3  —  wa  d3  —  cop 

und  damit: 

f     (ea  —  ep)  GCLY  Gybx  CyCx  G  d^ 

B)  < 

I    +  o-^«2  Gab2  Gac2  Gpd2  —  Gpa3  Gab3  Gac3  Gpd3  =  0. 

5.  Vermehrung  von  dreien  der  vier  u  um  dieselbe  Halbperiode 
coa  kann  dadurch  erreicht  werden,  daB  man  erst  das  vierte  u  um 

—  coa  vermehrt,  dann  alle  vier  u  gleichzeitig  um  je  coa.  Diese  letz- 
tere  Operation  andert  die  aY  .  .  .  d3  nur  um  ganze  Perioden,  hat  also 
auf  die  Formel  keinen  EinfluB. 

6.  Ebenso  kann  Vermehrung  von  u  und  uY  um  je  cou,  von  u2 
um  —  cop  dadurch  erreicht  werden,  daB  man  erst  u2  um  coy,  u3  um 

—  coa  vermehrt,  dann  alle  GroBen  gleichzeitig  um  —  coa.  Auch 
damit  erhalten  wir  also  keine  neue  Formel. 

7.  Dagegen  erhalten  wir  noch  eine  neue  Formel,  wenn  wir  drei 
der  vier  u  jedes  um  eine  andere  Halbperiode  vermehren.  So  fiihrt 
z.  B.  Vermehrung  von  um  coa,  von  u2  um  cop,  von  u3  um  coy  die 
zwolf  Argumente  iiber  in: 


«1 

+  top 

—  toy 

K 

+  toa 

—  toa 

+  G)y 

—  OJa 

h 

+  Up 

c2  +  COp 

d2 

—  top 

fl3 

+  Ma 

—  COp 

h 

+  toy 

C3      +  COy 

—  toy, 

liefert  also  die  Formel: 
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f    (ep  —  eY)  GaaY  Gab^  GacY  Gad1  +  (ey  —  ea)  Gpa2  Gpb2  Gpc2  Gpd2 
4)  \ 

I       +  —  ep)  Gy  «3  Gy  ^3  Gy  Cg  Gyd%  —  0  . 

8.  Die  GroBen  ax  .  .  .  d3  vermehren  sich  auch  dann  um  Halb- 
perioden,  wenn  man  die  vier  GroBen  u  um  eine  und  dieselbe  Viertel- 
periode  vermehrt.  Dabei  erhalt  man  aus  (1)  eine  neue  Formel; 
vermehrt  man  namlich  alle  u  noch  einmal  um  je  \cop,  so  gehen  die 
zwolf  Argumente  iiber  in: 


K 

—  COy 

—  COa 

d, 

—  cop 

h 

—  COy 

—  (oa 

—  cop 

az 

h 

  COy 

C3 

—  G>a 

*t 

—  (Op 

man  findet  also: 

5)  gcly  Gybl  o^Cj  Gpd1  +  Ga2  Gyb2  Gac2  Gpd2  +  gcl3  Gyb3  Gac3  <Jpd3  =  0. 

Wenn  man  in  den  Formeln  (1)  bis  (5)  eine  oder  zwei  der  vier 
GroBen  u  gleicb  Null  setzt,  erhalt  man  spezielle  Formeln.  Von 
diesen  mogen  hier  nur  einige  der  zweitgenannten  Kategorie  an- 
gehorige  aufgefiihrt  werden.  Man  erhalt  z.  B.  aus  (1)  iur  u  —  ux  —  0, 
wenn  man  u  fiir  u2,  v  fur  u3  schreibt: 

6)  g(u  +  v)  ct(u  —  v)  =  g2u  Ga2  v  —  g2  v  g2u\ 
aus  (2)  fiir  ux  —  u3  =  0: 

7)  Ga(u  +  v)Ga(u  —  v)  =  g2ug2v  —  (ea  —  ep)(ea  —  ey)G2UG2v\ 
aus  (5)  fiir  u  =  0,   ux '  =  0: 

8)  Gp(u  +  v)g(u  —  V)  —  GU  GpU  CTyV  GaV  —  G yU  GaU  GV  GpV\ 

endlich  wenn  man  aus  (3)  durch  Buchstabenvertauschung  (§  25  a.  E.)  . 
ableitet: 

(ea  —  ep)  Gyax  GbY  GyCx  GdY  —  Gpd2  Gab2  GpC2  Gad2 

+  Gpa3  Gab3  Gpc3  Gad3  =  0 
und  dann  uY  =  u3  =  0  setzt: 

9)  Ga{ll  +  V)  Gp{u  —  V)  =  GaU  GpU  GaV  GpV  —  (ea  —  ep)  GU  GyU  GV  GyV. 

Die  Formeln  (6)  und  (7)  lassen  sich  durch  Benutzung  der 
Formeln  (1)  und  (2)  von  §  34  noch  in  verschiedene  andere  Ge- 
stagen bringen. 


§  36.    Additionstheoreme  der  Sigmaquotienten. 
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§  36.   Additionstheoreme  der  Sigmaquotienten 
und  der  Funktionen  Jacobi's. 

Aus  den  letzten  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich 
durch  geeignete  Divisionen  Additionstheoreme  fiir  die  Sigmaquotienten 
ableiten.    So  folgt  z.  B.  aus  (6)  und  (8): 


aa(u  4-  v)        g  u    (TpV    Gyr  a  v     g^u    gu  ' 

ffaU    ffaV     GaV  V     °aU  (JaU 

ferner  erhalt  man,  wenn  man  in  (9)  a  durch  y  ersetzt,  und  die  so 
umgeformte  Gleichung  mit  der  urspriinglichen  verbindet: 


(7, 


2) 


~JL  t  l  h__  _  re  _  e 

<Jy(u  -f  V)  (TaU      <TaU      <TaV      (TaV  7  *  aU      °  c 


<Ja{U  +  V)  ffpU      GpV  ffU       GyU      ffV  GyV 

<TaU     GaV  a         P}   GaU     GaU      <7aV  GaV 

Fiihrt  man  die  Funktionen  Jacobis  ein,  so  erhalt  man  aus  (1): 

ON  ,     .     \  sn2  u  —  sn2  v 

o)  sn(u  +  v)=   -  }  , 

1  v         '       sn  u  cnv  dnv  —  snv  cnu  dnu 

aus  (2): 

4S  t     ,     .       cnu  dnu  cnv  dnv  —  snu  snv 

4)  cn[u  +  w)  = 


cnu  cnv  —  snu  dnu  snv  dnv 


und: 


cx  j    /     .     \       cnu  dnu  cnv  dnv  —  snu  snv 

5)  dn  (u  +  v)  =  -  

1       dnu  dn  v  —  snu  cnu  sn  v  dnv 

Da  zwischen  den  Sigmaquotienten,  bezw.  den  Funktionen 
Jacobis  algebraische  Gleichungen  (§  34)  bestehen,  vermoge  deren 
man  diese  verschiedenen  Funktionen  durch  je  eine  unter  ihnen  aus- 
driicken  kann,  so  stellen  die  Gleichungen  dieses  Paragraphen 
algebraische  Additionstheoreme  in  dem  §  23,  V  definierten  Sinne  vor 
(wie  denn  aus  §  24,  VII  und  §  33,  II  hervorgeht,  daB  solche  Theoreme 
existieren  mtissen).  Sie  teilen  iibrigens  mit  dem  Additionstheorem 
der  Funktion  pu  die  Eigenschaft,  daB  ihre  rechten  Seiten  fiir  be- 
stimmte  Werte  des  Arguments  in  der  unbestimmten  Form  0/0  oder 
oo/oo  erscheinen.  Durch  algebraische  Umformung  kann  man  diese 
Unbestimmtheit  an  der  Stelle,  an  der  sie  zunachst  auftritt,  beseitigen ; 
aber  dann  tritt  sie  dafiir  an  einer  andern  Stelle  auf.    So  erscheint 
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z.  B.  die  rechte  Seite  von  (3)  fur  u  —  v  in  der  Form  O/O;  multipliziert 
man  im  Zahler  und  Nenner  mit: 

snu  cnv  dnv  -f-  snvcnudnu, 

formt  den  entstehenden  Nenner: 

sn2  u  cn2  v  dn2  v  —  sn2  v  cn2  u  dn2  u 

durch  Benutzung  der  Gleichungen  §  34  (3)  um  in: 

sn2u  —  sn2v  +  k2  (sn2usn4  v  —  srfivsrfiu) 

und  dividiert  mit  sn2  u  —  sn2  v  im  Zahler  und  Nenner,  so  erhalt  man: 

n,  ,         ,       snu  cnv  dnv  +  snv  cnudnu 

sn\u  +  v)  =   \  71  2  i  

'  v  '  1  —  k-  sn2  u  S7i2v 

Diese  Form  wird  fur  u  =  v  nicht  mehr  unbestimmt,  sondern 
liefert  direkt: 

2  sn  u  cn  u  dn  u 


7)  sn2u'  = 


1  -  k?  sn 


4  » 


dagegen  wird  sie  unbestimmt,  wenn  man  dem  u  einen  solchen  Wert 
beilegt,  daB  die  (miteinander  vertraglichen)  Gleichungen  bestehen: 

1  i   dnv  ,  .cnv 

snu  =  7- — — ,      c  n  u  =  ,   ,      anu  =  i  

ksnv  k    snv  snv 


FUNFTER  ABSCHNITT. 

JAcoBi'sche  Funktionen. 
§  37.    Elliptische  Funktionen  III.  Art. 

In  den  rr-Funktionen  mit  und  ohne  Index  sind  uns  Funktionen 
gelaufig,  welche  die  Eigenschaft  haben,  bei  Vermehrung  des  Arguments 
um  eine  Periode  ungeandert  zu  bleiben  bis  auf  einen  zutretenden 
Exponentialfaktor,  dessen  Exponent  eine  lineare  Funktion  des 
Arguments  ist.  Wir  stellen  nunmehr  die  Frage  nach  den  all- 
gemeinsten  eindeutigen  analytischen  Funktionen  dieser  Art,  die  in 
jedem  endlichen  Bereich  bis  auf  Pole  regular  sind.  Bringen  wir 
die  zutretenden  Exponentialfaktoren  gleich  auf  eine  fur  die  weiterhin 


§  37.    Elliptisohe  Funktionen  III.  Art. 
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durchzufiihrenden  Eechnungen  bequeme  Form,  so  konnen  wir  die 
Aufgabe  folgendermaBen  formulieren : 

Alle  im  Endlichen  bis  auf  Pole  reguldren  Funktionen  zu  finden, 
die  den  beiden  Funktionalgleichungen  genugen: 

1)  0{u  -f  2ft>j)  =  g-2«ia1(«  +  <»1)-^&1  0{u). 

2)  0(u  +  2  co3)  =  e-2jtia*(u  +  coJ-  *ihz  0{u). 

In  diesen  Gleichungen  sollen  die  ,,Perioden  I.  Art"  2cox,  2  &>3, 
die  vPerioden  II.  Artu  —  2niol,  —  2nia3  und  die  ^Parameter" 
bY,  b3  von  u  unabhangige  GroBen  bedeuten. 

Bevor  wir  die  Frage  beantworten,  ob  es  Funktionen  der  ver- 
langten  Art  fiir  beliebige  Werte  dieser  GroBen  giebt,  wollen  wir 
erst  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  einige  andere  ableiten,  die  dann 
fiir  alle  Funktionen  gelten  miissen,  fiir  die  die  ersteren  gelten. 

Wir  erhalten  zunachst,  indem  wir  in  (1)  u  durch  u  —  2co1  ersetzen: 

3)  0(u  —  2      =  c3»*«i(«-<»i)+«*&i  0{u) 
und  ebenso: 

4)  0(u  —  2  G)3)  =  e2nia3(u-  co3)  +  nib3  &  (uy 

Ersetzen  wir  ferner  in  (1)  u  durch  u  +  2co1}  so  erhalten  wir: 
0(u  -f  4^)  =  e-2'tiai(u  +  Sco^-Jti^  0{u  -\-2ml) 

—  e  —  4  7i  i  %  (u  +  2  coj  —  2  jr  i  bx  (J) 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

5)  0(11  +  2^       =  e-2jc^ia^u  +  h<»i)-h*ii>i  0(u), 

wie  man  durch  den  SchluB  von  kx  auf  kY  +  1  beweist.  Aus  Glei- 
chung  (3)  folgt  iibrigens,  daB  (5)  auch  fiir  negative  (ganze)  Zahlen  kx 
gilt.    Ebenso  erhalt  man: 

6)  0{u  +  2  k3co3)  =  e-2k*nia*(u  +  h<o3)-k,jzib3 

Setzen  wir  ferner  in  (5)  u  +  2  k3  m3  fiir  u  und  benutzen  dann 
(6),  so  erhalten  wir: 

0{u  +  2klco1  +  2k3w3) 

—  q  —  2  fcj  jt  i  ax  (u  +  2  fc3  co3  +  fcj  a^)  —  2  fc3  jr  i  a3  (u  +  k3  co3)  —  k±  tc  ibt  —  k3  n  i  b3  (J} 


7) 


Setzen  wir  aber  umgekehrt  in  (6)  u  +  2  jfcj  fiir  w  und  be- 
nutzen dann  (5),  so  erhalten  wir: 

0  [u  +  2  \  ojj  +  2  A3  eo3) 

—  ^  —  2  kx  7i  i  ax  (u  +  kx  co^  —  2k37i  i  a3(u  +  fc3  cog  +  2  fcx  a^)  —  &a  tc  i  bt  —  k3  n  ib3  _ 


8) 
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Soil  0  eine  eindeutige  Funktion  von  u  sein,  so  miissen  die 
beiden  Ausdriicke  (7)  und  (8)  iibereinstimmen.  Das  ist  aber  nur 
dann  der  Fall,  wenn  die  Differenz  der  beiden  Exponenten,  also  die 
Differenz  zwischen: 

—  4  kY  k3  %  i  al  co3      und      —  4  kt  k3  %  i  a3  cq1 

fur  alle  ganzzahligen  kx  und  k3  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2ni 
ist,  also  wenn  2  (ax  co3  —  a3  m^)  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

I.  Eine  eindeutige  Funktion,  die  den  Funktionalgleichungen  (1) 
und  (2)  genugt,  kann  jedenfalls  nur  dann  existieren,  wenn: 

9)  -  2  «j  w3  -jr  2  a3  co1  =  n 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  defmieren  nun: 

II.  Unter  einer  elliptischen  Funktion  III.  Art  verstehen  wir  eine 
Funktion,  die  den  Funktionalgleichungen  (1)  und  (2)  genugt  und  in  der 
ganzen  Ebene  bis  auf  Pole  regular  ist. 

III.  Zwei  elliptische  Funktionen  III.  Art,  deren  Perioden  I.  und 
II.  Art  und  Parameter  ubereinstimmen,  heifien  gleichdndrig . 

Fur  solche  Funktionen  konnen  wir  fiber  die  durch  die  Glei- 
chung  (9)  eingefiihrte  ganze  Zahl  noch  weiteres  aussagen.  Um  dabei 
nicht  Vorzeichenunterscheidungen  eintreten  lassen  zu  miissen,  nehmen 
wir  die  Festsetzung  II  von  §  14  wieder  auf.  Leiten  wir  dann  aus 
den  Definitionsgleicbungen  (1),  (2)  durch  Differentiation  die  beiden 
folgenden  ab: 

10)  1(W  +  2^  =  2 

;  0  (u  +  2  0  O)  1 

111  0'(u  +  2a>3)  =   0'(u)  2nia 

'  0(u  +  2  G)9)  0  (u) 

so  konnen  wir  auf  diese  Funktion  &'  (u) :  0  (u)  dieselben  Schliisse 
anwenden,  wie  in  §  19  auf  die  Funktion  £u,  wir  miissen  nur  n]Y 
und  r}3  durch  —%ia1  und  —%ia3  ersetzen.    Wir  finden  dann: 

IV.  Die  durch  die  Gleichung  (9)  definierte  ganze  Zahl  n  hat  fur 
eine  elliptische  Funktion  III.  Art  folgende  Bedeutung:  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  der  Nullpunkte,  ver minder t  um  die  Anzahl  der  Pole,  die 
die  Funktion  im.  fundamentalen  Periodenparallelogramm  besitzt.  Wir 
nennen  sie  die  Ordnungszahl  der  Funktion. 

Endlich  seien  hier  noch  folgende  Satze  erwahnt,  die  sich  un- 
mittelbar  aus  den  Definitionsgleichungen  ergeben: 


§  38.  Pole,  Nullpunkte  u.  CharaMere  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art.  97 


V.  Das  Produkt  zweier  elliptischen  Funktionen  III.  Art  mit  den- 
selben  Perioden  I.  Art  ist  wieder  eine  solche  Funktion;  ihre  Parameter 
und  ihre  Perioden  II.  Art,  also  audi  ihre  Ordnungszahl  ergeben 
sich  aus  den  entsprechenden  Bestimmungsstucken  der  Faktoren  durch 
Addition. 

VI.  Der  Quotient  zweier  gleichandrigen  elliptischen  Funktionen 
III.  Art  ist  eine  elliptische  Funktion  I.  Art. 

VII.  Ist  <I*(u)  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  des  Arguments  u 
mit  den  Perioden  I.  Art  2a\,  2co3,  den  Perioden  II.  Art  —  2nial, 
—  2  7tias  und  den  Parametern  bx ,  b3 ;  ist  ferner  v  eine  von  u  un-> 
abhangige  Grb'fie,  so  ist  0  (u  -f  v)9  oils  Funktion  von  u  betrachtet,  eine 
elliptische  Funktion  III.  Art  mit  denselben  Perioden  I.  und  II.  Art, 
aber  den  Parametern  bx  +  2  a1v,  b3  +  2  a3  v. 


§  38.   Pole,  Nullpunkte  und  Charaktere  der  elliptischen 
Funktionen  III.  Art. 

Wir  erhalten  weitere  Auskunft  iiber  die  Lage  der  Pole  und 
Nullpunkte  einer  elliptischen  Funktion  III.  Art,  wenn  wir  den 
I,  §  46,  XI  ausgesprochenen  und  in  §  16  dieses  Heftes  fur  die 
elliptischen  Funktionen  I.  Art  benutzten  Satz  heranziehen.  Wie 
dort  zerlegen  wir  das  um  ein  Periodenparallelogramm  zu  nehmende 
Integral: 


in  vier  Emzelbestandteile ,  die  iiber  je  eine  seiner  Seiten  zu  er- 
strecken  sind.  Den  dritten  formen  wir  unter  Beriicksichtigung  von 
§  37,  Gleichung  11  um  in: 


a 


a  +  2 , 

die  Summe  des  ersten  und  dritten  Bestandteils  wird  also: 

a  +  2  coj 


Jl 


4  7tia3(x)3  +  2  7t  i  a3  u  —  2  co3         J  du 


a  +  2  a>! 

=  [4  %  i a3  cd3  u  +  7iia3u2  —  2  co3  log  <I>  (u)] 

a 

=  8  71  i  a3  co1  co3  +  it  i  a3(4  a  co^  +  4  w1 2) 

+  2  (x>3  [2  71  i  a1  [a  +  m^)  +  %  i  bl  +  2  v3  %  i~\ 
=  2tci  \2a(a3co1  +  a}  «3)  +  2{a1  +  2a3)colco3  +  2 a3 col 2  +  co3 bx  +  2v3co3\. 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  ^ 
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jAcoBische  Funktionen. 


Ebenso  wird  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Bestandteils : 

—  2  7Z  i  {  2  a  (a3      +  aY  w3)  -f-  2  (2  aY  +  a3)  ca1  co3 

-\-  2  a±  co32  -f  co1  b3  —  2  ^  co1 } ; 

der  Wert  des  Integrals  wird  also: 

=  2%i\2  a3m2     2  («3  —  «x)  co1  co3  —  2  ^  m32 

-\-  co3bl  —  mlb3      2  i\  co1  -f  2  #3  ft?3 } 

oder  mit  Riicksicht  auf  §  37,  (9): 

=  2  7ti{n  (co1  +  (x>3)  +  co3  b1  —  co1  b3      2  ■v1  co1  -f-  2  v3co3}. 

v1  und  i/2.  bedeuten  dabei  ganze  Zahlen,  die  durch  die  Vieldeutigkeit 
des  Logarithmus  hereingekommen  sind  und  deren  Wert  uns  hier 
nicbt  weiter  interessiert  Wir  sprechen  das  Resultat  vielmebr 
folgendermaBen  aus: 

I.  Die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  Nullpunkte  und  der 
Summe  der  Pole,  die  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  nter  Ordnung  in 
einem  Periodenparallelogramm  hat,  ist  modulis  Perioden  kongruent  zu: 

n  (co1  -f-  €o3)  +  b1co3  —  b3  co1 . 

Dieser  Satz  giebt  Veranlassung,  die  beiden  complexen  Gr often 
bl7  b3  auszudrucken  durch  eine  complexe  Grofie  p  und  zwei  wesentlich 
reelle  Zahlen  g1,  g3.  Nach  §  12,  V  ist  es  namlicb  auf  eine,  und 
nur  auf  eine  Weise  moglich,  zwei  reelle  Zahlen  gx,  g3  so  zu  be- 
stimmen,  daB  die  complexe  GroBe: 

1)  c  =  bYco3-  b3  m1  =g1co3-  g3  w1 
wird;  definiert  man  dann  /z  durch: 

2)  h-jh  = 

so  wird: 

3)  bl=nm1+gl,      b3  =  nco3+g3. 

II.  Die  beiden  durch  diese  Gleichungen  eingefuhrten  reellen  Zahlen 
Q\i  9z  nennen  wir  einzeln  die  Charaktere,  zusammengenommen  die 
Charakteristik  der  elliptischen  Funktion  III.  Art. 

Die  Definitionsformeln  (§  37,  1,  2)  bleiben  ungeandert,  wenn 
man  die  Parameter,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Charaktere  am  gerade 
Zahlen  vermehrt  oder  vermindert.  Man  kann  das  so  ausdrucken, 
daB  man  sagt:  die  Charaktere  kommen  iiberhaupt  nur  modulo  2  in 
Betracht.  Indessen  ist  wohl  zu  beachten,  daB  in  spateren  Formeln 
(§  43)  die  Charaktere  selbst,  nicht  etwa  nur  ihre  modulo  2  ge- 
nommenen  Reste  auftreten. 


§  39.    Elliptische  FunHionen  III.  Art  nullter  Ordnung. 
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§  39.    Elliptische  Funktionen  III.  Art  nullter  Ordnung. 
Verwandte  elliptische  Funktionen  III.  Art. 

Wir  betrachten  nun  speziell  elliptische  Funktionen  III.  Art  von 
der  Ordnung  0.  Aus  der  Gleichung  (9)  des  §  37  folgt,  daB  fur 
eine  solche  Funktion  die  Perioden  II.  Art  zu  denjenigen  I.  Art  pro- 
portional sein  miissen,  mit  andern  Worten,  daB  sich  eine  GroBe  I 
so  bestimmen  lassen  muB,  daB: 

1)  aY  =  Xco1,      #3  =  Xco3 

ist.  Zu  diesen  Funktionen  gehort,  wenn  A  =|=  0  ist,  insbesondere  die 
Exponentialfunktion : 

die  als  elliptische  Funktion  III.  Art  mit  den  Parametern  0,  0  be- 
trachtet  werden  kann.   Satz  VI  von  §  37  liefert  dann  das  Resultat: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III,  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich  dem 
Produkt  einer  Exponentialfunktion  der  Form  2  in  eine  elliptische 
Funktion  II.  Art. 

Wir  erhalten  noch  eine  weitergehende  Eeduktion,  wenn  wir 
auch  noch  ein  Glied  mit  cler  ersten  Potenz  von  u  im  Exponenten 
hinzufugen.  Die  Funktion  e~niflU  kann  angesehen  werden  als  eine 
elliptische  Funktion  III.  Art  der  Ordnung  0,  mit  den  (beliebigen) 
Perioden  I.  Art  (2^,  2  oo3),  den  Perioden  II.  Art  (0,  0)  und  den 
Parametern  (fxco1}  fx  cos).  Verstehen  wir  unter  fx  die  durch  die 
Doppelgleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  definierte  GroBe  und 
wenden  Satz  V  von  §  37  an,  so  finden  wir  die  beiden  folgenden  Satze: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Ordnung  0  ist  gleich 
dem  Produkt  eines  Fxponentialfaktors  der  Form: 

in  eine  elliptische  Funktion  II.  Art,  deren  Multiplikatoren  den  absoluten 
Betrag  1  haben. 

III.  Uberhaupt  kann  man  durch  Multiplikation  mit  einem  Ex- 
ponential f  aktor  der  Form  (3)  jede  elliptische  Funktion  III.  Art  in  eine 
andere  verwandeln,  die  dieselben  Perioden  I.  Art  und  dieselben  Cha- 
raktere,  aber  beliebig  vorgeschriebene  Perioden  II.  Art  und  Parameter 
hat,  die  nur  den  Eelationen  §  37  (9)  und  §  38  (2)  genugen  mussen. 

Solche  elliptische  Funktionen  III.  Art,  die  dieselben  Perioden 
I.  Art  und  dieselben  Charaktere  haben,  nennt  man  wohl  verwandt; 
man  kann  dann  Satz  III  so  aussprechen: 

7* 
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IV.  Verwandte  elliptische  Funktionen  III.  Art  kbnnen  durch  Multi- 
plikation  mit  einem  Exponentialfaktor  der  Form  (3)  in  gleichandrige 
ubergefuhrt  werden. 

§  40.  JACOBi'sche  Funktionen; 
der  negative  Teil  des  HERMiTE'schen  Satzes. 

I.  Elliptische  Funktionen  III.  Art,  die  zugleich  gauze  transscendente 
Funktionen  des  Arguments  u  sind,  nennt  man  JAcoBische  Funktionen; 
insofern  mit  einigem  Recht,  als  bereits  Jacobi  verschiedene  der- 
artige  Funktionen  betrachtet  bat.1 

Fiir  solche  Funktionen  ergeben  sicb  aus  den  vorbergebenden 
allgemeinen  Entwicklungen  speziell  die  folgenden  Satze: 

II.  Die  Ordnungszahl  einer  JAcoBischen  Funktion  kann  nicht 
negativ  sein. 

(aus  §  37,  IV). 

III.  Jede  JAcoBische  Funktion  nidlter  Ordnung  ist  gleich  einer 
Exponentialfunktion,  der  en  Exponent  eine  gauze  Funktion  II.  Grades 
des  Arguments  ist. 

Denn  eine  elliptiscbe  Funktion  II.  Art,  die  keinen  Pol  bat, 
gehort  notwendig  dem  singularen  Fall  dieser  Funktionen  an  und 
ist  gleich  einer  Exponentialfunktion,  deren  Exponent  eine  ganze 
Funktion  ersten  Grades  von  u  ist  (§  28,  V);  bieraus  und  aus  §  39,  IV 
ergiebt  sicb  der  ausgesprocbene  Satz. 

Ferner  erbalten  wir  einen  wicbtigen  Satz  iiber  JAcoBische 
Funktionen  aus  dem  Satz  I  von  §  38.  Aus  demselben  folgt  nam- 
lich,  daB  die  Summen  der  Nullpunkte  zweier  gleichandrigen  Jacobi- 
scben  Funktionen  kongruent  sind.  Haben  also  zwei  gleichandrige 
JAcoBische  Funktionen  nteT  Ordnung  n  —  1  inkongruente  Nullpunkte 
gemein,  so  haben  sie  auch  den  letzten  gemein.  Dann  ist  aber  ibr 
Quotient  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ohne  Pole,  also  nacb  §  13,  I 
eine  Konstante.    Es  gilt  also  der  Satz: 

IV.  Zwei  gleichandrige  JAcoBische  Funktionen  nter  Ordnung,  die  im 
Periodenparallelogramm  n  —  1  Nullpunkte  gemein  haben,  haben  auch 
den  letzten  gemein  und  sind  bis  auf  einen  von  u  unabhangigen  Faktor 
identisch. 

Wir  nebmen  nun  (zunacbst  ohne  Beweis)  an,  es  gebe  m  gleich- 
andrige JAcoBische  Funktionen  mteT  Ordnung  Tv  T2  .  .  .  Tm,  zwischen 


1  Andere  Namen  sind  „fonctions  intermediaires";  „T- Funktionen";  „quasi- 
periodische  Funktionen". 
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denen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  von  u  unabhangigen 
Koeffizienten  identisch,  d.  h.  fur  alle  Werte  von  u,  besteht.  Ftir  die 
Koeffizienten  des  Aggregats: 

1)  ^^+^1',+  ...  +cmTm 

lassen  sich  dann  Werte  angeben,  die  nicht  alle  gleich  Null  und  so 
beschaffen  sind,  daB  dieses  Aggregat  in  m  —  1  beliebig  vorgeschrie- 
benen  Punkten  Null  wird.  Denn  diese  Forderung  giebt  m  —  1 
lineare  bomogene  Gleicbungen  zur  Bestimmung  der  m  Unbekannten  c; 
solcbe  konnen  aber  immer  durch  Werte  der  Unbekannten  erfiillt 
werden,  die  nicbt  alle  =  0  sind.  Das  mit  diesen  Werten  der  c 
gebildete  Aggregat  ist  dann  sicher  nicbt  identiscb  Null,  da  nach 
Voraussetzung  iiberbaupt  keine  lineare  bomogene  Verbindung  der  1 
mit  konstanten  Koeffizienten  identisch  Null  ist.  Bestimmen  wir  die  c 
insbesondere  so',  daB  das  Aggregat  in  m  —  1  von  den  Nullpunkten 
einer  (m  +  l)ten  mit  den  gegebenen  gleichandrigen  jACOBischen 
Funktion  Tm  +  1  Null  wird,  so  folgt  aus  IV,  daB  es  sich  von  Tm  +  1 
nur  um  einen  von  u  unabhangigen  Faktor  unterscheiden  kann. 
Damit  haben  wir  den  negativen  Teil  des  fur  die  Tbeorie  der  Jacobi- 
schen  Funktionen  fundamentalen  HEEMiTEscben  Satzes  gewonnen: 

V.  Es  giebt  nicht  mehr  als  m  linear  unabhdngige  gleichandrige 
JAcoBische  Funktionen  mter  Ordnung;  mit  andern  Worten,  zwischen 
m-\-l  gleichandrigen  JACOBischen  Funktionen  mter  Ordnung  TQ,  TY...  Tm+1 
besteht  stets  eine  lineare  homogene  Identitdt  mit  von  u  unabhangigen 
Koeffizienten,  die  nicht  alle  gleichzeitig  0  sind: 

2)  CiT1  +  c2T2+  ...cmTm  +  cm  +  1Tm  +  1  =  0. 

Der  Satz  ist  unabhangig  von  der  bei  seinem  Beweise  gemachten 
Voraussetzung,  daB  T19  T2  .  .  .  Tm  linear  unabhangig  seien.  Denn 
wiirde  schon  zwischen  diesen  eine  lineare  Relation  bestehen,  so  wiirde 
man  diese  auch  als  Relation  der  Form  (2)  mit  cm+1  —  0  auffassen 
konnen.  Auch  beachte  man,  daB  der  Satz  auch  gilt,  wenn  Tm  +  1 
mehrfache  Nullpunkte  hat;  denn  die  Forderung,  daB  das  Aggregat  (1) 
einen  bestimmten  Punkt  zum  A-fachen  Nullpunkt  haben  soli,  driickt 
sich  ebenfalls  durch  k  lineare  Gleichungen  zwischen  den  c  aus. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  §  39,  IV  ergiebt  sich  noch  der 
folgende: 

VI.  Zwischen  m  +  1  verwandten  JACOBischen  Funktionen  mter  Ord- 
nung Tx,  T2  ...  Tm  + 1  besteht  stets  eine  lineare  homogene  Identitdt: 

3)  L,T1+LtT%  +  ...+  LmTm  +         Tm+1  =0, 
deren  Koeffizienten  JAcoBische  Funktionen  nullter  Ordnung  sind. 
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§  41.    Reduzierte  JACOBi'sche  Funktionen.  Thetafunktionen. 

Aus  der  Gesamtbeit  aller  untereinander  verwandten  Systeme 
gleichandriger  jACOBischer  Funktionen  heben  wir  nun  ein  solches 
System  als  besonders  einfacb  beraus  durcb  die  Definition: 

I.  Eine  JAcoBische  Funktion  heifit  reduziert,  wenn  ihre  erste  Periode 
zweiter  Art  Null  ist  und  ihre  Parameter  gleich  ihren  Charakteren  sind, 
wenn  also  ihre  Definitionsgleichungen  folgendermafien  lauten: 

1)  T(u  +  2^  =  e~9^iT(u), 

n  7t  i 

2)  T{u  +  2cjs)  =  e-toxte"  T{u). 

In  diesen  Gleicbungen  kommen  die  drei  Variabeln  u,  co1,  gj3 
nur  in  den  beiden  Verbindungen  (vgl.  §  21,  1): 

'  2 

vor;  wenn  es  iiberbaupt  moglich  ist,  sie  zu  befriedigen,  muB  es  aucb 
moglich  sein,  sie  durcb  Funktionen  zu  befriedigen,  die  die  drei 
Variabeln  nur  in  diesen  beiden  Verbindungen  enthalten.  Solcbe 
Funktionen  nennt  man  Thetafunktionen;  deren  Definition  lautet 
demnacb : 

II.  TJnter  einer  Theta funktion  nter  Ordnung  versteht  man  eine  ganze 
trans scendente  Funktion  von  v,  die  den  Gleichungen  genugt: 

4)  0(v+  l)  =  e-^iQ{v), 

5)  0(v'+  t)  =  e-9s^^e-njzi(~2v  +  TW(v). 

Jede  reduzierte  jACOBiscbe  Funktion  kann  dann  angeseben 
werden  als  Produkt  einer  Thetafunktion  mit  einem  von  u  unab- 
hangigen  Faktor. 

Wir  rekapitulieren  noch  einmal  die  Scbritte,  die  erforderlicb 
sind,  um  eine  beliebige  JACOBiscbe  Funktion  durcb  eine  solche 
Thetafunktion  auszudriicken. 

Zuerst  ist  aus  den  Gleicbungen: 

6)  «n  =  X  03, ,      a0  =  — -—  +  A  ojo 

/  1  1  7  6        2  co1  6 

der  Faktor  A  zu  berechnen  (§  39,  III).    Dann  ist  b}  033  —  b3  03j  auf 
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die  Form  gx  co3  —  g3  col  zu  bringen,  in  der  gv  g3  reelle  Zahlen  be- 
deuten  und: 

zu  setzen  (§  38,  II).    Sind  I,  \i,  gv  g3  so  bestimmt,  so  findet  man: 
8)    T(u;  ^,.»,;  av  «3;  bv  6t)  =  C*r**H?  +      9%  i~;  |)  i 
dabei  bedeutet  C  einen  von  ?/  unabhangigen  Faktor. 

§  42.   Die  fundamentale  Thetafunktion. 

Wir  wollen  uns  nun  zunachst  mit  Thetafunktionen  erster  Ord- 
nung  der  Charakteristik  (0,  0)  beschaftigen,  also  mit  ganzen  trans- 
scendenten  Funktionen  von  v,  die  den  Grleichungen : 

1)  &{v  +  l)=&(v), 

2)  &(v  +  t)  =  e-ni^v  +  ^&(v) 

geniigen.  Nach  §  40,  V  konnen  sich  alle  solchen  Funktionen  (sofern 
es  deren  iiberhaupt  giebt)  nur  durch  von  v  unabhangige  Faktoren 
unterscheiden.  Uber  diese  Faktoren  wollen  wir  weiterhin  noch  Ver- 
fiigung  treffen ;  zunachst  miissen  wir  uns  durch  wirkliche  Aufstellung 
eines  analytischen  Ausdrucks  von  der  Existenz  einer  Funktion  mit 
den  verlangten  Eigenschaften  iiberzeugen.  Aus  der  Gleiehung  (1) 
und  aus  I,  §  49  folgt  zunachst,  daB  sich  jede  solche  Funktion  durch 
eine  gleichmaBig  konvergente  FouRiERsche  Keihe  der  Form: 

+  GO 

3)  &{v)  =  ^Ame2m«iv 


m  =  —  go 


darstellen  lassen  muB.  Diese  Entwicklung  soli  nun  auch  die  Glei- 
chung (2)  befriedigen,  es  soil  also: 

+  GO  +  00 

N,?  J    e  2mjzi(v  +  t)  _  ^  A  e^*[(2wi-2)»-T] 
m  =  —  go  m=  —  go 

sein.  In  der  Summe  rechts  kann  man  den  Summationsbuchstaben 
m  durch  m  +  1  ersetzen;  sie  lautet  dann: 


+  oo 


2  + 


p  re  i  (2  m  v  —  t) 
]  e 


m  =  —  go 


Nun  ist  aber  (vgl.  I,  §  47,  II)  eine  Entwicklung  einer  ganzen 
Funktion  in  eine  Eeihe  der  Form  (3),  wenn  iiberhaupt,  nur  auf  eine 
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Weise  moglich;  man  kann  also  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten 
gleichhoher  Potenzen  von  e2niv  den  SchluB  ziehen: 

Soli  die  Keihe  (3)  die  Gleichung  (2)  befriedigen,  so  miissen  ihre 
Koeffizienten  der  Rekursionsformel  geniigen: 

4)  A    „  =  g(2m  +  l)z^i  A 

Diese  Kekursionsformel  gestattet,  alle  diese  Koeffizienten  fol- 
gendermaBen  durch  den  ersten  auszudriicken : 

die  Reihe  (3)  erhalt  damit  die  Form: 

+  CO 

6)  An  ^  e    T  +  2  m  p)  "  *'. 

m  =  —  co 

Wir  haben  vor  allem  zu  untersuchen,  ob  sie  konvergiert  Zu 
diesem  Zweck  bilden  wir  (fur  m  >  0)  den  Quotienten  des  (m  -f  l)ten 
Gliedes  durch  das  mte;  wir  erhalten: 

7)  eJiii(2m  +  l)z  +  2v]t 

Man  sieht,  daB  er  mit  wachsendem  m  unendlich  groB  wird,  wenn 
die  zweite  Koordinate  von  r  negativ  ist,  dagegen  unendHch  klein, 
wenn  sie  positiv  ist;  und  zwar  gleichmaBig  fiir  alle  endlichen  Werte 
von  v  und  alle  dieser  Bedingung  geniigenden  Werte  von  r.  Ebenso 
wird  gezeigt,  daB  unter  derselben  Bedingung  auch  der  zu  negativen 
Werten  von  m  gehorende  Teil  der  Reihe  konvergiert.  Wir  haben 
aber  seit  §  14,  II  an  der  Voraussetzung  festgehalten,  daB  die  zweite 
Koordinate  .von  r  positiv  sei,  konnen  also  jetzt  sagen: 

I.  Die  Reihe  (6)  konvergiert  gleichmaBig  in  jedem  in  Betracht 
kommenden  Gebiet  der  fariabeln  v  und  r,  d.  h.  in  jedem  Gebiet,  das 
nur  endliche  Werte  von  v  und  nur  Werte  von  r  mit  positiver  zweiter 
Koordinate  enth'dlt. 

■  Indem  man  die  ausgefiihrten  Schritte  riickwarts  verfolgt,  iiber- 
zeugt  man  sich,  daB  die  durch  diese  Eeihe  definierte  ganze  trans- 
scendente  Funktion  von  v  auch  wirklich  alle  verlangten  Eigenschaften 
besitzt.  Wir  vervollstandigen  die  Definition  noch  dadurch,  daB  wir 
den  Koeffizienten  A0,  der  bis  jetzt  noch  eine  willkiirliche  Funktion 
von  r  sein  konnte,  von  t  unabhangig  und  zwar  =  1  annehmen. 
Wir  definieren  also: 

II.  Ah  fundamental  Thetafunktion  bezeichnen  wir  die  durch  die 
Reihe: 

8)  &(v)  =  &{v\t)  =  Je^^2")^ 

m  =  —  CO 

dargestellte  ganze  trans scendente  Funktion  von  v. 


§  43.    Thetafunktionen  hdherer  Ordnung. 
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Zieht  man  je  zwei  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 
zusammen  und  fiihrt  trigonometrische  Funktionen  ein  (I,  §  40,  6), 
so  erhalt  man  die  Darstellung: 

CO 

9)  &(v)  =  1  +  2^lem***icos2mvn; 

to  =  1 

benutzt  man  bereits  die  in  §  21,  (16)  eingefiihrte  Bezeichnung,  so 
kann  man  auch  schreiben: 

10)  &(v)  =  ^hmmz2m. 

TO  =  —  CO 

Diesen  expliciten  analytischen  Darstellungen  der  Thetafunktion 
entnehmen  wir  noch  die  beiden  folgenden  Satze: 

III.  Die  fundamentale  Thetafunktion  ist  eine  gerade  Funktion  von  v, 
d.  h.  es  ist: 

11)  &{-  v\r)  =  #(»|  r). 

IV.  Sie  genugt  der  partiellen  Differ entialgleichung : 

12)  =4:711  -r  

Jedes  einzelne  Glied  der  Eeihe  genugt  namlich  dieser  Gleichung; 
und  da  die  Reihe  gleichmaBig  konvergiert,  so  diirfen  die  Differ  en - 
tiationen  nach  I,  §  50,  II  gliedweise  vollzogen  werden. 


§  43.   Thetafunktionen  hdherer  Ordnung.   Positiver  Teil 
des  Hermite  schen  Satzes. 

Die  wirkliche  Existenz  von  Thetafunktionen  hoherer  Ordnung 
kann  ganz  analog  durch  Aufstellung  von  Reibenentwicklungen  solcber 
Funktionen  dargethan  werden,  wie  es  in  §  42  fur  die  Theta- 
funktionen erster  Ordnung  geschehen  ist.  Auch  hier  diirfen  wir 
uns  zunachst  auf  die  Funktionen  der  Charakteristik  (0,  0)  beschranken, 
da  wir  nach  §  37,  VII  von  diesen  zu  Funktionen  einer  beliebigen 
Charakteristik  durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Konstante 
kommen  konnen.    Wie  in  §  42  schlieBen  wir  aus  der  Gleichung: 

1)  0(v+l)  =  0{v), 

daB  jede  solche  Funktion  sich  durch  eine  gleichmaBig  konvergente 
FouEiERsche  Reihe  der  Form: 

2)  +^Ame2m,iv 

m  =  —  co 
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darstellen  lassen  muB.    Soli  diese  Entwicklung  auch  die  Gleichung 

3)  .  Q(V  +  T)  =  e-ntzi(2v+z)  0(ty 

befriedigen,  so  muB 

+  co  +00 

2 A    p2m7ii(v  +  T)==  "ST1   A    p  jt  i  [  (2  m  —  2  n)  v  —  n  r] 
m  m 
m  =  —  co  m  =  —  oo 

oder  wenn  man  rechts  den  Summationsbuchstaben  durch  m  +  ?z 
ersetzt: 

^-j     m  +  n 

»l  =  —  GO 

sein.    Die  Koeffizienten  miissen  also  durch  die  Rekursionsformel : 

4)  A-      =h2m  +  nA 

)  in  +  n  m 

verbunden  sein.  Diese  Eekursionsformel  laBt  noch  n  von  den  Koef- 
fizienten A  unbestimmt;  wir  konnen  z.  B.  A0,  Av  A2  .  .  .  An_1  will- 
kiirlich  annehmen.    Setzen  "wir  z.  B.  alle  diese  Koeffizienten  bis 

aa 

auf  Aa  gleich  Null,  Aa  =  h  n  ,  so  werden  von  den  Koeffizienten  A 
nur  diejenigen  von  Null  verschieden  sein,  deren  Index  modulo  n 
zu  a  kongruent  ist;  und  zwar  wird: 

—  (k  n  +  a)2 
Ajcn  +  a  =  ™  > 

sodaB  man  eine  Reihe  der  Form  erhalt: 

i 


5) 


/In  ,~(kn  +  af     2(kn  +  a) 

<Pa{v\r)  =  2jhn  Z 

k  =  —  co 


aa 


h  n  z2o+^§hkkn(h«  zn)2k. 

k  =  —  oo 


Man  sieht,  daB  diese  Reihe  sich  folgenclermaBen  durch  die  funda- 
mentale  Thetafunktion  ausdriickt: 

6)  (pa(v\r)  =  e  71  '  &(nv  +  ar  \  nr). 

Damit  ist  auch  zugleich  die  Konvergenzfrage  entschieden;  denn  die 
zweite  Koordinate  von  n  r  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  von  r.  Wir 
haben  also  in  der  That  n  verschiedene  ganze  transscendente  Funk- 
tionen  gefunden,  die  den  Bedingungen  Geniige  leisten;  zugleich  geht 
aus  der  Entwicklung  hervor,  daB  jede  andere  Funktion  dieser  Art 
sich  aus  den  angegebenen  linear  und  homogen  mit  von  u  unab- 
hangigen  Koeffizienten  zusammensetzen  laBt.   Damit  ist  der  negative 
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Teil  des  Heemite s ch en  Satzes  (§  40,  V)  von  neuem  abgeleitet; 
dariiber  hinaus  aber  sehen  wir  jetzt  noch:  Jede  der  n  Eeihen  (5) 
enthalt  andere  Potenzen  von  z,  es  kann  also  zwischen  ihnen  keine 
lineare  Relation  mit  von  v  unabhangigen  Koeffizienten  bestehen. 
Wir  konnen  also  jetzt  auch  den  positiven  Teil  des  HEEMiTEScben 
Satzes  aussprechen: 

I.  Es  giebt  wirklich  n  voneinander  linear  unabhdngige  Theta- 
funktionen nter  Ordnung; 

oder  allgemeiner : 

II.  Zu  beliebig  vorgegebenen  Wevten  der  Perioden  I.  und  II.  Art 
und  der  Parameter,  die  den  Bedingungen  §  14  (2)  und  §  37  (9)  ge- 
nugen,  giebt  es  stets  wirklich  n  voneinander  linear  unabhdngige  JAcoBische 
Funktionen  der  positiven  Ordnungszahl  n. 


§  44.   Thetafunktionen  mit  von  Null  verschiedener  Charakteristik. 

Durch  die  in  §  42  eingefiihrte  fundamentale  Thetafunktion 
lassen  sicb  alle  Thetafunktionen,  weiterhin  iiberbaupt  alle  elliptischen 
Funktionen  III.  Art  ausdriicken.    Zunachst  ist  nach  §  37,  VII 

&  (v  -  j  als  Funktion  von  v  betrachtet  eine  JAcoBische  Funktion 

mit  den  Perioden  I.  Art  1,  t,  den  Perioden  II.  Art  0,  —2ni  und 
den  Parametern  0,  —  gYx  +  #3;  es  ist  also  fiir  sie  X  —  0  (§  41,  6) 
und  wenn,  wie  wir  annehmen  diirfen  und  wollen,  gx  und  g3  reell 
sind,  so  ist  fiir  sie  p  =  —  gY  und  die  Zahlen  gx,  g3  bilden  ibre 
Charakteristik  (§  41,  7).    Aus  §  41,  8  folgt  also: 

I.  Die  Funktion:  ( 


1)  f(v\r)=  Ce-nyi^&i^ 


ist  eine  Thetafunktion  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (gl}  g3)\ 
und  jede  solche  Funktion  stellt  sich  in  dieser  Form  dar. 

Unter  alien  diesen  Funktionen  wollen  wir  eine  bestimmte 
herausgreifen,  namlich  diejenige,  bei  der  die  Abhangigkeit  der  Kon- 
stanten  C  von  r  so  festgelegt  ist,  daB  die  Funktion  der  partiellen 
Differ entialgleichung  (12)  von  §  42  gleichfalls  geniigt.    Um  die  dazu 

erforderliche  Rechnung  durchzufiihren,  bezeichnen  wir  mit        )  den 


partiellen  Differentialquotienten  von  &  nach  t,  gebildet  ohne  Riick- 
sicht  auf  eine  etwa  vorhandene  Abhangigkeit  des  Arguments  von  t, 

und  schreiben  &  fiir  &  lv  —  9l T  ~  93  j  ;  wir  haben  dann: 
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dv  [         ^1  d  v 


d2f 


Soli  also  die  erwahnte  Gleicbung  erfullt  sein,  so  muB  C  der 
wobnlicben  DifFerentialgleichung: 

geniigen,  mit  andern  Worten,  es  kann  sich  von 


71  I 


nur  durch  einen  auch  von  t  unabhangigen  Faktor  unterscheiden. 
Dieser  Faktor,  der  eventuell  noch  von  der  Charakteristik  abhangen 
kann,  wird  von  verschiedenen  Schriftstellern  verscbieden  gewahlt;  wir 
wollen  ibn  mit  Hermite  fur  alle  Cbarakteristiken  gleicb  1  annebmen. 

II.  Demgemafi  definieren  wir  die  Thetafunktion  erster  Ordnung  mit 
der  Charakteristik  (glf  g3)  vollstandig  durch  folgende  Gleichung: 

2)  &gi  ys  (v)  =  ~  V***)  &(v-  )  • 

Setzt  man  in  ibr  fur  die  fundamental  Tbetafunktion  ibre 
Reibenentwicklung,  so  erbalt  man: 


3) 


=  -  GO 


+  00 

—  e^k^i  9igz^ie7Ci^m  ~     9i)2  *  +  2  (m  -  */«  0i)  (»  +  Va  9s)  ] , 
m  =  —  oo 


Ersetzt  man  in  einer  solcben  Tbetafunktion  das  Argument  v 
durcb  v  —  ±  (y1  r  —  /3),  so  erbalt  man : 


4) 


Andrerseits  ist  aber  die  Tbetafunktion  mit  der  Charakteristik 
{9i  +n,  9s  +  r3): 
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i&gi  +  Yi,  g3  +  Ys(v) 
+  nnv  -  v*fe  +  yi)r]  #  ^  _  (^  +  rt)T-(^3  +  r8)j  f 

Vergleichung  von  (4)  und  (5)  giebt: 
III.  die  allgemeine  Verwandlungsformel: 

6)  K*  (•  -  = 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  ergeben  sich  eine  Beihe  von 
speziellen.  Zunachst  erhalt  man  fur  yx  =  —  g1}  yz  =  —  ys  die 
Formel: 

7)  &gi  gs  (v  +  )  =  e  -  *<  fc  [•  +  V*fc » -  V.  0a]  #o  Q  (*,), 

die  als  Umkehrung  von  (2)  angesehen  werden  kann;  ferner  far 
ri  =  2,   y3  =  0: 

und  fur  yY  =  0,   /3  =  2: 

9)  ^MKl)  =  r^^ft  +  2W. 

Es  ist  aber  zufolge  der  Definition  der  Thetafunktionen : 

<WV  -  *)  =  «»*,«*,-0*-T>#fcfc(t7) 

und: 

also  folgt  aus  (8)  und  (9): 

(Zu  diesen  Formeln  vergleiche  man  die  SchluBbemerkung  von  §  38.) 

Endlich  sei  noch  eine  Formel  erwahnt,  deren  Kichtigkeit  man 
direkt  aus  der  Definitionsformel  abliest,  wenn  man  beriicksichtigt, 
daB  die  fundamentale  Thetafunktion  eine  gerade  Funktion  ihres 
Arguments  ist  (§  42,  III);  namlich: 

12) 


§  45.  Haupteharakteristiken. 


I.  Als  „Hauptcharahteristikenil  bezeichnet  man  diejenigen,  deren 
Elemente  beide  den  Wert  0  oder  1  haben. 
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Zufolge  der  Gleichungen  §  44  (10),  (11)  giebt  es  deren  vier 
wesentlich  verschiedene,  namlich  auBer  der  fundamentalen  (0,  0)  noch 
die  drei  (0,  1),  (1,  0),  (1,  1).    Die  zugehorigen  Thetafunktionen  sind: 


1) 


2) 


+  GO 

_  ^  e 71 1  Cm2  x  +  2  m  (v  +  Va)] 

to  =  —  go 

+  qo 

==  1  -f  2]y(-  l)mAwmcos2ravrc; 

TO  =  1 

#1.  o  (v  I  T)  =  e  ~      ("  "  V4 T)  ^  (w  —  \  T  I  T) 

+  00 

=  2  * 77  i  ^m  ~ 1/2)2  t  +  2  (m  -  Vi) »] 


m  =  —  00 

GO 


=  2  2^(m  +  V2)2cos(2m  +  l)i;7r 

TO  =  0 


3) 


r  r 


^  1  [v  I  r)  =  e  ~  71 1  (v  ~  V**)  #  (u  +  J 

+  GO 

=  i^en  ^(m  -  Va)8*  +  2  (»»  -  7a)  («  +  7a)] 


-  GO 

+  GO 


2z'2(-  l)m^(m  + 1/2)2 sin (2m  ...+  l)vn. 


Da  man  mit  diesen  Funktionen  sehr  viel  zu  rechnen  hat,  ist 
eine  kiirzere  Bezeichnung  als  die  durch  Doppelindices  wiinschens- 
wert;  man  setzt  nach  Weieesteass: 

4)    *,,iW  =  #,w,  m<>)> 

und  bezeichnet  dann  wohl  auch  die  fundamentale  Thetafunktion  oder 
#,,,(»)  mit  &3(vy 

Wie  aus  ihrer  Definition  hervorgeht,  sind  (v)  und  &2  (v)  ebenso 
wie  &3  (v)  g  evade  Funktionen  ihres  Arguments;  &1  (v)  dagegen  ist  eine 
ungerade  Funktion. 

Ihrer  haufigen  Verwendung  wegen  lohnt  es  sich;  die  Formeln 
fur  die  Vermehrung  des  Arguments  um  halbe  oder  ganze  Perioden, 
die  sich  aus  §  44  ergeben,  fiir  diese  Funktionen  explicite  zusammen- 


1  Man  kann  den  hier  bei  &t  auftretenden  Faktor  i  in  die  allgemeinen 
Formeln  mit  hereinziehen,  wenn  man  in  §  44  (2)  den  auch  von  t  unabhangigen 
Faktor,  statt  ihn  mit  Hermite  =  1  zu  setzen,  mit  H.  Weber  =  e 1/2  71 1 9l  93  setzt, 
Dann  werden  aber  die  allgemeinen  Formeln  jenes  Paragraphen  weniger  einfach. 
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zustellen;  man  hat  dabei  auch  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  des- 
selben  zu  beachten.    Man  hat  zunachst: 


5) 


#0  {v  +  1)  =  &o  (v),  &0(v  +  t)  =  -  e-.**P*  +  r)  &q  {v)} 

^  (v  +  1)  =  -  ^  (»),  (U  +  T)  =  -  0  -  "i(2  V  +  7)  ^  (»), 

^2  (?  +  1)  =  -  ^2  to*  ^2  («  +  T)  =        ,-»«<*•  +  *)  ^  (v), 

#3  («+!)=  #3  (*,),  #3  («  +  t)  =     ,-»*<2«  +  ')  #3  (»}; 


ferner : 


7) 


8) 


#o     +  = 
A     +  = 

^2            «  -  #1 

#3  (»  +  *)  =  <W 

#Q  f|7  +  yj   =  »«  -  +  V**)  ^  (U), 

(v  +  y)  =   e +  V**)  #2  (t>). 


-  -l-j  ==  ?e-^K»  +  1/4*)#1  (»). 


§  46.   Ubergang  von  den  Sigma-  zu  den  Thetafunktionen. 

Zu  den  jACOBischen  Funktionen  gehoren  gemaB  ihrer  Definition 
auch  die  Sigmafunktionen.  Das  Hauptsignia  speziell  (§  20,  6.  7)  ist 
eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung,  mit  den  Perioden  I.  Art 
2  a?!,  2ft>3,  den  Perioden  II.  Art  2rjlt  2  rj3  und  den  Paranietern 
1,1.  Es  ist  also  eine  mit  &t  verwandte  Funktion  und  muB  folg- 
lich  mit  ^  durch  eine  Formel  verbunden  sein,  die  einen  Spezial- 
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fall  der  allgemeinen  Formel  §  41,  (8)  vorstellt.  Bestimmt  man  I 
und  fji  in  der  dort  angegebenen  Weise,  so  findet  man  fur  diesen 
Spezialfall: 


also: 


1)  au  =  Ce2"i    ^(1?)=  Ce2*^*^^). 

Die  Konstante  (7  laBt  sich  bestimmen,  'indem  man  beiderseits 
nach  u  differentiiert  und  dann  u  =  0  setzt;  man  erhalt  so: 

^}  <7M-  <#/(()) 

Ebenso  sind  die  Nebensigma  verwandt  zu  den  Thetafunktionen 
mit  den  drei  von  (1,  1)  verschiedenen  Hauptcharakteristiken.  Man 
erhalt  die  entsprecbenden  Formeln  auf  ganz  demselben  Wege  (nur 
da8  es  zur  Bestimmung  des  konstanten  Faktors  keiner  Differentiation 
bedarf),  namlich:1 

3) 

4)  . 

5)  •  ff3„  =  «2.^^|. 

An  diesen  Formeln  (2)  bis  (5)  ist  nocb  unbefriedigend,  da6  in 
ibnen  die  „Thetanullwerteu,  d.  b.  die  Werte  der  Thetafunktionen  und 
ihrer  Differ  entialquotienten  fur  den  Wert  0  des  Arguments,  vor- 
kommen,  die  man  nicht  als  bekannt  wird  ansehen  wollen,  wenn  man 
von  den  Sigma  aus  die  Theta  einfuhren  will.  Es  entsteht  daher 
die  Frage,  nach  welchem  Gesetze  diese  GroBen  von  den  elf  e2,  e3 
abhangen.  Man  kann  diese  Frage  auf  zwei  ganz  verschiedenen 
Wegen  beantworten:  entweder  durch  direkte  Umformung  der  un- 
endlichen  Produkte  der  §§  21  und  31  in  die  unendlichen  Keihen 
der  §§  42  und  45 ;  oder  durch  Umformung  der  partiellen  Differential- 
gleichung  §  42,  (12),  durch  die  der  von  u  unabhangige  Faktor  in 
den  Thetafunktionen  bestimmt  war.  Den  ersten  Weg  wollen  wir 
im  nachsten  Paragraphen  einschlagen,  den  zweiten  konnen  wir  erst 
spater  (§  59)  betreten. 


1  Die  Indices  der  Thetafunktionen  sind  modulo  4  genommen  je  um  eine 
Einheit  grofier  als  die  der  ihnen  entsprechenden  Sigmafunktionen. 
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§  47.  Darstellung  der  Thetafunktionen  durch  unendliche  Produkte. 

Da  die  Formeln  §  30,  (10),  (11)  und  §  45,  (6)  bis  (8)  den  Uber- 
gang  yon  jeder  Sigma-,  bezw.  Thetafunktion  zu  jeder  andern  durch 
Addition  halber  Perioden  gestatten,  so  geniigt  es,  wenn  wir  die  Um- 
formung  des  unendlichen  Produkts  in  die  unendliche  Reihe  fur  eine 
der  vier  Sigmafunktionen  durchfuhren.  Am  bequemsten  ist  es,  dazu 
die  Funktion  a2  u  zu  wahlen,  die  der  fundamentalen  Thetafunktion 
zugeordnet  ist.  Statt  des  unendlichen  Produkts  betrachten  wir  zu- 
nachst  das  endliche: 

i)  /;(*)  =  IK1  +  &<-1*W  +A»'-1^-a). 

V  =  1 

Dieses  Produkt  andert  seinen  Wert  nicht,  wenn  man  ^  mit  —  z 
vertauscht;  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z2  mit  positiven 
und  negativen  Exponenten  hat  also  die  Form: 


fjz)  =  A^)  +  A^(z2  +  *"2)  +  Af»(z*  +  z~±) 
+  ...  +  A^(z^+z-^). 


Von  den  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ist,  wie  man  direkt 
sieht,  der  letzte :  • 

3)  A{m)  =  h.h3.h5  .  .  .  A2m_1  =  hmm; 

fiir  die  tibrigen  leiten  wir  eine  Rekursionsformel  ab.  Die  einzelnen 
Faktoren  von  fm  (z)  vertauschen  sich  namlich  zum  groBten  Teil  unter- 
einander,  wenn  man  z  durch  hz  ersetzt;  es  fallen  nur  1  +  hz2  und 
1  -f-  h2m-1z~2  weg  un(j  i  _j_  ^2 m  + 1  zi  ^  sowie  i  -j-  h'1  z~2  kommen 
neu  hinzu,  sodaB  man  die  Gleichung  erhalt: 

l^tlZ)~    (1+/,2--^-2)(l+^2)  m*j 

oder: 

4)  (h*~+hz*)fm{kz)  =  (1  +  h*"*>*i*)f9{z). 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen 
von  z  und  vergleicht  die  Koeffizienten  von  z2k,  so  erhalt  man  die 
gesuchte  Rekursionsformel : 

Jc       1  fc       1  ft  — 1 

oder: 

Burkhakdt,  FunktioBen.    II.  8 
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t   ^  1        h2m +2k 

Sie  liefert  der  Eeihe  nach: 


6) 


^  W   _  ^  W     =  A(m  -  1).  Lz_^_ 

to-1        /^-l(l_^2)      m  X_A2 

.4 


2       ^TO-3(l-^4)  (1  -/*2)(l  -h4) 

u.  s.  w.;  endlich: 

jm^.  (t-h^)(l-h±m-2)...(i-h2m  +  2) 
°  (i-^2)(i-/>4)...(i-^2m) 
Diese  Formeln  zeigen,  daB  man  eine  etwas  einfachere  Entwick- 
lung  fur  die  Funktion: 

w 

V  =  1 

erhalt;  setzt  man  namlich: 


k  =  I 

so  wird: 

TO  TO  2  TO 

9)  «<•> = A-»4"n(i  -  a2')  =  n  (i  -  ^.na  -  <*2r)> 

V  =  1  V  =  TO  — fe  +  l  Vf=TO  +  fc+l 

2m 

10)  vm)  =  n  c1  -  ^2v)- 

V  =  TO  +  1 

Fiir  den  absoluten  Betrag  dieser  Koeffizienten  konnen  wir  leicht 
eine  obere  Grenze  angeben;  denn  da  das  unendliche  Produkt 


(§  32,  6)  unbedingt  konvergiert,  jedes  der  Produkte  aber  nur 
einen  Teil  der  Faktoren  dieses  unendlichen  Produkts  enthalt,  so 
folgt,  daB  fiir  alle  Werte  der  Indices  k,  m: 

11)  |j"J*[<.«-ft(»  +  l*IV) 

V  =  1 

ist.  Man  erkennt  auch,  da8  man  fiir  jeden  gegebenen  Wert  des 
Index  k  und  jede  gegebene  GroBe  6  if  so  bestimmen  kann,  daB: 

12)  |  -  1  |  <  6 
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wird,  sobald  m  >  M  ist.  Andererseits  haben  wir  aber  in  §  42  ge- 
sehen,  daB  die  unendliche  Reihe: 

13)  F(z)  =  1  +  j£***'(ar2*  +  z~2k) 

k  =  1 

unbedingt  konvergiert,  infolgedessen  kann  man,  wenn  irgend  eine 
positive  GroBe  e  gegeben  ist,  K  so  bestimmen,  daB: 

13a)  ^\h™{z2k  +  z~2k)\  <e 

k  =  K  +  l 

wird.    Wegen  (11)  wird  dann  auch: 

14)  2l«im)/*fcfcf*2fc  +  z~2k)\  <  as. 

(Natiirlich  hat  diese  Ungleichung  nur  fur  m  >  K  eine  Bedeutung.) 
Nachdem  so  K  festgelegt  ist,  konnen  wir  M  so  wahlen,  daB  die  Un- 
gleichung (12)  fur  m  >  M  und  fur  alle  k  ^iTbesteht.  Also  konnen 
wir  M  auch  so  groB  wahlen,  daB  die  Ungleichung: 

15)  SK«iW)-  l)A**(*2*  +  **-2*).|  <  « 

7c  =  0 

fur  alle  my  M  stattfindet.   Dann  folgt  aus  (13  a),  (14)  und  (15),  daB: 

16)  \F(z)-<fJz)\<z{2  +  a) 

wird,  sobald  m  >  M  ist;  und  zwar  geht  aus  der  Ableitung  selbst 
hervor,  daB  man  es  so  einrichten  kann,  daB  diese  Ungleichung  in 
irgend  einem  Bereiche  der  Variabeln  h  und  z  besteht,  der  ganz  im 
lnnern  des  Konvergenzbereichs  der  Reihe  (13)  liegt.  Diese  Ungleichung 
(16)  sagt  also  aus,  daB  die  Funktion  q>m(z)  mit  wachsendem  m  in 
jedem  solchen  Bereiche  gleichinaBig  gegen  die  Funktion  F{z)  kon- 
vergiert.  Halt  man  andererseits  die  Gleichung  (7)  mit  der  Glei- 
chung  (1)  zusammen,  so  sieht  man,  daB  cpmiz)  nichts  anderes  ist, 
als  das  Produkt  der  ersten  m  Faktoren  des  unendlichen  Produkts: 

JJ{(1  _  h2v){l  +  A2*-1**)^  +  h2v~  1z~2)\. 

V  =  1 

Es  folgt  also,  daB  dieses  Produkt  unbedingt  und  gleichmaBig  kon- 
vergiert  (wie  wir  tibrigens  schon  aus  §  31  wissen)  und  daB  sein 
Wert  identisch  ist  mit  dem  der  unendlichen  Reihe  F(z).  Durch  das 
Produkt  haben  wir  in  §  31  die  Funktion  d2u,  durch  die  Reihe  in 
§  42  die  Funktion  &3(v)  dargestellt;  das  Resultat  der  Untersuchungen 
dieses  Paragraphen  ist  also  die  Gleichung: 

8* 
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17)  &8(v)  =  e~2*»i+  J{(1  -  h2")\J(l  +  h2v  ~  1fa2  u 

v  —  1  V  =  1 


oder  mit  Kiicksicht  auf  §  32,  (23): 


4  


Durch  Vermehrung  der  Argumente  um  Halbperioden  lassen  sich 
aus  dieser  Gleichung  drei  andere  ableiten,  die  die  drei  andern  Theta 
mit  den  drei  andern  Sigma  in  Beziehung  setzen;  namlich: 


1 9)  r^0  (v)  =  ]  /  e  ~  2  *  "I  *  o-3  u , 


20)  &2(v)  =  ]/^P~  v  _  /3e-2^^v2(>1  u, 


'2<B, 

|/e2  -  ex 

71 

-Vi 

4  

'2  0)! 

|/e2  -  e3 

71 

—  i 

'2.CB! 
71 

8   

21)  =  i/^-  y©<f-2^»i^<7M 


(Am  einfachsten  erhalt  man  diese  Gleichungen  aus  (17),  wenn  man 
zunachst  die  in  §  30  mit  T  bezeichneten  Funktionen  statt  der  a 
einfiihrt.) 

Was  die  Werte  der  in  diesen  Formeln  auftretenden  Wurzel- 
groBen  betrifft,  so  kann  fur  ]/2  ojjr  ein  beliebiger  Wert  gewahlt 
werden;  unter  den  vierten  Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
dann  diejenigen  Werte  zu  verstehen,  die  sich  fur  diesen  Wert  von 
"|/ 2     /  7T  aus  den  Gleicbungen  (23)  von  §  32  ergeben. 


§  48.  Thetarelationen. 

Zwischen  den  Tbetafunktionen  mit  Hauptcbarakteristiken  be- 
stehen  Relationen,  die  wir  mit  Hilfe  ihrer  Ausdriicke  durch  die 
Sigmafunktionen  aus  den  zwischen  diesen  bestehenden  erhalten 
konnten.  Wir  konnen  sie  aber  auch  aus  der  Theorie  der  Theta- 
funktionen  selbst  ableiten,  und  zwar  aus  dem  HEEMiTEschen  Satz 
(§  40).  Denn  das  Produkt  aus  einer  Thetafunktion  mter  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  (g1}  gs)  und  einer  Thetafunktion  nter  Ordnung 
mit  der  Charakteristik'  (hv  h3)  ist  eine  Thetafunktion  (m  +  n)tGT  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  (g1  +  hv  g3  -f  h3).  Da  man  nun,  ab- 
gesehen  von  den  niedersten  Fallen,  mehr  als  m  +  n  solche  Produkte 
mit  derselben  Charakteristik  bilden  kann,  so  lehrt  der  HEEMiTEsche 
Satz  die  Existenz  linearer  Relationen  zwischen  ihnen  kennen.  Die 


§  48.  Thetarelationen. 
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Koeffizienten  dieser  Eelationen  lassen  sich  dann  a  posteriori  dadurch 
bestinimen,  daB  man  in  der  zunachst  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
angesetzten  Kelation  der  Variabeln  nacheinander  eine  geniigende 
Anzahl  geeigneter  spezieller  Werte  beilegt  und  die  Koeffizienten 
aus  den  so  entstehenden,  in  Bezug  auf  sie  linearen  Gleichungen 
berechnet. 

Fiir  den  Fall  m  +  n  =  1  erhalten  wir  noch  keine  solchen  Rela- 
tionen;  denn  es  giebt  zn  jeder  Charakteristik  nur  eine  Thetafunktion 
erster  Ordnung.  Auch  der  Fall  m  -f  n  =  2  liefert  noch  keine  Rela- 
tionen, wenn  die  Charakteristik  (g1  +  hlt  gz  +  h3)  von  (0,  0)  ver- 
schieden  ist.  Denn  jede  von  (0,  0)  verschiedene  Charakteristik  laBt 
sich  nur  auf  zwei  Arten  als  Summe  zweier  Hauptcharakteristiken 
darstellen  (z.  B.  (0,  1)  =  (0,  0)  +  (0,  1)  =  (1,  0)  +  (l,  1)  (mod.  2)); 
und  die  zugehorigen  Produkte  stehen,  wie  man  aus  ihren  Nullpunkten 
sieht,  zu  einander  nicht  in  konstantem  Verhaltnis.  Dagegen  laBt 
sich  (0,  0)  auf  vier  verschiedene  Arten  als  Summe  zweier  Haupt- 
charakteristiken darstellen : 


Daraus  folgt,  daB  die  Quadrate  der  vier  Thetafunktionen  als  Theta- 
funktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,  0)  angesehen 
werden  konnen;  es  konnen  also  hochstens  zwei  von  ihnen  linear 
unabhangig  sein.  Man  sieht  aber  sofort,  daB  irgend  zwei  von  ihnen 
wirklich  linear  unabhangig  sind.  Denn  wiirde  zwischen  zwei  Theta- 
quadraten  eine  homogene  lineare  Relation  mit  von  v  unabhangigen 
Koeffizienten  bestehen,  so  wiirde  daraus  eine  ebensolche  Relation 
zwischen  den  betreffenden  Thetafunktionen  selbst  folgen.  Eine  solche 
kann  aber  nicht  existieren,  da  sie  verschiedene  Charakteristiken 
haben,  also  verschiedenen  Funktionalgleichungen  geniigen.  Durch 
zwei  beliebige  der  vier  Thetaquadrate  miissen  sich  also  die  beiden 
andern  linear  und  homogen  ausdriicken  lassen,  mit  andern  Worten, 
es  miissen  zwei  Relationen  der  folgenden  Form  bestehen: 


Setzt  man  in  diesen  Relationen  v  =  0  und  schreibt,  wie  es 
iiblich  ist,  &a  fiir  #a(0),  so  findet  man: 


(0,  0)  =  (0,  0)  +  (0,  0) 


(0,  1)  +  (0,  1) 

(1,  1)  +  (1,  1)    (mod.  2). 


(1,  0)  +  (1,  0) 


V  (»)-=«•  *o*  to +  (»)■ 
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setzt  man  aber  v  =  \  t  und  berucksichtigt  die  Gleichungen  §  45,  1, 
so  findet  man: 

ft  2  =  —  c  ft  2  ft  2  =  —  c  ft  2 

^3    —         L2  U  0  ?  u  2    —  4  1  1  ' 

Die  Relationen  lauten  also: 

1)  A  =  &*  ,<VM  -  *V  V M  +  #,*  *,2(")  =  0, 

2)  B=  #*  -  «V  «VM  +  <V  -VW  =  0. 

Fiir  die  Bedeutung  dieser  Formeln  ist  es  wesentlich,  daB  ihre 
Koeffizienten  nicht  Null  sein  konnen.    Es  gilt  namlich  der  Satz: 

I.  Fur  keinen  der  Bedingung  IV  von  §  14  genugenden  Wert  von  r 
kann  einer  der  drei  Thetanullwerte  den  Wert  Null  annehmen. 

Denn  ware  einer  dieser  Werte  gleieh  Null,  so  wiirde  die  zu- 
gehorige  Thetafunktion  fiir  v  =  0  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
werden;  denn  sie  ist  nach  §  44  (12)  eine  gerade  Funktion,  also 
#'(0)  =  0.   Das  stiinde  aber  mit  Satz  IV  von  §  37  im  Widerspruch. 

Ubrigens  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (2),  wenn  wir  in  ihr 
t  —  \  setzen  und  die  Gleichungen  (6)  von  §  45  benutzen,  eine 
Relation  zwischen  den  Thetanullwerten,  namlich: 

3)  &3*  =  &0*  +  &t*. 

Die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  durchgefiihrten  Uberlegungen 
liefern  auBer  den  Relationen  (1)  und  (2)  noch  eine  groBe  Menge 
weiterer;  man  kann  sich  aber  auf  folgendem  Wege  iiberzeugen,  daB 
alle  diese  Relationen  bereits  aus  (1)  und  (2)  folgen.  Zur  Ab- 
kurzung  werde: 

4)  ^0(v)  =  x,      #iM^*i  &M~*» 
gesetzt;  ferner: 

^  =  a      ^  =  ft- 

es  wird  dann  identisch  (d.  h.  auch  wenn  man  x,  y,  z,  w  als  voneinander 
unabhangig  veranderliche  GroBen,  betrachtet): 

z2~ft0-2A  +  v2z2-p2y2, 

w2~ft0~2B  +  (32x2  -  v2y2. 

Infolgedessen  kann  man  jede  homogene  rationale  ganze  Funktion 
der  vier  Variabeln  x,  y,  z,  w  durch  identische  Umformung  auf  die 
Form  bringen: 

5)  F-M^A-ir  M2  £  +  f1+zf2+  wf3  +  ivzf,, 
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in  der  Mx  und  M2  homogene  Funktionen  aller  vier  Variabeln,  fv 
f2,  f3,  fa  aber  solche  Funktionen  von  x  und  y  allein  bedeuten. 
Wenn  nun  eine  solche  Funktion  die  Eigenschaft  hat,  Null  zu  werden, 
sobald  man  fur  die  x,  y,  z,  w  die  Werte  (4)  setzt,  so  muB  auch  die 
Summe  der  vier  letzten  Glieder  in  (5)  fur  sich  Null  werden.  Das 
ist  aber  nur  moglich,  wenn  sie  identisch  Null  ist.  Denn  jedes  Glied 
dieser  Summe  hat  eine  andere  Charakteristik,  muBte  also  fur  sich 
Null  sein;  und  das  ist  nicht  moglich,  da  zwischen  &0(v)  und  ^(v) 
allein  keine  homogene  Eelation  besteht.    Also  folgt: 

II.  Jede  homogene  Funktion  von  vier  Variabeln,  die  Null  wird, 
wenn  man  diese  vier  Variabeln  durch  die  vier  Thetafunktionen  mit 
Hauptcharakteristiken  ersetzt,  lafit  sich  durch  identische  Umformung  in 
die  Gestalt  M1  A  -f  M%  B  setzen; 

und  daraus: 

III.  Jede  homogene  Relation  zwischen  den  vier  Thetafunktionen  ist 
eine  Folge  der  Relationen  (1)  und  (2 ). 

Andere  als  homogene  Relationen  konnen  zwischen  den  Theta- 
funktionen nicht  bestehen.  Denn  homogene  ganze  Funktionen  der 
Thetafunktionen  von  verschiedenen  Dimensionen  sind  Thetafunktionen 
von  verschiedener  Ordnung,  konnen  sich  also  nicht  gegeneinander 
wegheben. 

§  49.   Additionstheoreme  der  Thetafunktionen. 

Aus  den  in  §  35  behandelten  Additionstheoremen  der  Sigma- 
funktionen  ergeben  sich  unter  Benutzung  der  Formeln  (17)  bis  (21) 
von  §  47  entsprechende  Theoreme  fur  die  Thetafunktionen.  Aus 
der  Theorie  dieser  letzteren  selbst  erhalt  man  dieselben  Theoreme 
durch  folgende  Uberlegungen : 

I.  Die  Produkte  &gi  gz  (u  -{-  v)  &gi  gs  (u  —  v)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (0,  0);  sie  lassen  sich  also  linear  durch  irgend  zwei  Theta- 
quadrate  ausdriicken.  Die  Koeftizienten  dieser  Ausdriicke  sind 
Funktionen  von  v;  man  bestimmt  sie,  indem  man  fur  u  nacheinander 
zwei  geeignete  Halbperioclen  setzt.   Setzt  man  z.  B.  in  der  Relation: 

x%  (u  +  1?)  #8  (u  -  v)  =  A  (i?)  ,9-8 \u)  +  B{v)  ^2(w) 

u  =  0,  so  wird  &-.(u)  =  0  und  man  erhalt  A;  setzt  man  u  — 
so  wird  &3{u)  =  0  und  man  erhalt  B.    So  findet  man: 

i)  +  v)&3(u  -  v)  =  tVM*32M  -  «V(«)  >V(4 
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II.  Die  Produkte  &gi  gz  [u  +  v)  &hi  h  (u  —  v)  sind  als  Funktionen 
von  u  betrachtet,  Thetafunktionen  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik  (g1  -f  hY ,  g3  +  h3).  J edes  solche  Produkt  laBt  sich  also  durch 
zwei  Produkte  zweier  Thetafunktionen  von  u  allein  ausdriicken,  mit 
Koeffizienten,  die  noch  von  v  abhangen,  z.  B.: 

&3(u  +  t,)  &t(u  -v)  =  A(v)r%(u)&2(u)  +  #(1^  («)#,(«> 
Setzt  man  hier     =  0  oder  =  ^4^,  so  findet  man  v4;  setzt  man 

a 

u  =  \  oder  u  —  ~,  so  findet  man  B.    Das  Resultat  ist: 

2)  (      #0  #2  #3  (*  +  »)  #1  («  -  4  -  #0  («)  ^2  M  #1  W  #8  W 

§  50.   Die  Differentialgleichungen  der  Thetaquotienten. 

DaB  die  Quotienten  je  zweier  Thetafunktionen  algebraischen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  geniigen, 
in  denen  die  unabhangige  Variable  explicite  nicht  vorkommt,  folgt 
aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  Sigmaquotienten  (§  34). 
Aus  der  Theorie  der  Thetafunktionen  selbst  gewinnt  man  diese  Glei- 
chungen  durch  folgende  Uberlegungen : 

Der  Differential  quotient  einer  jACOBischen  Funktion  nach  dem 
Argument  ist  selbst  keine  JACOBische  Funktion,  sondern  verhalt 
sich  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  so,  wie  es  in 
§  37  (10),  (11)  angegeben  ist.  Jene  Gleichungen  selbst  zeigen  aber, 
daB  die  Determinante: 

.    Z>(«)2>'(a)  -  T2(u)T^(u)  . 

eine  JACOBische  Funktion  ist,  wenn  Tx  und  T2  irgend  zwei  JACOBische 
Funktionen  mit  denselben  Perioden  L  und  II.  Art  sind.  Insbesondere 
ist  die  Determinante: 

1 )  «\  „  (•)  »\  K  («)  -  K  «  (»)  »'Sl  H  (v) 

(in  der  die  Accente  Differentiationen  nach  v  bedeuten)  eine  Theta- 
funktion  zweiter  Ordnung  der  Charakteristik  g1  -f-  g3 ,  \  +  h3).  Als 
solche  laBt  sie  sich  (vgL  §  49,  II)  linear  und  homogen  durch  zwei 
Produkte  je  zweier  Thetafunktionen  ausdriicken;  und  da  sie  ent- 
weder  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion  von  v  ist,  so 
kann  von  diesen  beiden  Produkten  nur  das  eine  auftreten.  So  er- 
halt  man  z.  B.: 
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2)  -  *iW  *o»  =       *•(»)  *•(•) 

oder: 

Der  hier  auftretende  von  v  unabhangige  Faktor  laBt  sich  ver- 
einfachen,  wenn  man  die  in  §  47  aus  der  Theorie  der  Sigmafunk- 
tionen  abgeleiteten  Ausdriicke  der  Thetanullwerte  benutzt.  Unab- 
hangig  yon  dieser  Theorie  laBt  sich  eine  solche  Vereinfachung  durch 
folgende  Uberlegungen  erzielen: 

Differentiieren  wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  noch 
zweimal  nach  v,  so  erhalten  wir: 

»M*im®  +  *a>WM  -  <VWM  -  <V"(»)A(») 

und  wenn  wir  hierin  u  =  0  setzen: 

^3 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  vermoge  §  42,  (12)  zwei 
Differentiationen  nach  v  durch  eine  solche  nach  t,  so  geht  sie  iiber  in: 

•      dlog^'  =  dlog(a0#a3-,) 

Es  muB  also: 

4)  ^~*4b4fc«i 

sein,  wo  (7  eine  auch  von  r  unabhangige  Konstante  bedeutet.  Durch 
Vergleichung  der  Anfangsglieder  der  Reihenentwicklungen  nach 
Potenzen  von  h  findet  man: 

5)  C  =  n. 

§  51.   Partialbruchzerlegung  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art 
von  positiver  Ordnungszahl. 

Nachdem  wir  nunmehr  die  Theorie  der  jABOBischen  Funktionen 
zu  einem  gewissen  AbschluB  gebracht  haben,  kehren  wir  wieder  zur 
allgemeinen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  III.  Art  zurlick 
indem  wir  zunachst  den  Satz  beweisen: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  lafit  sich  als  Quotient  zweier 
JAGOBischen  Funktionen  darstellen. 
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Denn:  wir  konnen  immer  eine  JACOBische  Funktion  ntev  Ordnung 
mit  denselben  Perioden  I,  und  II.  Art  wie  die  vorgelegte  Funktion 
bilden,  die  in  alien  Polen  der  vorgelegten  Funktion  Null  wird; 
namlich,  wenn  t(u)  eine  JACOBische  Funktion  1.  Ordnung  mit  diesen 
Perioden  und  der  Charakteristik  (1,  1)  bedeutet  und  bY,  b2  .  .  .  bm 
die  Pole  sind,  das  Produkt: 

1)  t{u-bl)t(u-b2)...t{u-bm). 

Das  Produkt .  aus  dieser  Funktion  in  die  gegebene  ist  dann  nach 
§  37,  V  ebenfalls  eine  elliptische  Funktion  III.  Art,  und  zwar,  da 
sie  keine  Pole  mehr  hat,  eine  JACOBische  Funktion,  w.  z.  b.  w. 

Wenn  wir  auch  die  im  Zahler  stehende  JACOBische  Funktion 
in  der  Form  (1)  darstellen,  erhalten  wir  eine  Darstellung  der  ellip- 
tischen  Funktionen  III.  Art  als  Quotienten  von  Produkten  von 
jACOBischen  Funktionen  I.  Ordnung,  von  der  die  in  §  22,  II  und 
§28,  VII  gelehrten  Darstellungen  der  elliptischen  Funktionen  I.  und 
II.  Art  spezielle  Falle  sind.- 

Andererseits  gelangen  wir  auch  zu  einer  Partialbruchzerlegung 
der  elliptischen  Funktionen  III.  Art  durch  eine  Verallgemeinerung 
der  Untersuchung  von  §  43.  Bezeichnen  wir  die  Funktion  z 2  a  mit 
%(z),  so  sagt  die  Gleichung  (5)  jenes  Paragraphen  aus:  die  Funktion: 

2)  .         Qn{z)  =  +^hnP2z2nPx(hPz) 

p  —  —  GO 

hat  die  Eigenschaft,  dafi: 

f  +  00 

®n  (h  Z)  =  2  h  ni>2  +  z2nPX{hP  +  1  Z) 

p  =  —  00 

3)  ■   =  '^Jln(p-l)*  +  2n(p-l)  z2n(P-l)z^p  zj 

p  =  —  oo 

=  h-nz-2n0n{z). 

ist.  Wie  man  sieht,  ist  diese  Eigenschaft  einer  Summe  der  Form  (2) 
von  der  speziellen  Natur  der  Funktion  %  ganz  unabhangig;  der 
Beweis  setzt  von  ihr  nichts  weiter  voraus,  als  daB  sie  eindeutig  und 
so  beschaffen  ist,  daB  die  Reihe  konvergiert.  Das  letztere  ist  sicher 
dann  der  Fall,  wenn  man  sowohl  fur  lim  z  =  0,  als  fiir  lim  z  =  oo 
je  eine  Zahl  M  und  einen  Exponenten  r  so  bestimmen  kann,  daB: 

4)  lim  *^1  =  M 
ist.    Denn  dann  ist: 
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lim  =  iTf 

i>=  +  ao  X(.hpz) 

der  Quotient  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  der  Reihe  kon- 
vergiert  also,  wenn  n  positiv  ist,  gegen  Null;  und  fiir  \\mp  =  —  oo 
gilt  entsprechendes. 

Insbesondere  ist  diese  Bedingung  erfiillt  fiir  jede  rationale 
Funktion.  Verstehen  wir  unter  %  (z)  eine  solche  Funktion,  die  zu- 
gleich  eine  gerade  Funktion  von  z  ist,  also  eine  rationale  Funktion 
von  z2,  /  (z)  =  X\  (z2)>  so  stellt  die  Reihe  (2)  eine  mit  der  fundamen- 
talen  Thetafunktion  gleichandrige  Funktion  von  v  dar,  die  iiberall 
bis  auf  Pole  regular  ist;  jeder  Pol  der  rationalen  Funktion  X\  giebt 
namlich  zu  einem  Pol  dieser  Funktion  in  jedem  Periodenparallelo- 
gramm  Veranlassung.  Wir  werden  also  insbesondere  eine  Funktion 
dieser  Art  erhalten,  die  in  jedem  Periodenparallelogramm  nur  einen 
und  zwar  einfachen  Pol  hat,  wenn  wir  fiir  %(z)  eine  gebrochene 
Funktion  ersten  Grades  nehmen.  So  werden  wir  dazu  gefiihrt,  als 
Elementarfunktion  III.  Art  die  folgende  zu  benutzen: 

5)  F(u,  w)  =  ^  2*"'"^"  > 

cot  p=-cc  h  p  x2  -  t 

inclem  wir  namlich,  ebenso  wie: 

6)  e  2c°i  =  z,     auch  e        =  £ 

setzen.  Diese  Funktion,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  geniigt  den 
Funktionalgleichungen  §  43,  (1),  (3);  sie  hat  die  Punkte: 

it  =  iv  -J-  2  kx  co1  +  2  ks  co3 

zu  einfachen  Polen.  In  den  Punkten  u  =  w  +  2  kx  coXJ  z2  —  £2  ist 
ihr  Residuum,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  z2  betrachtet: 

da  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes: 

z2  _  -2  =  £2  fa  _  w\  +   .  m  t 

ist,  so  folgt,  daB  sie,  als  Funktion  von  u  betrachtet,  in  einem 
solchen  Punkt  das  Residuum  1  hat.   In  den  Punkten  u  =  w  +  2  kx 
-\-2k3co3,  z2  =  h2ks£2  hat  sie  als  Funktion  von  z2  das  Residuum: 

!LL  Ji  n  Jcs  (ks  -  2)  £  -  2  n  1%  +  2 

CO, 
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{h2px*  -  :2)2 


also  als  Funktion  von  u  betrachtet,  das  Eesiduum: 

7j  hn***  £~2nk*. 

Da  diese  Residuen  jedenfalls  endlich  und  von  Null  verschieden 
sind,  so  kann  man  durch  Differentiation  von  F(u,  w)  nach  dem 
zweiten  Argument,  das  in  den  Funktion algleichungen  sonst  nicht  vor- 
kommt,  Funktionen  erhalten,  die  denselben  Funktionalgleichungen 
geniigen  und  die  im  Periodenparallelogramm  auch  nur  an  je  einer 
Stelle,  an  dieser  aber  bezw.  von  der  zweiten,  dritten  ....  Ordnung 
unendlich  groB  werden.    Z.  B.  ist  die  erste  dieser  Funktionen: 

8)        lIL  =  i!iF+(^y  ^W*2 

6  w         wx  \  co1  j  P  =  -cc 

Nun  gilt  der  Satz: 

II.  Aus  diesen  Funktionen  und  den  Funktionen  (pa{v)  von  §  43  laftt 
sick  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III  Art  von  u  mit  positiver 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,  0)  linear  und  homogen  mit 
von  u  unabh'dngigen  Koeffizienten  zusammensetzen. 

Denn  man  kann  aus  diesen  F(u)  und  ihren  Ableitungen  immer 
eine  Funktion  bilden,  die  an  denselben  Punkten  des  fundamentalen 
Periodenparallelogramms  und  in  derselben  Weise  unendlich  groB 
wird,  wie  die  vorgelegte;  die  Differenz  zwischen  beiden  Funktionen 
ist  dann  eine  Thetafunktion  7?,ter  Ordnung  der  Charakteristik  (0,  0), 
also  nach  §  43  eine  lineare  Yerbindung  der  cpa.  • 

Setzt  man  fur  die  F  und  die  cp  die  sie  darstellenden  Reihen 
und  faBt  entsprechende  Glieder  dieser  Reihen  zu  je  einem  zusammen, 
so  erhalt  man  jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III.  Art  der  Charak- 
teristik (0,  0)  dargestellt  durch  eine  Reihe  der  Form  (2),  in  der  /  eine 
rationale  Funktion  von  z  ist. 


§  52.    Eigenschaften  der  Elementarfunktion  III.  Art  als  Funktion 
ihres  zweiten  Arguments;  Partialbruchzerlegung  der  elliptischen 
Funktionen  III.  Art  von  negativer  Ordnungszahl. 

Die  Funktion  F(u,  w)  ist  bei  gegebenem  u  nach  I,  §  50,  I  eine 
eindeutige  analytische  Funktion  ihres  zweiten  Arguments  w,  die  fur 
alle  endlichen  Werte  von  w  sich  regular  verhalt  mit  Ausnahme  der- 
jenigen,  fur  welche  J2  gleich  einem  der  Werte  von  h2?  z2  wird,  d.  h. 
mit  Ausnahme  der  Werte: 

1)      w  =  u  +  2  k^^  +  2k3a>3         (kv  k3  =  0,  ±  I,  ±  2  .  .  .). 
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In  diesen  Punkten  hat  sie  Pole  erster  Ordnung ;  die  zugehdrigen 
Residuen  sind,  wenn  man  sie  als  Funktion  von  J2  betrachtet: 

711  finhs2  z2nl;3  fonkz 

also  wenn  man  sie  als  Funktion  von  w  betrachtet  (da-^-  =  —  t2  ist) 

v      dw       Wi  ' 

=  hn  fc32  z  2'.nk3. 

Vermehrt  man  w  urn  2wlf  so  bleibt  £2  ungeandert,  man 
hat  also: 

3)  F(u,  w  +  2  coj  =  F(u,  to). 

Vermehrt  man  aber  w  urn  2  co3,  so  geht  £2  in  h2^2  liber;  man 
erhalt  also  zunachst: 


w,  »=-co  A  * 


(olP=-cc  h  p 

oder  wenn  man  den  Summationsbuchstaben  p  durch  p  +  1  ersetzt: 

Man  erhalt  also: 
i^w,  w;  +  2  <o3)  —  hn£2n(F(u,  w) 

in      +co  / ■  2«j>    2n  _  v2« 
2(0,^^00  'A    n  Z2  —  £2 

=  1H    :*£llnp*  +  nz2np  j(^2  p  z?y  -  1  £2  +  (£2*  -  2  £4  £2«J^ 

1      =  -  GO 

oder  mit  Beriicksichtigung  von  §  43  (5): 

Die  einzelne  Funktion  F(u,  w)  ist  also,  als  Funktion  ihres  zweiten 
Elements  betrachtet,  keine  elliptische  Funktion  III.  Art;  aber  eine 
Summe  solcher  Funktionen  kann  eine  elliptische  Funktion  III.  Art 
sein.    Es  gilt  namlich  der  Satz: 

I.  Die  Summe: 

k 

ist  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  von  w,  mit  der  negativen  Ordnungs- 
zahl  —  n,  wenn  die  Koeffizienten  Ah  den  n  JRelationen  genugen: 
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6) 


2  A  % 


k 


=  0 


(a  =  0,  1,  2  .  % . 


w  —  1). 


In  diesen  Eelationen  sind  die  Ak  die  Residuen  der  Fimktion  in  den 
Polen  ur 

Man  iiberzeugt  sich  nun,  dafi  in  jeder  reduzierten  elliptischen 
Funktion  III.  Art  mit  negative!*  Ordnungszahl  und  der  Charak- 
teristik  (0,  0)  die  Eesiduen  solchen  Relationen  genugen  miissen. 
1st  namlich  0(u)  eine  solche  Funktion  von  der  Ordnungszahl  —  n, 
cpa{uj2co^)  eine  der  Funktionen  des  §  43,  so  ist  das  Produkt  <l>(pa 
eine  elliptische  Funktion  I.  Art,  fur  die  eine  der  Gleichungen  (6) 
den  Satz  von  der  Summe  der  Residuen  (§  14)  ausdriickt. 

Andererseits  muB  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  von  nega- 
tiver  Ordnungszahl,  die  keine  Pole  hat,  notwendig  identisch  Null  sein. 

Aus  diesen  beiden  Thatsachen  folgt: 

II.  Jede  reduzierte  elliptische  Funktion  III.  Art  von  negativer 
Ordnungszahl  und  der  Charakteristik  (0,0)  lafit  sich  in  der  Form  (5) 
darstellen. 

Auf  Grund  der  Satze  §  37,  VII  und  §  39,  IV  lassen  sich  die 
Satze  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  auf  beliebige 
elliptische  Funktionen  III.  Art  iibertragen. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 

Das  Umkehrproblem. 
§  53.  Allgemeine  Grundlagen  fur  die  Losung  des  Umkehrproblems. 


INunmehr  konnen  wir  die  am  Schlusse  des  ersten  Abschnitts 
fallen  gelassene  Fragestellung  wiedef  aufnehmen.  Wir  denken  uns 
eine  zweiblattrige  RiEMANNSche  Flache  mit  vier  willkiirlich  an- 
genommenen  Verzweigungspunkten  vorgelegt  und  fragen,  ob  es  stets 
moglich  ist,  die  auf  dieser  Flache  eindeutigen  algebraischen  Funk- 
tionen von  z,  insbesondere  z  selbst  und  ^f(z),  als  elliptische  Funk- 
tionen (I.  Art)  des  Wertes  darzustellen,  den  das  zu  der  Flache  ge- 
horende  Integral  1.  Grades  im  Punkte  z  annimmt. 
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Wir  denken  uns  wieder  die  vorgelegte  Flache  durch  geeignete 
Ruckkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende  verwandelt; 
dann  mussen  wir  vor  allem  untersuchen,  ob  die  Periodicitatsmoduln 
des  Integrals: 

"h  —  C  d% 

U~JV7J*) 

an  diesen  Querschnitten  nicht  etwa  ein  reelles  Verhaltnis  zu  einander 
haben.  Dazu  bedienen  wir  uns  des  I,  §  35,  VII  bewiesenen  Hilfs- 
satzes.    Setzen  wir  namlich: 

2)  u  ===  v  +  iw, 

wo  also  v  und  w  reelle  GroBen  bedeuten  sollen,  so  konnen  wir  den 
Wert  des  Integrals  fvdw,  genommen  urn  die  gesamte  Begrenzung 
der  durch  die  Ruckkehrschnitte  einfach  zusammenhangend  gemachten 
EiEMANNSchen  Flache,  folgendermaBen  durch  die  reellen  und  rein 
imaginaren  Bestandteile  der  Periodicitatsmoduln  von  u  ausdriicken. 

Wir  haben  in  §  4  bereits  festgesetzt,  der  positive  Sinn  der 
Querschnitte  A,  B  solle  so  gewahlt  werden,  daB  A  den  B  von  links 
nach  rechts  uberschreitet.  Sind  dann  ax  +  a2  i  und  bY  -j-  b2  i  die 
Periodicitatsmoduln  von  u  =  v  +  wi  an  diesen  Querschnitten,  so 
finden  wir,  analog  wie  in  §  6: 

dw  =  J*v  dw  -f-  j* v  dw  —  j*v  dw  —  J*vdw, 
H  Bx  *e  *e 

=  f(v*  —  vq)  dw  -{-J  (vk  —  ve)  dw, 

A  B 

=        dw  -f-  bl  J* dw  =  axb2  —  bx  a2 . 

A  B 

Aus  I,  §  35,  VII  folgt  also,  da  u  nicht  auf  der  ganzen  Flache 
konstant  ist: 

3)  a1  b2  —  bx  a2  >  0 . 
Dadurch  ist  nicht  nur  der  Satz  bewiesen: 

I.  Die  beiden  Periodicitatsmoduln  eines  elliptischen  Integrals  L  Gat- 
tung  stehen  niemals  in  einem  reellen  Verhaltnis  zu  einander  — 

sondern  es  ist  dariiber  hinaus  auch  noch  gezeigt: 

II.  Wenn  wir  den  positiven  Sinn  der  Querschnitte  A,  B  so  wie  in 
§  6,  VI  geschehen,  festlegen  und  dann  die  Periodicitatsmoduln  an  diesen 
Querschnitten  mit  2  co1  und  2  co3  bezeichnen,  so  erfullen  diese  Perioden 
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gerade  die  §  14,  IF  eingefuhrte  und  seitdem  stets  festgehaltene  Voraus- 
setzung ,  dafi  der  imagindre  Teil  des  Periodenverhdltnisses  (o3/(*>1 
positiv  sei. 

Wir  konnen  also  in  der  That  mit  den  so  bestimmten  Werten 
als  Perioden  nach  den  Methoden  der  Abschnitte  II  bis  V  elliptische 
Funktionen  von  u  bilden.  Von  einer  solchen  Funktion  cp  (u)  kann 
dann  gezeigt  werden,  daB  sie,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  auf 
der  EiEMANNScben  Flache  von  s  =  ]//4  (z)  eindeutig  und  bis  auf  Pole 
regular,  also  nach  §  4,  V  eine  rationale  Funktion  von  z  und  s  ist. 
Denn  einerseits  ist  u  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  Flache 
regular  (§  7,  I),  andererseits  ist  cp(u)  nach  Definition  (§  13,  II)  eine 
bis  auf  Pole  regulare  Funktion  von  u\  also  ist  es  auch  auf  der 
Flache  bis  auf  Pole  regular  (vgl.  I,  §  33,  VII).  Daraus  allein  wiirde 
nun  noch  nicht  folgen,  daB  es  auch  auf  der  Flache  eindeutig  ist; 
aber  man  iiberzeugt  sich  davon  durch  folgenden  SchluB:  Beschreibt 
z  irgend  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  Flache,  der  die  Schnitte 
A  und  B  bezw.  kY  mal  und  k3  mal  von  links  nach  rechts  iiber- 
schreitet,  so  vermehrt  sich  u  um  2  k1co1  +  2  k3  w3 ;  dabei  kehrt  aber 
cp(v)  zu  seinem  Ausgangswerte  zuriick,  da  es  doch  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  2  wx  und  2  co3 
sein  sollte.    Damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  I.  Art  des  Integralwertes  u,  der  en 
Perioden  mit  den  Periodicitdtsmoduln  des  Integrals  ubereinstirnmen,  ist 
eine  rationale  Funktion  von  z  und  s. 

Wenn  wir  aber  die  Umkehrung  dieses  Satzes  beweisen,  d.  h. 
wenn  wir  zeigen  wollen,  daB  jede  rationale  Funktion  von  z  und 
insbesondere  z  und  s  selbst,  sich  als  elliptische  Funktion  von  u  dar- 
stellen  laBt,  so  giebt  dazu  die  Untersuchung  der  elliptischen  Funk- 
tionen I.  Art  selbst  noch  nicht  die  Mittel;  wir  mussen  sie  clazu 
notwendig  als  Quotienten  zweier  ganzen  Funktionen  darstellen. 
Denn  fur  eine  ganze  Funktion  haben  wir  in  dem  -Residuensatz  ein 
Mittel,  um  festzustellen,  wie  oft  sie  in  einem  gegebenen  Bereich 
einen  gegebenen  Wert  annimmt.  Solche  ganzen  Funktionen  lassen 
sich,  wenn  man  ihre  Nullpunkte  kennt,  nach  I,  §  65  als  unendliche 
Produkte  darstellen;  und-  man  bekommt  die  einfachste  Darstellung 
einer  bis  auf  Pole  regularen  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen,  wenn  man  in  jene  Produkte  nicht  mehr  Exponential- 
faktoren  aufnimmt,  als  zur  Erzwingung  der  Konvergenz  erforderlich 
sind.  Dann  wird  man  aber  gerade  darauf  gefuhrt,  die  elliptischen 
Funktionen  als  Quotienten  je  zweier  gleichandrigen  jACOBischen 
Funktionen  darzustellen. 
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§  54.   JACOBi'sche  Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung. 

Es  sei  also  T{u)  irgend  eine  JACOBische  Funktion  nteT  Ordnung 
von  u,  deren  Perioden  1.  Art  mit  den  Periodicitatsmoduln  von  u 
iibereinstimmen.  Da  u  in  der  „zerschnittenen"  Flache  F'  eindeutig 
ist  und  T  eine  eindeutige  und  regulare  Funktion  von  u  ist,  so  folgt 
zunachst,  da6  T(u)  auf  F'  eindeutig  und  in  dem  §  4,  I  definierten 
Sinne  regular  ist.  Infolgedessen  giebt  der  CAUCHYSche  Satz  von  den 
Anzahlen  der  Nullpunkte  und  der  Pole  (I,  §  46,  IV)  direkt  die 
Anzahl  cler  Nullpunkte  von  Tu  auf  der  Flache  F',  wenn  wir  das 
Integral: 


C  i    dT{u)      __  rrw  du 
JT(u)     d%  J  T{u)  dx,  aZ> 


um  deren  gesamte  Begrenzung  berechnen.  Das  gelingt  aber  ohne 
Schwierigkeit.    Denn  langs  A  ist  (§  6,  VII): 

ux  =  ue  +  2  o?1 , 

also: 

(w),  =  (i^)e-2'I?'ai; 

ebenso  langs  B\ 

Der  andere  Faktor  dujdz  hat  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte 
denselben  Wert.    Der  Wert  des  Integrals  wird  also  (vgl.  §  19,  13): 


=  —  2  7i  iaYJdu  —  2  7r  ia3J* du 


oder  (nach  §  6,  VIII): 

=  2  it  i  (a3  o)1  —  ax  &>3)  =  2ni.n 

(nach  §  37,  9).    Es  gilt  also  der  Satz: 

I.  Jede  JACOBische  Funktion  nttr  Ordnung  des  Integrals  L  Gattung  u, 
deren  Perioden  I.  Art  mit  den  Periodicitatsmoduln  dieses  Integrals  uber- 
einstimmen,  hat  auf  der  zerschnittenen  RiEMANNSchen  Flache  F'  gerade 
n  Nullpunkte. 

Da  nun  der  Quotient  zweier  gleichandrigen  jACOBischen  Funk- 
tionen nter  Ordnung  eine  elliptische  Funktion  nter  Ordnung  ist  (§37,  VI) 
und  cla  wir  andererseits  unter  einer  Funktion  nter  Ordnung  der 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  9 
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Flache  eine  solche  verstanden  haben,  die  auf  ihr  n  Nullpunkte  und 
also  auch  (§  5,  IV)  n  Pole  hat,  so  konnen  wir  aus  dem  Satz  I  die 
folgende  nahere  Prazisierung  des  Satzes  §  53,  III  ableiten: 

II.  Jede  elliptische  Funktion  I.  Art  nter  Ordnung  des  Integrals 
I.  Gattung  u,  deren  Perioden  mit  den  Periodicitatsmoduln  des  Integrals 
ubereinstimmen,  ist  gleich  einer  Funktion  nUr  Ordnung  der  zu  Grunde 
gelegten  RiEMANNSchen  Flache. 

Wenn  wir  mit  diesem  allgemeinen  Satz  uns  nicht  begmigen 
wollen,  sondern  eine  vorgelegte  elliptische  Funktion  explicite  als 
Funktion  der  Flache  darstellen  wollen,  so  konnen  wir  sie  uns  ent- 
weder  in  der  Form  des  §  21  oder  in  der  des  §  22  gegeben  denken. 
Im  ersten  Fall  miissen  wir  die  Punkte  der  Flache  kennen,  die  den 
Polen  der  Funktion  entsprechen,  im  letzteren  Falle  auch  noch  die 
den  Nullpunkten  entsprechenden.  Die  allgemeine  Losung  dieser  Auf- 
gabe  ist  natiirlich  identisch  mit  der  allgemeinen  Losung  des  Umkehr- 
problems  selbst,  sodaB  durch  diese  Formulierung  zunachst  nichts  ge- 
wonnen  ist.  Wir  konnen  die  hieraus  entspringende  Schwierigkeit 
auf  doppelte  Weise  iiberwinden.  Wir  konnen  einmal  davon  Gebrauch 
machen,  daB  es  uns  noch  freisteht,  die  untere  Grenze  des  Integrals 
beliebig  zu  wahlen.  Nehmen  wir  also  eine  Funktion  mit  nur  einem 
Pol  im  Periodenparallelogramm  (der  dann  ein  mehrfacher  sein  muB), 
so  konnen  wir  diesem  einen  beliebigen  Punkt  der  Flache  entsprechen 
lassen;  da  eine  solche  Funktion  durch  Angabe  der  Glieder  negativer 
und  nullter  Ordnung  ihrer  Peihenentwicklung  vollstandig  bestimmt 
ist,  brauchen  wir  in  diesem  Fall  fur  keinen  weiteren  Wert  von  u 
den  zugehorigen  Flachenpunkt  vor  Aufstellung  der  Formeln  zu 
kennen.  Andererseits  aber  konnen  wir  auch,  wenn  wir  die  untere 
Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen,  fur  gewisse  spezielle  Werte 
von  u,  namlich  fur  die  Halbperioden,  direkt  die  zugehorigen  Flachen- 
punkte  bestimmen.  Der  erste  Ansatz  fiihrt  auf  die  Losung  des 
Umkehrproblems  durch  pu  und  jt/w,  der  zweite  auf  die  Losung  durch 
Sigma-,  bezw.  Thetaquotienten. 

§  55.   Darstellung  von  pu  und  pu  als  Funktionen  der  Flache. 

Legen  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  einen  willkiirlichen 
Punkt  (y,  der  Flache,  setzen  also: 
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so  wircl  z.  B.  pu  eine  Funktion  von  x  sein,  die  fur  x  =  yl  von  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends  unendlich  wird,  und  die  auBer- 
dem  dadurch  charakterisiert  ist,  da6  ihre  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  u  kein  von  u  freies  Glied  enthalt.  Eine  solche  Funktion  konnen 
wir  auf  algebraischem  Wege  bilden ;  dabei  setzen  wir  der  Einfachheit 
wegen  zunachst  voraus,  da6  y  im  Endlichen  liege  und  kein  Ver- 
zweigungspunkt  sei.  Wir  haben  schon  in  §4,  III  gesehen,  daB 
wir  jede  rationale  Funktion  von  x  und ~~\/f{x)  in  der  Form  darstellen 
konnen: 

2\  9o  (x)  +  9 1  («0  Vffr) 

in  der  gQj  gx,  g2  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Wenn  hier  g2  [x)  fur  einen  von  y  und  den  Verzweigungspunkten  ver- 
scliiedenen  Punkt  |  Null  wiirde,  wiirde  die  Funktion  entweder  fur 
(x  =  |,  ]/f(x)  =  ff(£))  oder  fiir  (*  =  |,  ]/f(x)  =  -  ]/7(|))  unendlicb, 
wenn  nicht  sowobl  9o  (|)  +  9l  (|)  ]//*(!).  als  auch_^0  (|)  -  9l  (g)  y/(|) 
Null  sind.  Dann  miiBten  aber  g0  (|)  und  gY  (|)  y/*(|)  Null  sein ;  man 
konnte  also  mit  x  —  g  beben.  Wenn  ferner  der  Nenner  fiir  einen 
Verzweigungspunkt  a  Null  wiirde,  muBte  g0  (a)  =  0  sein ;  der  Zabler 
wiirde  dann,  auf  der  Flacbe  gerecbnet  (§  4,  II),  nur  von  der  ersten 
Ordnung  0,  der  Quotient  also  unendlich,  wenn  nicht  auch  g1  (a)  =  0 
ware;  dann  konnte  man  aber  mit  x  —  a  heben.  Setzen  wir  also, 
wie  wir  diirfen,  voraus,  daB  gemeinsame  Faktoren  von  Zahler  und 
Nenner  bereits  beseitigt  seien,  so  muB  sich  der  Nenner  auf  [x—yf 
reduzieren.  Ferner  miissen  wir  dafiir  sorgen,  daB  die  Funktion  fiir 
x  =  oo  auf  beiden  Blattern  endlich  bleibt;  daraus  folgt,  daB  g0(x) 
hochstens  vom  2.  Grad  und  g1  von  x  unabhangig  sein  muB.  Endlich 
miissen  wir  noch  dafiir  sorgen,  daB  die  Funktion  fiir  x  =  y, 
}/f(x)  =  —  ]/f(y)  nicht  unendlich  wird;  dazu  ist  erforderlich  und  hin- 
reichend,  daB  der  Zahler  in  diesem  Punkt  von  der  zweiten  Ordnung 
0  wird,  daB  also  nicht  nur: 

sondern  auch: 

~d(g0  (x)  -  g^xiVf&jY 
dx 

1  Eine  solche  G-leichung  soil  jedesmal  bedeuten,  da6  nicht  nur  die  Va- 
riable x  den  Wert  y  erhalt,  sondern  auch  der  mit  Yf(x)  bezeichnete  Wert  der 
Quadratwurzel  mit  }/f(y)  (nicht  mit  dem  entgegengesetzten  Wert)  zusammenfallt. 

9* 
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wird.    Setzen  wir  also: 

90(x)  =  Ao(x~  yf  +  A  (*  -  y)  +  A> 

so  sind  J0,  AY,  A2,  y1  Funktionen  von  y,  zwischen  denen  wir  bis 
jetzt  die  Gleichungen  liaben: 


3)  A2-<?il/f(y)=o, 

4)  ZM  m  0. 

2  Vf(y) 

Zur  weiteren  Bestimmung  dieser  Funktionen  ziehen  wir  nun 
noch  die  Eigenschaft  der  Funktion  pu  heran,  da6  in  ihrer  Reihen- 
entwicklung  nach  Potenzen  von  u  auf  das  Glied  u~2  sogleich 
Glieder  mit  positiven  Exponenten  folgen.  Infolgedessen  muB  die 
Entwicklung  der  Funktion  (2)  nach  Potenzen  von  x  —  y  —  t  in  den 
Gliedern  (—  2)ter,  (—  l)ter  und  0ter  Ordnung  ubereinstimmen  mit  der 
entsprechenden  Entwicklung  von  u~2.  Die  letztere  erhalten  wir 
aus  §  7  (7);  schreiben  wir  zur  Abkiirzung  f,  f,  f"  fiir  f(y),  f  (y), 
f"  (y),  so  lautet  sie: 


u-^ft-zp  +  L^  +  ^_Tu^  +  iyj<2  +  ...(; 
die  erstere  wird  (vgl.  §  1,  5): 

+  k  ft*-2  {i  +  \  j  t  +  (- 1  f2  +  i  f )  *2  + .  •  •}  • 

Man  erhalt  also  zu  den  zwei  Gleichungen  (3)  und  (4)  noch  die 
drei  weiteren: 

5)  f=A+</iV7, 

Aus  (3)  und  (5)  folgt; 
aus  (4)  und  (6)  dann  ubereinstimmend: 

A  =  if -(f). 

endlich  aus  (7): 
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Somit  erhalten  wir: 

* d%  \       Fix,  y)  +  VmVfiy) 


8)  P(f 


ff{x)J  2(x-y)* 


mit: 

r       y)  =  ay)  +  \{x-y)f(y)  +  ^(x-y?ny) 

9)  |  =  aQ  x2y2  +  2<2j  (x2y  -f  xy2)  -f  a2  (x2  -J-  4xy  +  y2) 

+  2a3{x  +y)  +  a4. 

Man  sieht,  daB  diese  Funktion1  ungeandert  bleibt,  wenn  man 
#  und  y  vertauscht;  wie  es  sein  muB,  da  die  iibrigen  Bestandteile 
der  Gleichung  (8)  diese  Eigenschaft  haben. 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  daB  y  im  Endlichen  liege  und  kein 
Verzweigungspunkt  sei,  konnen  uns  jedoch  yon  diesen  Einschran- 
kungen  nachtraglich  frei  machen.  Denn  beide  Seiten  bleiben  stetig, 
wenn  y  in  einen  der  ausgeschlossenen  Punkte  riickt;  wir  konnen 
also  den  Grenziibergang  ausfiihren.    Wir  erhalten  so  einmal: 

X 

10)  p(/^|=)=iK^  +  2«1^  +  «2  +  l/7Wl/sl 

GO 

(das  Vorzeichen  ron  ]/a0  unterscheidet  die  Punkte  oo  der  beiden 
Blatter).  Lassen  wir  andererseits  y  in  einen  Verzweigungspunkt  a 
riicken,  so  ist  f{ce)  =  0;  wir  konnen  daher  auch  F(x,  a)  in  die 
Form  setzen: 

a0  a2  {x2  -  a2)  +  2  ax  (x2cc  +  xa2-  2  a3)  +  a2  {x2  +  4  x  a  +  a2  -  6  a2) 
+  2  «3  [x  +  a  -  2  a). 

Wir  konnen  also  in  diesem  Falle  mit  (x  —  a)  dividieren  (wie 
es  sein  muB)  und  erhalten  die  Gleichung: 


X 

I  f*  d%  \         a0  a2  (x  -f-  a)  +  2  %  a  (a;  4-  2  a)  -f-  a2     +  5  «)  -f  2  % 

^  U  ~~  2  (a  -  a) 

a 

i  /       9  ,   o         ,      \   .    aa  «3  +  3  at  a2  +  3  ff2  a  -f  a* 
=  iK«2+  2a1a  +  fl2)  +   (^_g)   L- 

In  ganz  analoger  Weise  konnten  wir  nun  auch  p'u  ausdriicken. 


1  F  (x,  y)  ist  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  diejenige  Funktion,  die  man  in 
der  Invariantentheorie  als  zweite  Polare  von  f(x)  zu  bezeichnen  pflegt. 
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Wir  kommen  aber  einfacher  zum  Ziele,  wenn  wir  den  gefundenen 
Ausdruck  differentiieren.    Wir  erhalten: 


(/ 


X 

d  %  \  du 


Vf(z))  dx 


y 

v  <    v  i  i/?n  i/^     ^ (*'  ^  +  2  ^ 

_  F{x,  y)  +  Vf{x)yf(y)  yfjx)  

(x  -  yf  T  2{x-  yf 

=  (      ~  *  y)  "  *  (*'  "  ^  ^  ^  y)) 

o  -  «/)3y^) 1 

+  (/w-i(^-y)rw)yAy) 


Der  Koeffizient  von  ^f{y)  in  der  Klammer  ist: 1 

3  1 

y)  —  y  (a0  x3  +  3  «j  x2  -f-  3  «2  x  +  «3) 
■f  (ax  a-3  +  3  a2  x2  +  3  a3  i  +  «4) ; 

der  Koeffizient  von  ~]/f(x)  mu6  aus  ihm  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  hervorgehen,  da  p'u  bei  Vertauschung  von  x  mit  y  sein 
Zeichen  wecbselt;  man  erhalt  also: 


i2)      AIvml  =  ~ 

speziell  fur  y  —  cc: 


X 

13)  ^  ( Jy^y)  =  (V +  +  K*8  +  3«i*2  +  3V  +  fls)Vao 
und  fur  y  =  a: 

14)  p'(  f         =  _!/•'(„).  J^ZR. 

a 

Die  Formeln  gelten  auch  fur  den  Fall,  daB  die  Funktion  unter 

dem  Wurzelzeichen  nur  vom  dritten  Grade  ist;2   man  hat  dann 


1  Die  erste  Polar  e  von  f(y),  genommen  nach  x,  in  der  Sprache  der 
Invariantentheorie. 

2  Will  man  (vgl.  die  vorhergehenden  Noten)  in  diesem  Falle  die  Polaren 
bilden,  so  hat  man  f(x)  nicht  als  eine  Funktion  3.  Grades  zu  behandeln,  sondern 
als  eine  Funktion  4.  Grades,  deren  erster  Koeffizient  0  ist. 
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X 

einfach  a0  =  0  zu  setzen.    Es  wird  dann  p  I  \     *  )   eine  ganze 

VJ  ]/7(*)/ 

GO 

lineare  Funktion  von  x.  Nimmt  man  insbesondere  an,  die  Funktion 
unter  dem  Integralzeichen  habe  die  spezielle  Form,  die  in  der  Glei- 
chung  (9)  yon  §  18  aufgetreten  war,  es  sei  also: 

aQ  =  0,      aY  =  1,      a2  =  0, 

so  erhalt  man  direkt: 

GO  GO 

Man  kann  nun  auch  Ausdriicke  von  y2  und  y3  durcb  die  Koef- 
liziention  von  f  ableiten,  indem  man  die  durch  Elimination  von  x 
entstehende  Gleicbung  zwischen  p  und  p  mit  §  18,  (6)  vergleicbt. 
Mit  den  allgemeinen  Ausdriicken  (8)  und  (12)  wiirde  diese  Eecbnung 
ziemlicb  umstandlich  sein;  aber  da  die  Existenz  und  die  Form  der 
gesucbten  Eelation  bereits  feststeht  und  es  sicb  nur  noch  um  die 
Bestimmung  ihrer  Koeffizienten  handelt,  konnen  wir  x  und  y  irgend- 
wie  spezialisieren.  Setzen  wir  z.  B.,  wie  scbon  in  (10)  und  (13)  ge- 
scheben,  y  =  oo  und  dazu  nocb  x  =  0,  so  erbalten  wir: 

p  =Ha2  +  y«0  y<o> 

p  =  ax  ]/«4  +  Og  ]/a0, 

also: 

p'  2  _  4p3  =  a0  «32  -  |  a0  a.2a^  +  a*a^-  \  a23 

+  ¥f%  M~  tt0«4  +  iai  a3  -  Sa22)' 

Dieser  Ausdruck  muB  also  gleich 


-  \9t  K  +y«o«4)  ~93 
sein,  und  zwar  muB  diese  Grleichung  fur  jeden  der  beiden  Werte 
der  Quadratwurzel  bestehen.    Man  erhalt  so: 

18)  92,  =  a0  fl4  -  4  ai  a3  +  3  a22> 

19)  93  =  a0  a2  ai  -  a0  a32  -  a\    %  +  2  ai  a2  a3  ~  a23' 

Eine  besonders  einfache  Formel  ergiebt  sich  noch,  wenn  man: 


X  %  X 

dz  r  d% 


20)  «=f-^=,  »=f 
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setzt  und  nun  pu  —  pv  als  Funktion  von  x  unci  |  darstellt.  Man 
erhalt  aus  (11): 

21)     ^-^  =  ir(«){^-^(=-if^|- 


§  56.   Darstellung  der  Sigma-  und  Thetaquotienten 
als  Funktionen  der  Flache. 

Eine  andere  Art,  elliptische  Funktionen  von  u  als  rationale 
Funktionen  von  z  und  ]/f(z)  darzustellen,  erhalten  wir,  wenn  wir 
folgenden  Umstand  beriicksichtigen :  Fiir  gewisse  Werte  von  u  konnen 
wir  die  zugehorigen  Werte  von'  x  unmittelbar  angeben,  wenn  wir 
die  untere  Grenze  in  einen  Verzweigungspunkt  legen:  namlich  fiir 
die  halben  Perioden.  Wir  wissen  namlich  einerseits  aus  §  18,  p.  47, 
daB  pu  dann  und  nur  dann  gleicb  0  wird,  wenn  u  gleich  einer 
halben  Periode  wird.    Andererseits  zeigt  G-leichung  (14)  von  §  55, 

X 

daB  p  (f)  Null  wird  in  den  von  a  verschiedenen  Verzweigungs- 

o. 

punkten.  Diese  Uberlegung  giebt  uns  noch  keinen  AufschluB  dariiber, 
welche  Halbperiode  zu  jedem  einzelnen  Verzweigungspunkt  gehort; 
und  in  der  That  kann  dariiber  auch  keine  Auskunft  gegeben  werden, 
solange  iiber  die  Wahl  der  Riickkehrschnitte  auf  der  RiEMANNSchen 
Flache  noch  nichts  verfiigt  ist.  Wir  miissen  also  jetzt  dariiber  Ver- 
fiigung  treffen;  wir  wollen  folgendes  festsetzen1  (vgl.  Fig.  26): 

I.  Die  Vber gangslinien  sollen  cc0  mit  ccs  und  ax  mit  a2  verbinden, 
ohne  sich  zu  uberkreuzen;  der  Querschnitt  JB  soil  im  ersten  Blatt  liegen 

und  in  ihm  aY   und  cc2  von  a0  und  cc3 
^  trennen;  sein  Richtungssinn  soil  so  fest- 

gelegt  sein,  dafi  cex  und  cc2  rechts,  a0  und 
cc3  links  von  ihm  liegen;  A  soil  a0  und 
p-g  26  a\   von  a2  und  a$   trennen,  also  beide 

Uber gangslinien  uberschreiten ,  und  sein 
Richtungssinn  soil  ubereinstimmend  mit  der  Festsetzung  §6,  VI  fest- 
gelegt  sein. 

Wir  konnen  nun  die  Riickkehrschnitte  bis  dicht  an  die  Uber- 
gangslinien  heran  zusammenziehen.  Es  erscheint  dann  A  als  ein 
Weg,  der  von  ax  im  ersten  Blatt  nach  cc0  hin,  im  zweiten  Blatt 


1  Man  beachte,  daB  iiber  die  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  nichts 
festgesetzt  wird. 
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nach  aY  zuruckfiihrt,  B  als  ein  Weg,  der  rechts  von  der  Ubergangs- 
linie  ce1  a2  von  aY  nach  a2  hin,  links  von  ihr  nach  ccx  zuriickfiihrt. 
Bezeichnen  wir  mit  ~tff(z)  den  Wert,  den  die  Quadratwurzel  im 
ersten  Blatt  links  von  der  Linie  a0  ax  ct2  hat  und  beachten,  daB 
langs  a0  aY  der  Wert  im  zweiten  Blatte,  langs  aY  a2  der  Wert  auf 
der  andern  Seite  der  Ubergangslinie  der  entgegengesetzte  ist,  so  er- 
halten  wir  aus  §  6,  VIII: 


2^ 


<*2  «i  CC2 

dx     ,    c     dx  n  c  d% 


J  ym  J  -  vm      J  vm 


Oil 


2«3 


/dx         r     dx  g  C  d% 

VF5S   J  -  VM  ^  ~  J 

also: 

Ebenso  konnen  wir  aber  anch  die  Ruckkehrschnitte  iiber  die 
Kugel  hin  jedesmal  bis  zu  den  beiden  andern  Verzweigungspunkten 
zusammenziehen ;  wir  erhalten  dann: 

a3  a3 

d% 


Vm   J  -  Vm       J  Vm 

a0  aj  a0 


0-2,  O.0 

dx  r  dx 


0(2 

dx  r  dx 


2)  Wl   fvm'   c°3  fvm 

Wir  erhalten  daraus  noch: 

3)  co2  =  —  \  >     co,  —  o?3  =  f 

2     J  vm     1     3   J  vm 

Wir  entnehmen  diesen  Formeln  den  folgenden  Satz: 

II.  W'enn  wir  die  untere  Grenze  des  Integrals  in  den  Verzweigungs- 
punkt  aY  legen,  entsprechen 

den  Werten:     u  =  co1,     co2,  co3, 
bezw.  die  Werte:     x  ==  a0,      cc0.  aa. 


Damit  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (21)  von  §  55  die  fol- 
genden speziellen  Falle: 
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pu  — 

el 

=  i'«oK 

-  «0)(«1 

«2 

5 

«1 

4) 

pu  — 

=  i«oK 

xaj  - 

«3 
«1 

pu  — 

e3 

=  iao  K 

-  «2)K 

\x  - 

«o 

«1 

Wir  konnen  iibrigens  diese  Ausdriicke  auch  unabhangig  von 
den  Rechnungen  des  vorigen  Paragraphen  erhalten,  wenn  wir  zuerst 
Nullpunkte  nnd  Pole  beider  Seiten  in  Ubereinstimmung  bringen  und 
den  dabei  noch  unbestimmt  bleibenden  konstanten  Faktor  durch 
Vergleichung  der  ersten  Glieder  der  Entwicklungen  in  der  Umgebung 
von  u  =  0,  x  =  aY  festlegen. 

Aus  (4)  ergeben  sich  nun  auch  die  Ausdriicke  der  Differenzen 
der  e  durch  die  Wurzeln  von  f{z\  namlich: 

|  ei  -  e2  =.  i  a0  K  -  ai)  K  ~  at)> 

5)  e2  -  e3  =  \  a0  (cc2  -  ccj  [az  -  a0), 

Aus  diesen  Ausdriicken  und  aus  §  18,  (12)  bis  (14)  erhalt  man 
Ausdriicke  von  g2  und  yz  durch  symmetrische  Funktionen  der 
Wurzeln  von./* (z);  diese  miissen  natiirlich  mit  den  Ausdriicken  von 
g2  und  g3  durch  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  von  f(z) 
§  55,  (18),  (19)  iibereinstimmen. 

Vielfach,  namentlich  zum  Zweck  numerischer  Berechnungen,  ist 
es  wiinschenswert,  in  die  Losung  des  Umkehrproblems  die  Theta- 
funktionen  einzufiihren.  Man  kann  dazu  entweder  von  den  Formeln 
5  von  §  30  aus  gelangen,  indem  man  den  Durchgang  durch  die 
Sigmafunktionen  nimmt;  oder  man  kann  direkt  an  die  Satze  von 
§  54  ankniipfen. 

Die  genannten  Formeln  liefern  zunachst: 

if"oK  -  ^o)  K  -  <**)  ]/^Z^ ' 
L]/«0  (^  -  ce0)  («L  -  a2)         Z  ll  > 

Hier  bediirfen  nur  die  Vorzeichen  der  Quadrat  wurzeln  einiger 
Erlauterung.    In  jeder  einzelnen  der  drei  Formeln  kann  man  sie 


6) 


<TX  U 

a  u 


a3u 
a  u 


§  56.    Darstellung  der  Sigma-  und  Thetaquotienten. 


139 


an  und  fur  sich  zunacbst  fur  einen  bestimmten  Punkt  beliebig 
wablen;  sie  bleiben  dann  ricbtig,  wenn  man  von  diesem  Punkt  aus 
beide  Seiten  auf  entsprechenden  Wegen  analytisch  fortsetzt.  (So 
andert  z.  B.  die  linke  Seite  der  ersten  Gleicbung  nacb  §  33,  (3)  ibr 
Vorzeicben,  wenn  man  u  um  2  co3  vermebrt.  Eine  solcbe  Vermebrung 
kommt  aber  dadurch  zu  Stande,  daB  man  x  den  Periodenweg  A 
durcblaufen  laBt;  da  dieser  aY)  nicbt  aber  ct2  umkreist,  andert  aucb 
die  recbte  Seite  ibr  Zeicben.)  1st  aber  in  zweien  der  drei  Glei- 
cbungen  das  Vorzeicben  fixiert,  so  ist  es  mit  Riicksicbt  auf  §  30,  (6) 
in  der  dritten  so  zu  wablen,  daB  die  Multiplikation  der  drei  rechten 
Seiten  das  (—  2)fache  der  recbten  Seite  der  Gleicbung  (14)  von  §  55 
ergiebt.    Fuhren  wir  nun  die  Thetafunktionen  ein,  so  erbalten  wir: 


Y{ex  -  e2){e1  -  es)  &t(v) 


«1  («!  -  «0)  («!  -  «8)       #1  0) 

oder  wenn  wir  die  Differenzen  der  e  durcb  ibre  Ausdriicke  aus  (5) 
ersetzen: 

und  ebenso: 


X  — 

0f2 

(«3 

-  «*)  («o 

-  a2) 

X  — 

«i 

=  i]7«o 

(«0 

-  «l) («3 

~  «i) 

%  (v) 

X  — 

«3 

(«0 

-  a8)  («« 

-  «8) 

X  — 

«1 

(«0 

-  «l)  («2 

X  — 

«o 

=  i  |/«o 

(«2 

-  a0)  (a8 

-  «o) 

*o(») 

X  — 

«1 

(«2 

-  (a3 

-  «i) 

8) 
9) 

Man  kann  diese  Formeln  aucb  aus  der  Tbeorie  der  Tbeta- 
funktionen  ableiten,  obne  von  den  Funktionen  pu  und  gu  Gebraucb 
zu  macben.  Man  erbalt  zunacbst,  indem  man  das  Verbalten  beider 
Seiten  bei  Vermebrung  des  Arguments  um  Perioclen,  sowie  die  Pole 
und  Nullpunkte  vergleicbt: 


=  C. 


Um  die  Konstante  zu  bestimmen,  kehrt  man  die  Briiche  um, 
differentiiert  beiderseits  nacb  v  und  setzt  dann  v  —  0  (also  x  —  e^); 
man  erhalt  unter  Beriicksichtigung  von  §  50,  (3): 


Vx  -  a,    \     /jn-r  1     -  &%'(?)  +  (v) 


V(x  -  a2)  (X  -  a,)       }/(x-  «2)3 1  K/  W '    1       C  #22  (v) 
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und  daraus: 

1  &a  (0)      -,  /     ~,      '  z~.  : 

~c  =  wi  ^7(0) '  *ao  K  -  «0)  K  -  «•). 

also : 

10)  -I  /  *  -  ««  ^  ^/(Q)  i  _  ^0  ' 

sowie  zwei  analoge  Formeln.  Diese  Formeln  lassen  sich  weiter 
reduzieren,  wenn  man  in  ihnen  die  Thetanullwerte  durch  ihre  Aus- 
driicke  ersetzt;  man  kann  aber  auch  umgekehrt  Ausdriicke  fiir  die 
Verhaltnisse  der  Thetanullwerte  aus  ihnen  entnehmen.  Setzt  man 
z.  B.  in  der  Formel: 


in  /  x  -  a2  /«!  -  «8    #3(0)  #2Q) 

;  V   *  -  «s       K  «i  -  «a  ^(0) 

c  =  }t,  a-  =  #0  und  benutzt  die  Formel  (7)  von  §  46,  so  erhalt  man: 


i  o\  #8(0)  _  -,  /  («o  -  «a)  (»i  -  as) 

'  &9(0)       V  (a0- a.)  («!-«■)' 

sowie  zwei  analoge  Formeln;  jede  derselben  setzt  den  Quotienten 
zweier  Thetanullwerte  der  vierten  Wurzel  aus  einem  Doppelverhaltnis 
der  Verzweigungspunkte  gleich.  —  Setzt  man  in  (10)  direkt  x  —  a2, 
v  —  0  und  geht  zur  Grenze  iiber,  so  erhalt  man  ebenso: 


Aus  diesen  Formeln  kann  man  auch  die  Thetanullwerte  selbst 
bis  auf  ein  gemeinsames  Vorzeichen  bestimmen,  wenn  man  die 
Gleichung  (4)  von  §  50  zu  Hilfe  nimmt.    Man  erhalt  zunachst: 


VVK  -  ai)(a2  —  "lK^S  -  «l)(«0  -  «2)(a2  -  as)(aS  -  ao): 


also: 

14) 

und  folglich: 

15) 

16) 

17) 
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Zwei  andere  Methoden  zur  Bestimmung  dieser  Thetanullwerte 
werden  wir  in  §  59  und  in  §  83  kennen  lernen. 

Durch  Umkehrung  der  Formeln  dieses  Paragraphen  erhdlt  man  x 
und  ]//"(#)  —  und  damit  uberhaupt  jede  Funktion  der  Fldche  —  als 
elliptische  Funktionen  I.  Art  von  u  dargestellt.  Die  in  §  10  gestellte 
Frage  ist  also  zu  bejahen. 

§  57.   Die  Integrate  If.  und  III.  Gattung  als  Funktionen 
des  Integrals  I.  Gattung. 

Da  wir  die  algebraischen  Funktionen  der  Flache  als  elliptische 
Funktionen  des  Integrals  I.  Gattung  ausgedriickt  haben,  konnen  wir 
die  Integrale  algebraischer  Funktionen,  die  wir  im  ersten  Abschnitt 
summarisch  untersucht  haben,  in  Integrale  elliptischer  Funktionen 
uberfuhren.  Fur  die  letzteren  haben  wir  in  §  24  (7)  einen  all- 
gemeinen  Ausdruck  kennen  gelernt;  wir  mussen  jetzt  die  einzelnen 
Bestandteile  desselben  als  Funktionen  der  oberen  Grenze  x  des 
Integrals  untersuchen. 

Die  Summe: 

1)  C2  +  ±{-iAvSp(u-ar)+  ...  +{-l)K-^^pK-i>(u-ar)\ 

ist  eine  auf  der  Fldche  eindeutige  algebraische  Funktion  von  x. 
Cxu  ist  ein  Integral  erster  Gattung. 
Die  Terme: 

2)  £  (m  —  av)  =  —  J p  (u  —  av)  du 

stellen  Integrale  zweiter  Gattung  vor;  und  zwar  sogen.  Elementar- 
integrale  zweiter  Gattung,  d.  h.  solche,  die  nur  in  einem  Punkte  der 
Flache,  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung  und  mit  dem  Re- 
siduum 1  unendlich  groB  werden.  Zufolge  §  55,  (8)  laBt  sich  ein 
solches  Elementarintegral,  dessen  Pol  im  Punkte  z ,  ]/f(z)  liegt, 
folgendermaBen  darstellen: 

Jedes  andere  Elementarintegral  II.  Gattung  mit  demselben  Pol 
entsteht  aus  diesem  durch  Addition  des  mit  irgend  einer  Konstanten 
multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  denn  die  Differenz  zweier 
Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  demselben  Pol  wird  nirgends  mehr 
unendlich.    Unter  alien  diesen  Elementarintegralen  II.  Gattung  kann 
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das  clurch  die  Formel  (3)  dargestellte  als  „algebraisch  normiertes 
Elementar integral"  herausgehoben  werden.  Andererseits  kann  man 
aber  auch  den  konstanten  Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung 
so  wahlen,  daB  eine  Periode  des  Elementarintegrals  II.  Gattung, 
z.  B.  die  erste,  gleich  Null  wird;  man  erhalt  dann  ein  „transscendent 
normiertes  Elementarintegral  II.  Gattung": 

a\  o       <t'  (u  —  a)       0  -d-ZOv  —  a) 


a  (it  —  a)  1  S-1(v  —  a) 

(wenn  u  =  2  co1  v,    a  —  2  G)l  a  gesetzt  wird). 

Die  Darstellung  dieser  normierten  Elementarintegrale  als  Funk- 
tionen  von  u  zeigt,  daB  von  ihnen  der  Satz  gilt: 

I.  Die  Perioden  sotvohl  des  algebraisch,  als  des  transscendent  nor- 
mierten  Elementarintegrals  II.  Gattung  sind  von  der  Lage  des  Pols 
unabhdngig. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  daB  die  Differenz  zweier  solcher  in 
derselben  Weise  normierte'r  Elementarintegrale  I.  Gattung  mit  ver- 
scbiedenen  Polen,  zx',  z2',  aber  derselben  oberen  Grenze,  als  Funktion 
dieser  oberen  Grenze  betrachtet,  eine  auf  der  unzerschnittenen 
Flache  F  eindeutige  Funktion,  also  (§  4,  V)  eine  rationale  Funktion 
von  x  und  ~\jf[x)  ist.  Den  expliciten  Ausdruck  dieser  Funktion  er- 
halt man  aus  der  Gleichung  (vgl.  §  23,  4): 

5)  C(u  -aJ-Slu-  a,)  =  fe(a2  -  aj  -  l_— , 

wenn  man  in  ihr  die  Funktionen  jp  und  p  durch  ihre  Ausdriicke 
(§  55,  8  und  12)  ersetzt.1 

Was  endlich  die  Terme  betrifft: 

n 
v=l 

so  lassen  sie  sich  mit  Riicksicht  auf  die  Relation  §  24,  (4)  um- 
formen  in: 

Eine  Funktion  der  Form: 

6)  log<'{u-a) 


cr  {it  —  b) 


1  Natiirlich  kann  man  auch  damit  beginnen,  daB  man  die  der  Gleichung  (5) 
entsprechende  algebraische  Identitat  auf  algebraischem  Wege  ableitet,  und  dann 
aus  ihr  riickwarts  den  Satz  I  erschlieBen. 
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ist  als  Funktion  auf  der  Flache  F  betrachtet,  auch  auf  der  durch 
die  Riickkehrschnitte  A  und  B  einfach  zusammenhangend  gemachten 
Flache  F'  nicht  eindeutig,  sondern  erst  auf  einer  Flache  F",  die 
entsteht,  wenn  man  vom  Schnittpunkt  von  A  und  B  noch  Einschnitte 
nach  clenjenigen  Punkten  x ,  y'  der  Flache  legt,  die  bezw.  den  Argu- 
mentwerten  a,  b  zugehoren.  Bei  Uberschreitung  eines  dieser  Ein- 
schnitte, oder  eines  der  Riickkehrschnitte  vermehrt  sich  die  Funk- 
tion (6)  um  Konstante.  Sie  ist  also  zufolge  §  6,  IX  und  XI  ein 
Integral  III.  Gattung,  und  zwar  nennen  wir  sie  ein  Elementar integral 
III.  Gattung,  sofern  sie  keine  algebraischen  und  nur  zwei  logarith- 
mische  Unstetigkeitspunkte  und  in  diesen  die  logarithmischen  Re- 
sidua -f-  1  und  —  1  hat.  Jedes  andere  Elementarintegral  III.  Gattung 
mit  demselben  Pol  entsteht  aus  ihm  durch  Addition  des  mit  irgend 
einer  Konstanten  multiplizierten  Integrals  I.  Gattung;  unter  ihnen 
alien  kann  das  in  der  Form  (6)  darstellbare  als  algebraisch  normiert 
hervorgehoben  werden.  Andererseits  kann  man  auch  den  konstanten 
Faktor  des  zutretenden  Integrals  I.  Gattung  so  wahlen,  daB  der 
Periodicitatsmodul  an  A  gleich  Null  wird;  man  erhalt  dann  das 
transscendent  normierte  Elementarintegral  III.  Gattung: 

-l      <t(u  —  a)   ,    77,    .         zw                7N      ,      &(v  —  a) 
log-^  ^  +       {a  —  b)  (u  —  a  -  b)  =  log  — )  -l- 

Wir  konnen  also  aus  dem  Satze  von  §  24  iiber  elliptische 
Funktionen  mit  Hilfe  des  Umkehrtheorems  den  folgenden  Satz  iiber 
elliptische  Integrate  ableiten: 

II.  Jedes  elliptische  Integral  laflt  sich  darstellen  als  Summe  aus: 
einer  algebraischen  Funktion  der  Flache; 
einem  Integral  I.  Gattung; 

einem  mit  einer  Konstanten  multiplizierten  Elementarintegral 
II  Gattung,  dessen  Pol  beliebig  gewahlt  werden  kann; 
und  einer  Anzahl  von  mit  Konstanten  multiplizierten  Elementar- 
integralen  III  Gattung. 

§  58.   Ubertragung  der  Satze  von  Liouville  und  Hermite 
auf  die  RiEMANN'sche  Flache:  das  AsEL'sche  Theorem  und  der 
RiEMANN-RocH'sche  Satz. 

Auf  Grand  der  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  und 
des  Satzes  V  von  §  7  konnen  wir  die  Satze,  die  wir  iiber  elliptische 
Funktionen  kennen  gelernt  haben,  auf  rationale  Funktionen  einer 
Variabeln  z  und   der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
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dritten  oder  vierten  Grades  von  z  iibertragen.  Wir  erhalten  dabei 
zum  Teil  friihere  Satze  wieder;  so  ist  z.  B.  §  13,  I  Equivalent  mit 
§  5,  VI;  §  14,  V  mit  §  5,  III;  §  15,  II  mit  §  5,  V.  AuBerdem 
erhalten  wir  aber  auch  noch  andere,  fur  uns  neue  Satze.  So  liefert 
§  14,  VI  den  im  ersten  Abschnitt  wenigstens  nicht  ausdrucklich 
ausgesprochenen  Satz: 

I.  Es  giebt  keine  rationale  Funktion  von  z  unal  s,  die  nur  in  einem 
Punkte  der  FVdche  und  in  ihm  nur  von  der  ersten  Ordnung  unendlich 
grofi  wurde. 

Die  Satze  von  §  16  und  §  22  geben,  wenn  man  mit  u(x)  den 
Wert  des  Integrals  I.  Gattung  bezeichnet,  dessen  obere  Grenze  x  ist, 
folgende  Formulierung : 

II.  Wenn  xv  x2  .  .  .  xn  die  Nullpunkte,  yv  y2  .  .  .  yn  die  Pole  einer 
Funktion  der  Flache  sind,  so  ist: 

1)  +  u{x2)  +  .  .  .  +  u{xn)  EE  u(yi)  +  u(g2)  +  .  .  .  +  u{gn) 

(modd.  Per.); 

und  umgekekrtj  wenn  eine  solche  Relation  bestekt,  existiert  eine  Funktion 
der  Flache,  die  in  den  Funkten  x  und  nur  in  diesen  Null,  und  in  den 
Punkten  y  und  nur  in  diesen  unendlich  wird. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  des 
groBen,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitaten  sich  beziehenden 
Theorems,  das  den  Namen  seines  Entdeckers  N.  H.  Abel  tragi 

Zwei  •  Punktaggregate  (x1  .  .  .  x J  und  [yY  .  .  yj,  die  durch  die 
Relation  (1)  verbunden  sind,  nennt  man  „dquivalentu  oder  „corresidual<l. 

Man  kann  in  dem  Satze  II  statt  Null  und  Unendlich  zwei  be- 
liebige andere  konstante  Werte  a,  b  setzen.  Denn  wenn  eine 
Funktion  ip  in  den  Punkten  x  den  Wert  a,  in  den  Punkten  y  den 
Wert  b  annimmt,  so  wird: 

ip  —  a 
ip  —  b 

in  den  ersteren  Null,  in  den  letzteren  unendlich;  und  umgekehrt. 
Setzt  man: 

X 

y 

so  kann  man  Gleichung  (1)  auch  so  schreiben: 
2  u«i  yi  =  0    (modd.  Per.) 


§  59.    Bestimmung  der  Thetanullwerte. 
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Ubrigens  ist  wesentlich,  daB  die  Giiltigkeit  des  Satzes  II  keines- 
wegs  auf  einfaclie  Nullpunkte  unci  Pole  beschrankt  ist;  es  ist  nur 
jeder  mehrfache  Nullpunkt  oder  Pol  so  oft  unter  die  x,  bezw,  die  y 
aufzunehmen,  als  seine  Ordnungszahl  angiebt. 

•  Einen  weiteren  fundamentalen  Satz  liber  rationale  Funktionen 
von  z  und  s  erhalten  wir  aus  dem  HERMiTEschen  Satz  §  43.  Dazu 
miissen  wir  zunachst  cliesen  letzteren  auf  elliptische  Funktionen  iiber- 
tragen,  indem  wir  rnit  einer  cler  gleichandrigen  jACOBischen  Funk- 
tionen dividieren;  wir  erhalten  clann  den  Satz: 

III.  Alle  elliptischen  Funktionen  desselben  Periodenparallelogramms, 
die  nirgendwo  sonst  als  in  gegebenen  Punkten  und  in  diesen  nicht  von 
hb'herer  als  je  einer  gegebenen  Ordnungszahl  unendlich  werden,  lassen 
sich  linear  und  homo  gen  durch  so  viele  voneinander  linear  unabhdngige 
solche  Funktionen  ausdri'tcken,  als  die  Summe  der  gegebenen  Ordnungs- 
zahlen  betrdgt. 

Man  kann  cliesen  Satz  auch  aus  der  Gleichung  (6)  von  §  24 
ablesen,  wenn  man  beachtet,  claB  die  in  ihr  auftretenden  Konstanten 
durch  keine  andere  Bedingung  als  die  Gleichung  (4)  daselbst  in 
ihrer  Willkurlichkeit  eingeschrankt  sind. 

Weiter  erhalten  wir  aus  III: 

IV.  einen  ganz  ebenso  lautenden  Satz  uber  rationale  Funktionen 
von  z  und  s.  Auch  dieser  Satz  ist  ein  sehr  spezieller  Fall  eines 
allgemeinen ,  auf  beliebige  algebraische  Irrationalitaten  beztiglichen, 
der  als  RiEMANN-EocHscher  Satz  bezeichnet  zu  werden  pflegt. 

Man  beachte,  dafi  auch  die  Konstanten  mit  zu  denjenigen  Funk- 
tionen zu  zahlen  sind,  von  denen  in  diesen  Satzen  III  und  IV  die 
Rede  ist. 


§  59.  Bestimmung  der  Thetanullwerte 
unter  Benutzung  von  Integralen  II.  Gattung. 

Auf  Grund  der  Entwicklungen  der  letzten  Paragraphen  erhalt 
man  eine  direkte  Bestimmung  der  Thetanullwerte  selbst  (nicht  blo6 
ihrer  Quotienten)  durch  folgende  Uberlegungen.  Halten  wir  drei 
von  den  Verzweigungspunkten ,  sowie  die  Grenzen  eines  Integrals 
I.  Gattung  fest,  so  ist  es  noch  abhangig  von  dem  vierten  Verzwei- 
gungspunkt.  Solange  der  Integrationsweg  cliesen  nicht  beriihrt, 
diirfen  wir  die  Differentiation  nach  ihm  unter  dem  Integralzeichen 
ausfiihren;  wir  erhalten  dann: 

1)  p.  =  X  f  ^  . 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  [Q 
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Dieses  Integral  ist  ein  Integral  zweiter  Gattung,  (lessen  Pol  in 
a3  liegt  und  das  dort  unendlich  wird  wie: 


yrw    V*  -  «3 

Andererseits  ist  nach  §  57,  (4)  &3'  (v)/&3(v)  ebenfalls  ein  Integral 
II.  Gattung,  dessen  Pol  in  ??=  1  ^  T  ,  d.  h.  in  x  =  a3  liegt,  und  das 
dort  unendlich  wird  wie: 

d.  h.  nach  §  7,  (12)  wie: 


Also  ist: 

(27)     ,  ,  > 

#3(0)  1  '    v  3J  6  a3 


ein  Integral  erster  Gattung;  seine  Periode  an  A  ist 

d 

1  d«3 


es  kann  sich  also  von 


5  ft)!  v 


nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden.  Diese  muB  Null 
sein,  wenn  wir  die  untere  Grenze  der  Integrale  iibereinstimmend 
nach  x  —  aY  (entsprechencl  v  =  0)  verlegen;  wir  erhalten  somit  die 
Gleichung: 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  einerseits  durch  Bestimmung 
der  Perioden  am  Querschnitt  B: 

oder: 
3) 


da3        co^  /''(tt3)' 


andererseits  durch  abermalige  Differentiation  nach  x: 


§  59.    Bestimmung  der  Thetanullwerte. 
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dv*  2(ox  Yfix)  1  2{z  -  a3)Yf(x)        d  a3  ]/f(x) 

oder: 

Setzt  man  in  clieser  Gleichung  v  =  0  und  beriicksichtigt,  daB 
#3'  (0)  =  0  ist,  so  erhalt  man : 

oder  wegen  §  42,  (12): 

5)  ^  log^3  =  r  («s)  |  _     wi2     _|_  2  fc>         1  • 

d  t  4rt  i   \        ax  —  a3  1  5  a3  J 

Hier  konnen  wir  vermoge  der  Gleichung  (3)  die  Differentiation 
nach  r  durch  eine  solche  nach  az  ersetzen;  wir  erhalten: 

d  log  #3  _        1  1     d  co1 

d  a3      ~  4(a3  -  2        da3  ' 

also  durch  Integration: 

6)  #8  =  ci        ]/ce3  -  ax . 

Dabei  bedeutet  cY  eine  von  a3  unabhangige  GroBe,  die  aber  noch 
von  den  iibrigen  Verzweigungspunkten  abhangt.  Um  sie  zu  be- 
stimmen,  beachten  wir,  daB  wir  auf  demselben  Wege  wie  die  Glei- 
chung (3)  auch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  erhalten  konnen: 

6  t          nil  d  j          n  i  1 

da0~  co^  f'(a0)'         d  a2  ~  (o2  "  f  (oc2) 

Ebenso  stellen  wir  der  Gleichung  (4)  die  beiden  folgenden 
zur  Seite: 

8)  ilMMO  =  _  <TW  +  2a,.-d^f  K), 

'  d  v2  z  —  a0  1  doc0  '   v  0/7 

'  0  V2  Z  —  «2  P  a0 

Setzen  wir  in  Gleichung  (8)  « =  -|  und  benutzen  die  erste 
Gleichung  (7),  so  erhalten  wir: 

dlog#3  l  j  1_  d  ^ 

d  a0     ~  4  (a0  -  0f2)        2  a)!    da2  ' 

10* 
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also : 

10).  #3    -  c^coY  j/flj0  -  a2; 

setzen  wir  in  Grleichung  (9)  v  =  und  benutzen  die  zweite  Grlei- 
chung  (7),  so  erhalten  wir: 

6  log  #3  _        1  l  5  &)x 

6  a2  4  (or0  —  a2)        2wi  6  a2 

also : 

1  1)  #3  =  C3  V^O  -  ' 

Etwas  umstandlicher  ist  es,  die  Abhangigkeit  des  Thetanull- 
werts  yon  dem  Verzweigungspunkt  ax  festzustellen,  da  die  Differen- 
tiation von  u  nach  aY  nicbt  ohne  weiteres  unter  dem  Zeichen  voll- 
zogen  werden  kann.  Wir  konnen  diese  Scbwierigkeit  durch  folgende 
Uberlegungen  umgehen: 

Das  Integral 

X 

u  =  I   

J  ya0  {%  —  a0)  (*  —  Uj)  {%  —  a2)  {%  —  a3) 

geht  durcb  die  Substitution  £  =  I  z  liber  in : 

Ix 


U  =  I  f—= 

J  ya0 


(£  —  A  a0)  (£  -  I  aj  (£  -  A  a2)  (£  -  X  oc3) 

Wenn  wir  also  an  Stelle  der  Verzweigungspunkte  ak  die  Werte 
ak  =  Xafc  treten  lassen,  so  erhalten  wir  Perioden  2coy  die  mit  den 
zu  den-tffc  gehorenden  Perioden  durch  die  Grleichungen : 

2    =  1 .  2  Gj 

verbunden  sind.  Das  Periodenverhaltnis  und  somit  auch  die  Theta- 
nullwerte  andern  sich  hierbei  nicht.  Wenn  wir  also  die  Gleichungen 
(6),  (10)  und  (11)  zu  der  einen  zusammenf assen : 


in  de?  C  hochstens  noch  von  a0  und  abhangen  kann,  und  dann 
lcck  fur  einfiihren,  so  sehen  wir:  C  darf  sich  dabei  nicht  andern, 
kann  also  von  ce1  nicht  abhangen. 

Was  endlich  die  Abhangigkeit  von  [a0  betrifft,  so  sieht  man: 
wenn  man  a0  durch  la0  ersetzt,  hat  man  co1  durch  A-1/*^  zu  er- 
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setzen,  wahrend  &3  sich  nicht  andert;  C  muB  also  mit  ]/a0  pro- 
portional sein.    So  erbalt  man  schlieBlich  die  Form  el: 

_  i  

12)  #s  =  C^wl  1/«0K  -  ce2)(ces  - 

in  der  C  eine  rein  numerische  Konstante  bedeutet,  auf  deren  Be- 
stimmung  wir  spater  noch  zuriickkommen  miissen. 


§  60.   Nahere  Untersuchung  des  Elemenfarintegrals  III.  Gattung. 

Als  „Elementarintegral  III.  Gattung"  batten  wir  in  §  57  die 
Funktion : 

bezeicbnet.  Soli  die  Integration  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen 
u0,  uY  vollzogen  werden,  so  erhalten  wir: 

oder  wenn  wir  Gleichung  (2)  von  §  19  benutzen,  die  Darstellung 
des  Blementarintegrals  III.  Gattung  in  Gestalt  eines  Doppelintegrals: 


"1  « 

1)  J  Jp(u-v) 


dv  die. 


Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Satz  von 
der  Vertauschbarkeit  der  Grenzen  u0,  ux  und  der  „Parameter(i  a,  b,  von 
dem  in  alteren  Darstellungen  der  Theorie  viel  die  Eede  ist. 

Dagegen  bedarf  eine  andere  Frage  eingebende  Untersuchung : 
namlich  die  Frage  nach  dem  Werte,  der  dem  Logarithmus  beizu- 
legen  ist,  wenn  die  Integrationswege  von  a  nach  b  und  von  u0  nach 
uY  vorgeschrieben  sind.  Zu  diesem  Zweck  untersuchen  wir  zunachst 
dieselbe  Frage  fur  das  einfachere  Doppelintegral: 


2>  SS^k  =  ^ 


(x  -  x'){y  -  y') 
-  y')(y  ~  x') 


Wir  nehmen  zuerst  an,  es  sei  eine  bestimmte  Reihenfolge  fur 
die  Integrationen  vorgeschrieben:  die  innere,  auf  z  beziigliche  sei 
zuerst  auszuflihren.    Dann  thut  es  der  Allgememheit  keinen  Eintrag, 
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wenn  wir  annehmen,  diese  Integration  geschehe  auf  geradem  Wege, 
denn  ihr  Resultat  ist  die  eindeutige  Funktion: 


also  vom  Integrationsweg  ganz  unabhangig.  Aus  den  Entwicklungen 
von  I,  §  54 — 56  geht  dann  hervor: 

I.  Fur  log  — — ~  kann  unbeschadet  der  Allqemeinheit  der  Haupt- 

y  -  y  J  r 

ivert  des  Logarithmus  genommen  werden.  Schneidet  dann  der  Inte- 
grationsweg der  Argumente  die  gerade  Verbindungslinie  der  Parameter 
kmal  ofter  von  links  nach  rechts  als  von  rechts  nach  links,  so  ist  fur 

log  — — XT  der  kte  Wert  zu  nehmen. 
*  x  -  y 

Dabei  ist  der  positive  Sinn  des  Integrationsweges  der  Parameter 
von  y  nach  x  genommen.  Urn  auf  das  in  I,  §  56  behandelte  In- 
tegral zu  kommen,  muB  man  y  =  oo,  x  =  0  setzen;  dort  war  aber 
der  positive  Sinn  des  Einschnitts  von  0  nach  oo  genommen.  Infolge- 
clessen  ist  hier  links  und  rechts  gegen  dort  vertauscht. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  wie  der  Satz  von  der  Vertauschung, 
der  zunachst  nur  gilt,  wenn  die  Integrationswege  sich  nicht  schneiden, 
zu  modifizieren  ist,  wenn  das  eintritt.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  die 
beiden  Integrationswege  seien  geradlinig  und  (y  .  .  .  x)  iiberschreite 
den  Weg  {y  .  .  .  x')  von  rechts  nach  links,  so 
iiberschreitet  (?/'...  x)  den  Weg  [y  .  .  .  x)  von 
links  nach  rechts.  Integrieren  wir  zuerst  nach  z 
unci  dann  nach  z,  so  erhalten  wir  einen  Wert, 
dessen  imaginarer  Bestandteil  zwischen  —  2ni 
und  0  liegt;  integrieren  wir  zuerst  nach  z  und 
dann  nach  z,  so  erhalten  wir  einen  Wert,  dessen 
imaginarer  Bestandteil  zwischen  0  und  2  %  i  liegt. 
Der  letztere  Wert  ist  um  2ni  groBer  als  der  erstere.  Es  gilt  also 
der  Lehrsatz: 

II.  Wenn  der  Integrationsweg  der  Argumente  den  der  Parameter 
von  rechts  nach  links  iiberschreitet,  liefert  Vertauschung  der  Argumente 
mit  den  Parametern  einen  um  2iti  grofieren  Wert. 

Die  Griiltigkeit  dieses  Satzes  ist  unabhangig  von  der  bei  seinem 
Beweise  gemachten  Voraussetzung,  daB  die  Integrationswege  gerad- 
linig seien.  Denn  auf  die  Anderung  des  Wertes  bei  Vertauschung 
der  Integrationsreihenfolge  hat  nur  die  Umgebung  des  Schnittpunktes 
EinfluB. 
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Diesen  Satz  miissen  wir  nun  auf  unser  Integral  Q  anwenden. 
Wir  schreiben  es  zunachst  in  der  Form: 


3) 


(u 


wf 


u0  a 


und  lesen  daraus  folgende  Kegel  ab: 

III.  Wenn  ein  Integrationsweg  der  Parameter  von  a  bis  b  vor- 
geschrieben  ist,  so  verbinde  man  jeden  Punkt  a  -f-  w  mit  dem  ent- 
sprechenden  Punkt  b  -j-  w  durch  einen  dazu  parallelen  Weg  und  zdhle 
fur  jede  dieser  Linien  ab,  wie  oft  sie  der  Integrationsweg  des  Arguments 
von  rechts  nach  links  und  wie  oft  er  sie  von  links  nach  rechts  uber- 
schreitet.  Ist  die  Summe  der  ersteren  ZaMen  =  klf  die  der  letzteren 
=  k2,  so  giebt  Verta.uschung  der  Argumente  und  der  Parameter  einen 
um  (kY  —  k2)  2ni  grb'j3eren  Wert. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  konnen  wir  nun  insbesondere  die 
Perioden  der  Funktion  Q  bestimmen,  d.  h.  die  Werte,  um  die  sie 
sich  vermehrt,  wenn  man  uY  um  irgend  eine  Periode  2  co  verme  hrt 
also  die  Werte  der  auf  geradem  Wege  genommenen  Integrale: 

u0  +  2co 

[£  [u  —  a)  —  £  [u  —  ^)]  du. 


'0   I  ' 

/I 


Nach  III  konnen  wir  daftlr  setzen 


4) 


5) 


J l£(uo  +  2  a>  —  v)  —  ^  (u0  —  v)]  du  +  2  n  %  i. 


Das  Integral  hat  den  Wert: 


J2<ndv  =  2i](a  -  b); 


die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  folgendermaSen :  Man  verbinde 
zunachst  jeden  zu  u0  aquivalenten  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkt  u0  +  2  co  durch  eine  gerade  Linie. 
Wir  wollen  nun  zunachst  annehmen,  2  co 
sei  eine  primitive  Periode;  dann  werden 
alle  diese  Strecken  sich  schlicht  neben- 
einander  legen  und  zusammen  die  samt- 
lichen  zu  (0  .  .  .  2  co)  parallelen  G-eraden 
einfach  und  liickenlos  tiberdecken,  auf 
denen  zu  u0  aquivalente  Punkte  liegen. 
Die  Zahl  n  in  (4)  giebt  an,  wie  oft  die 


Fig.  28. 
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Verbindungslinie  von  b  nach  a  diese  Geraden  von  links  nach  rechts 
iiberschreitet,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Uberschreitungen  von 
rechts  nach  links. 

Man  sieht,  daB  diese  Zahl  unabhangig  davon  ist,  wie  der  die 
Punkte  a  nnd  b  verbinclende  Weg  gewahlt  wird. 

Ist  aber  2  co  keine  primitive  Periode,  sondern  etwa  das  m-fache 
einer  solchen,  so  bedecken  jene  Strecken  die  genannten  Geraden 
iiberall  w-fach.  Dann  ist  jeder  Schnittpunkt  bei  Bestimmung  der 
Zahl  ra-fach  zu  zahlen. 

Setzt  man  in  Satz  III  speziell: 

uY  =  —  u0  =  m1 ,      b  =  —  a  =  &>3 , 

so  liefert  er: 

°h  %  -  ni  »s  =  -  nr ' 

d.  h.  die  LegendrescIic  Relation.  Umgekehrt  kann  aus  diesem 
speziellen  Falle  der  allgemeine  Satz  III  hergeleitet  werden,  wenn 
man  beachtet,  daB  das  Doppelintegral  eine  stetige  Funktion  sowohl 
von  u0  als  von  b  ist,  solange  keiner  dieser  beiden  Punkte  den  In- 
tegrationsweg  des  andern  trifft. 


§  61.    Erweiterte  Formulierung  des  Umkehrproblems. 

Man  kann  das  Umkehrproblem  auch  noch  in  einem  weiteren 
Sinne  fassen,  als  es  bisher  geschehen  ist.  Statt  die  Variable  u  einem 
einzigen  Integral  I.  Gattung  der  Flache  gleichzusetzen,  kann  man 
sie  auch  (in  Erinnerung  an  das  ABELSche  Theorem)  einer  Summe 
solcher  Integrale  gleichsetzen: 


und  sich  die  Aufgabe  stellen,  Funktionen  der  2  n  Flachenpunkte  x 
und  y  als  elliptische  Funktionen  von  u  darzustellen.  Natiirlich  wird 
das  nicht  mit  beliebigen  Funktionen  clieser  Punkte  moglich  sein, 
sondern  nur  mit  solchen,  welehe  ungeandert  bleiben,  wenn  man  an 
Stelle  der  x,  y  ein  anderes  Punktsystem  der  g,  ij  setzt,  das  den- 
selben  Wert  von  u  liefert  (bezw.  einen  niodulis  Perioden  kongruenten). 
Die  Bedingung: 

xk  Sft 

±  cA^  =  ±  f4L= 

ktiJ  !//■(*)     ktiJ  Vf(x) 

Vk  \  % 
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kann  auch  ersetzt  werden  durch: 

2)  2  f  +  2  f^O; 

sie  bedingt  also  nach  dem  ABELSchen  Theorem,  daB  eine  rationale 
Funktion  eines  Punktes  x  existiert,  die  in  den  Pimkten  yk  und  |fc 
unendlich,  in  den  Punkten  xu  und  ijk  Null  wird. 

Diese  Bedingung  erlaubt  nun  nocli  eine  Umforcnung,  durch  die 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  sehr  vereinfacht  wird.  Be- 
zeichnen  wir  namlich  allgemein  mit  y  den  zu  y  konjugierten  Punkt 
der  Flache,  d.  h.  clenjenigen,  der  liber  oder  unter  y  im  andern  Blatt 
der  Flache  liegt,  so  ist: 

y  y 

.    s  -x- 

also: 

v  I 

/=-/; 

die  Kongruenz  (2).  kann  daher  auch  ersetzt  werden  durch: 

xk  Vk 
ift  *k 

mit  andern  Worten,  es  mufi  eine  rationale  Funktion  eines  Punktes  x 
der  Flache  existieren,  die  in  den  Pimkten  xk  und  7/k  unendlich,  in  den 
Punkten      und  ifk  Null  wird. 

Fiir  spezielle  Werte  von  u  konnen  wir  nun  angeben,  wie  die 
xk  und  yk  beschaffen  sein  miissen,  wenn: 

xk  yk 
«i  «i 

werden  soli;  namlich  fiir  die  halben  Perioden.  Soli  u  =  0  werden, 
so  mu6  eine  Funktion  der  Flache  existieren.  die  in  den  Punkten 
xk  und  yk  je  von  der  ersten  Ordnung  0  und  in  dem  Punkte  ax  von 
der  2  nten  Ordnung  oo  wird.  Eine  solche  Funktion  muB  die  Form 
haben: 
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9n{x)  +  0*0  V/' 0*0 

(x  —  at)« 

unter  gn(x),  gn_2{x)  rationale  ganze  Funktionen  von  x  der  an- 
gegebenen  Grade  verstanden.  Soil  der  Zahler  in  den  2  n  gegebenen 
Punkten  Null  werden  konnen,  so  muB  eine  Determinante  Null  sein, 
von  deren  Zeilen  wir  zwei  anschreiben: 


4) 


yi-1-'.^  i  y1n-2y/ty1)-y1"-3y/ty7)----yAyT) 

Soil  a  =  (ol;  also  nach  §  56,  (1) 


=  0 


werden,  so  schlieBt  man  ebenso:  es  muB  eine  Funktion  der  Flache 
existieren,  die  in  xk,  yw  u2  je  von  der  ersten  Ordnung  0,  in  aY  von 
der  (2  n  +  1)  Ordnung  unendlich  wird.  Eine  solche  Funktion  muB 
die  Form  haben: 

gn+i  (x)  +  cjn-r  (x)Yf(x)  • 
(x  -  oej^+l 

und  der  Zahler  muB  in  cc19  a2,  den  xk  und  den  ~yk  Null  werden. 
Diese  Bedingung  laBt  noch  einen  etwas  einfacheren  Ausdruck  zu, 
wenn  man  f(x)  in  zwei  Faktoren  zweiten  Grades,  cp(x)  und  ip(x) 
spaltet,  sodaB: 

°) 


|  gp  (4  =  a01  {x  -  ax 


wird;  sie  lautet  dann:  es  muB  eine  Funktion  der  Form: 


6)  y„_iWWW  +  y'M_i(wW 

existieren,  unter  gn_1  und  rationale  ganze  Funktionen  des 

Grades  (n  —  1)  verstanden,  die  in  den  Punkten  xk  und  yfc  Null  wircl; 
es  muB  also  die  Determinante: 


v  - 1  y<p  fo) . . .  y^p  (*~)   v  - 1  i/V  k)  . . .  y^  k) 

ft"-1        •  •  •        -  yiw_1V?W  •  •  •  -  VvKyJ 


Null  sein.  Von  den  beiden  Quadratwurzeln  j/^),  y^  (x)  kann  dabei 
der  einen  in  jedem  Flachenpunkt  ein  willkurlicher  ihrer  beiden  Werte 
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beigelegt  werden ;  cler  andern  ist  dann  ein  solcher  Wert  beizulegen, 
daB  das  Produkt  aus  diesen  beiden  Werten  geracle  den  zu  diesem 
Flachenpunkt  gehorenden  Wert  von  ]/f(x)  liefert. 

Die  Bedingung  dafiir,  da6  u  co2  oder  =  co3  wird,  erhalt  man 
hieraus  durch  Vertauschung  von  a2  mit  as,  bezw.  a0. 

Zu  beachten  ist  iibrigens,  daB  die  angefiihrten  Bedingungen  nur 
notwendige,  keine  hinreichenden  sind.  Denn  die ,  Determinanten 
werden  jedesmal  gleich  Null,  wenn  zwei  der  2  n  Punkte  x  und  Tj 
zusamrnenfallen.  Soil  aber  eine  Funktion  von  einer  der  angegebenen 
Formen  existieren ,  die  in  2  n  —  2  Punkten  von  der  ersten  und  in 
einem  von  der  zweiten  Ordnung  Null  wird,  so  ist  dazu  erforderlich, 
daB  eine  Determinante  Null  wird,  die  aus  der  Determinante  (4), 
bezw.  (7)  dadurch  entsteht,  daB  man  alle  Elemente  einer  Zeile  durch 
ilire  Ableitungen  ersetzt. 

Dieser  Ubelstand  fallt  weg,  wenn  man  den  Quotienten  zweier 
solcher  Determinanten  bildet.  Ein  solcher  Quotient  erscheint  zwar 
in  der  unbestimmten  Form  0/0,  wenn  zwei  der  2  n  Punkte  x  und  y 
zusammenfallen ;  aber  der  Grenziibergang  laBt  sich  nach  den  Kegeln 
der  Differentialrechnung  ausfiihren  und  liefert  dann  gerade  den 
Quotienten  zweier  solchen  modifizierten  Determinanten,  von  denen 
eben  die  Rede  war.  Gleiches  gilt  auch  noch,  wenn  mehr  als  zwei 
der  2  n  Punkte  zusammenfallen ;  man  hat  dann  Uniform ungen  vor- 
zunehmen,  die  zu  den  in  §  26  vorgenommenen  analog  sind. 

Auch  wenn  einer  der  Punkte  x  oder  y  ins  Unendliche  ruckt, 
findet  Entsprechendes  statt.  Auch  dann  erscheint  cler  Quotient  zu- 
nachst  in  unbestimmter  Form  (oo/oo);  auch  dann  kann  man  den 
G-renziibergang  vollziehen  und  erhalt  einen  Quotienten  zweier  modi- 
fizierter  Determinanten,  cleren  Nullwerden  fiir  ein  Punktaggregat, 
von  dem  ein  Punkt  im  Unendlichen  liegt,  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  das  Nullwerden  der  Determinante  (4),  bezw.  (7)  fiir  ein  ganz  im 
Endlichen  gelegenes  Punktaggregat. 

Der  Quotient  q  der  Determinanten  (4)  und  (7)  wird  also  nur 
Null,  wenn  u  =  0  und  nur  unendlich,  wenn  u  =  col  (modulis  Perioden) 
wird.  Man  kann  folgendermaBen  zeigen,  daB  er  iiberhaupt  nur  von 
u  abhangt.    Wir  stellen  neben  die  Gleichung  (1)  die  andere: 

U 


V; 


dann  konnen  wir  von  den  4  n  Punkten  xv  yv  |f,  rj.  alle  bis  auf 
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zwei  festhalten,  etwa  x1  als  unabhangige  Variable,  ^  als  Funktion 
von  ihr  vermoge  der  Gleichungen  (1)  und  (8)  ansehen.   Der  Quotient 


9)  -  v)\ 


wird  dann  eine  Funktion  des  Flachenpunktes  xv  deren  Eigenschaften 
wir  untersuchen  miissen.  Zunachst  ist  nach  §  56  klar,  daB  ^  eine 
auf  der  Flache  eindeutige  Funktion  von  x1  ist;  infolgedessen  ist 
auch  der  Quotient  (9)  eine  solche  Funktion.  Denn  wenn  x1  einen 
auf  der  Flache  geschlossenen  Weg  beschreibt,  konnen  zwar  ]/<p  (xj , 
y^^)  moglicherweise  ihre  Vorzeichen  andern,  aber  immer  nur 
gleichzeitig.  Wir  miissen  nun  die  Pole  dieses  Quotienten  bestimmen. 
Der  Zahler  wird  nur  unendlich,  wenn  die  Punkte  av  a2,  xv  yk  die 
Nullpunkte  einer  ganzen  Funktion  q  der  oben  angegebenen  Gestalt 
sind.  Nach  (1)  und  (8)  existiert  aber  eine  Funktion  f  der  Flache, 
die  in  den  xk  und  den  yk.oo,  den  |fc  und  den  rilc  Null  wird;  das 
Produkt  fq  ist  also  dann  eine  Funktion  der  Flache,  die  im  End- 
lichen  nirgends  unendlich  wird.  Es  existiert  also  dann  eine  ganze 
Funktion  der  Flache,  die  in  den  den  t]v  at  und  a2  Null  wird; 
und  der  Nenner  von  (9)  wird  also  stets  gleichzeitig  mit  deni  Zahler 
unendlich.  Durch  ganz  analoge  Uberlegungen  wird  gezeigt,  daB  der 
Zahler  von  (9)  jedesmal  Null  wird,  wenn  der  Nenner  es  wird. 

Nun  miissen  wir  noch  zeigen,  daB  Zahler  unci  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Dazu 
bemerke  man  zunachst:  wenn 


d%        -i  , 
=  konst. 


sein  soil  und  wenn  ^1(0),  ^(0)  irgend  zwei  spezielle  Werte  von  |1? 
bezw.  x1  sind,  so  wird  die  Differenz  |x  —  |1(0)  mit  der  Differenz 
x\  ~  xi°]  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein;  das  folgt  aus 
Satz  V  von  §  1,  Ferner  aber:  wenn  bei  Annaherung  von  x1  an  x^ 
z.  B.  die  Determinante  (4)  von  der  zweiten  Ordnung  Null  werden 
sollte,  so  miiBte  zugleich  mit  ihr  auch  diejenige  Determinante  Null 
werden,  die  aus  ihr  dadurch  entsteht,  daB  man  alle  Elemente  der 
ersten  Zeile  durch  ihre  ersten  Differentialquotienten  nach  x1  ersetzt. 
Man  kann  annehmen,  x2  .  .  .  xn  und  yx ,  yt  .  .  .  yn  seien  so  gewahlt, 
daB  das  nicht  eintritt.  Dann  folgt,  daB  Zahler  und  Nenner  von  (9) 
stets  von  derselben  Ordnung  Null,  bezw.  unendlich  werden.  Der 
Quotient  (9)  selbst  ist  also  dann  eine  Funktion  des  Flachenpunktes  xv 
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die  nirgends  imendlich  wird,  folglich  nach  §  5,  VI  eine  Konstante. 
Diese  kann  von  1  nicht  verschieden  sein.  Wenn  man  namlich  die 
Punkte  xv  yv  rji  und  alle  §.  bis  auf  einen  beliebig  vorschreibt  und 
diesen  so  wahlt,  daB  die  |.  und  rji  zu  den  x.  und  ~.  Equivalent 
werden,  so  ist 

10)  ?(|,  rj)  =  cq(x,y), 

wo  c  eine  von  xl  unabhangige  GroBe  bedeutet.  Da  wir  aber  die  x 
und  y  unbeschadet  des  Wertes  von  q  {x,  yf  beliebig  vertauschen 
diirfen,  so  folgt,  daB  diese  GroBe  auch  von  den  ubrigen  x  und 
den  y  nicht  abhangen  kann.  Ihr  Wert  ergiebt  sich  als  1,  wenn 
man  die  g  mit  den  x  und  die  y  mit  den  r\  zusammenfallen  laBt. 
Das  Quadrat  der  Funktion  q  hangt  also  nur  ab  von  u\  und  zwar 
ist  es  eine  elliptische  Funktion  von  u,  deren  Perioden  mit  den 
Periodicitatsmoduln  von  it  identisch  sind.  Aus  der  oben  vor- 
genommenen  Bestimmung  der  Null  und  der  Unendlichkeitsstellen 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

in  n  (r  v\  _  A     v)  _  c  (TlU 

wo  Cx  eine  von  u  unabhangige  GroBe  bezeichnet;  und  analoge  Glei- 
chungen  erhalt  man  flir  die  ubrigen  Sigma quotienten. 

Da  alle  elliptischen  Funktionen  sich  durch  die  drei  Sigma- 
quotienten  rational  ausdriicken  lassen,  so  folgt: 

Jede  Funktion  beliebig  vieler  Flachenprodukte ,  die  fur  alle  aqui- 
valenten  Funktsysteme  denselben  Wert  hat,  lafit  sich  rational  durch  die 
vier  Deter minanten  D  ausdriicken. 

Die  sich  hier  anschlieBende  Frage  nach  der  Beziehung  zwischen 
Da  (x,  y)  und  aa  u  miissen  wir  beiseite  lassen ;  nur  darauf  sei  noch 
hingewiesen,  daB  die  in  §  26  auftretenden  Determinanten  spezielle 
Falle  der  hier  behandelten  sind. 
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SIEBENTER  ABSCHNITT. 


Reduktion  der  elliptischen  Integrale  I.  Gattung 
auf  kanonische  Formen. 

§  62.  Umformung  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  durch 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabeln. 

Fiihren  wir  in  das  elliptische  Integral  I.  Gattung: 

d  x 


i) 


•j-  4  ax  x3  -f  6  a2  x2  +  4  az  x  4-  «4 
dx 


]/a0  (x  -  «0)  (x  -  ax)  {x  -  «2)  (x  -  a8) 
durch  die  lineare  gebrochene  Substitution: 

9.  +  £         y  dx-8 

6 )  Z  =  — - — - — v  y  L  =   ;  

'  f  y  l,  +  o  ^       —  y  x  +  a 

eine  neue  Integrationsvariable  ein,  so  hebt  sich  (/C+^)~2  aus 
Zahler  und  Nenner  weg  und  wir  erhalten  wieder  ein  Integral  der- 
selben  Form: 


3)  u  =  (a§-.py)  J 


dt 


Die  dabei  auftretende  rationale  ganze  Funktion  vierten  Grades 
hat  den  Wert: 


4) 


+  6  a,  («  £ + §)\r  r  +  Sf  +  4  a,  («  £  +  /?)(/  £  +  <5)3  +       £  +  df ; 


wir  sagen  von  ihr:  q)(ffj  geht  durch  die  lineare  Substitution  (2)  aus 
f(z)  hervor.  Dabei  ist  aber  wohl  zu  beachten:  die  lineare  Substi- 
tution ist  bestimmt,  wenn  nur  die  ferhdltnisse  der  Koeffizienten 
a,  /9,  y,  §  gegeben  sind,  sie  andert  sich  nicht,  wenn  man  diese  vier 
Koeffizienten  gleichzeitig  mit  einem  und  demselben  Faktor  multipliziert. 
In  cp  (£)  kommen  aber  die  Koeffizienten  selbst  vor;  will  man  sich 
also  der  erwdhnten  Uedeweise  bedienen,  so  mufi  man  sich  diese  Koeffi- 
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zienten  selbst,  nichi  nur  Hire  Terhdltnisse ,  als  gegeben  denken.  Dann 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

I.  Geht  cp{£)  durch  die  linear e  Substitution  (2)  cms  f  (z)  hervor, 
so  ist: 

5)  f^  =  M-/?r)f-£L. 

)  J  vm  J  Vv® 

Man  pflegt  nun  zu  definieren: 

II.  Eine  Funktion  der  Koeffizienten  a0  .  .  .  «4  von  f  und  der 
Variabeln  z,  die  die  Eigenschaft  hat,  dafi  zwischen  ihr  und  derselben 
Funktion  der  Koeffizienten  aQ'  .  .  .  a^  von  cp  und  der  Variabeln  J  die 
Relation  besteht: 

6)  <  .  .  .  <)  =  {ccS  -  fty)rip{z',  a0  .  .  .  a4), 

heifit  eine  (relative)  Covariante  von  f  vom  Gewichte  r, 

III.  Eine  Covariante  vom  Gewichte  0  heifit  absolute  Covariante. 
In  dieser  Terminologie  lautet  Satz  I: 

IV.  Das  elliptische  Integral  I.  Gattung  ist  eine  Covariante  der 
Grundform  ff  vom  Gewichte  —  1. 

Haufig  ist  es  bequemer,  statt  der  Koeffizienten  die  Wnrzeln 
von  f  also  die  Verzweigungspunkte,  als  gegeben  zu  betracbten;  man 
muB  aber  zu  ihnen  einen  Koeffizienten,  etwa  a0,  noch  mit  binzu- 
nehmen,  da  durcb  sie  allein  zwar  die  Gleichung  f=0,  aber  nicht 
die  Funktion  f  selbst  bestimmt  ist.  Der  entsprecbende  Koeffizient  a0' 
der  transformierten  Funktion  ist  dann: 

7)  «0«4  +  4«lCf3/+  6«2«V  +  ^af  +         =  r*f(j)  ' 
Ibre  Nullpunkte  sind: 

8)  (A  =  0,  1,  2,  3); 

d.  b.  sie  werden  aus  den  Nullpunkten  der  vorgelegten  Funktion 
durcb  dieselbe  Substitution  erbalten,  wie  die  neue  Integrations- 
variable  aus  der  alten.  Aus  I.  §  15,  II  folgt,  daB  man  die  Koeffi- 
zienten der  Substitution  (1)  so  wablen  kann,  daB  von  diesen  Null- 
punkten der  transformierten  Form  drei  beliebig  vorgescnriebene 
Werte  erbalten,  oder  daB  sie  iiberhaupt  drei  Beclingungen  erfullen. 
Infolgedessen  kann  man  durcb  lineare  Substitution  jedes  vorgelegte 
Integral  auf  eine  ,,kanonische  Form1'  bringen.  Fiir  die  Auswahl  einer 
solchen  kanoniscben  Form  konnen  verscbiedene  Elicksicbten  maB- 
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gebend  sein;  es  ist  nicht  moglich,  eine  Form  anzugeben,  die  in 
jeder  Beziehung  den  Vorzug  verdient.  Wir  werden  vielmehr  in  den 
drei  nachsten  Paragraphen  drei  verschiedene  solche  Formen  be- 
sprechen. 

§  63.   Die  erste  Normalform. 

Eine  erste  Normalform  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Koeffizienten 
der  Substitution  §  62,  (2)  so  wahlen,  daB  drei  bestimmte  der  neuen 
Verzweigungspunkte,  etwa  a0,  aY  und  a2,  bezw.  nach  oo,  0  und  1 
fallen.  Zufolge  I,  §  15,  IV  und  VII  hat  die  Substitution  dann 
die  Form: 


01,  «9    —  «, 


%  —  an     cu  —  ccr 


Z  — 


a,  = 


a0  = 


Vo  = 


(«2.~  «o)"l  -  K  -  «l)«0  S 


1) 

oder  umgekehrt: 
2) 

3) 

4)  •  z 

5)  z 
6) 

wenn  namlich: 
7)  I 

(«2  ~  «o)(«l  _  a3) 

gesetzt  wird.    Man  hat  dann  (am  bequemsten  aus  (3)): 


(«2 

-  «0)  -  («2 

-  «l) 

(«1 

-  «0)  («2  - 

«o) 

«o)  -  («2  - 

«i)  'Q 

(«2 

-  «l)  K  - 

O 

(«2  - 

«o)  -  («2  ~ 

«iK 

(«2 

-  «o)  («i  - 

«2) 

(«2  - 

«o)  ~  («2  - 

(«2 

-  «„)(«!  - 

«s) 

(«2  -  «o)  _  (W2  -  «l)  £ 
(«2  -  «l)  («0  -  «s) 


«9  —  a,      «o  —  a, 


a0  —  «A  «q 


8) 

also  schliefilich: 

z 

I 

9) 


Pi  -  «0)(«8  -  ft0)(«2  ~  «i) 

[(«2  -  «o)  -  («2  -  «l)  £]* 


]/a0  (x  -  «0)  (*  -      (*  -  a2)  (*  -  o8) 


r 
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Das  Vorzeichen  der  vor  clem  Integralzeichen  stehenden  Quadrat- 
wurzel  auf  der  rechten  Seite  kann  willkiirlich  genommen  werden; 
das  der  andern  bestimmt  sich  dann  fiir  die  Umgebung  eines  Ver- 
zweigungspunktes  (z.  B.  z  =  ax ,  £  —  0)  durch  Vergleichung  der 
Anfangsglieder  von  Reihenentwicklungen,  weiterhin  durch  analytische 
Portsetzung. 

Die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  verschiedene 
Arten  moglich,  da  man  die  vier  Indices  0,  1,  2,  3  auf  24  Arten 
auf  die  vier  Verzweigungspunkte  verteilen  kann.  Je  vier  dieser 
Arten  geben  aber  nach  I,  §  15,  VIII  immer  denselben  Wert  von  X 
sowohl,  wie  von  dem  vor  dem  Integralzeichen  rechts  auftretenden 
Faktor. 


§  64.   Die  zweite  (WeiERSTRASs'sche)  Normalform. 

Auf  eine  zweite  Normalform  werden  wir  gefiihrt,  wenn  wir  davon 
ausgehen,  daB  die  Funktion 

pifvm) 

nach  §  55,  (11)  eine  lineare  gebrochene  Funktion  von  z  ist.  Be- 
zeichnen  wir  sie  mit  £,  so  entsprechen 

den  Werten  von  z:     a0     aY     a2  ce3, 

bezw.  die  Werte  von  f:     e3     oo     eY  e2. 

Wir  haben  §  4  bereits  die  Formeln  angegeben,  die  £  durch  z 
ausdnicken,  und  brauchen  ihnen  jetzt  nur  noch  ihre  Auflosung 
nach  z  beizufugen;  wir  erhalten: 

'Q  -  \  (a0  Kj2  +  2^8!  +  a2) 


1) 


^  + 


=  «i  .+ 


a0  aj3  +  3  ax  ax2  -f  3  a2  ax  +  a3 

t  ~  21  f"  M 


Durch  diese  Substitution  geht  das  vorgelegte  Integral  iiber  in: 

dt 


f 


Auch  die  Transformation  in  diese  Normalform  ist  auf  24  ver- 
schiedene Arten  moglich,  entsprechend  den  24  Permutationen  der 
4  Verzweigungspunkte.    Die   Koeffizienten   der  Normalform  sind 

Bukkhardt,  Funktionen.    II.  \\ 
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jedoch  symmetrische  Funktionen  der  ea\  daraus  wiirde  man  zunachst 
schlieBen,  da6  diese  Koeffizienten  bei  je  6  Permutationen  der  a  ihre 
Werte  nicht  andern,  also  nur  je  vier  verschiedene  Werte  haben 
konnen.  Die  Ausfiihrung  der  Eecbnung  (§  55,  18,  19)  bat  jedoch 
fur  diese  Koeffizienten  der  Normalform  Werte  ergeben,  die  sicb 
rational  durch  die  Koeffizienten  der  vorgelegten  Form  ausdriicken, 
also  bei  keiner  Vertauscbung  der  Wurzeln  derselben  sich  andern. 


§  65.   Die  dritte  (Legendre'scIib)  Normalform. 

Eine  dritte  Normalform,  die  namentlich  in  den  alteren,  an 
Legendre,  Abel  und  Jacobi  anschlieBenden  Arbeiten  fast  aus- 
scbliefilicb  benutzt  wurde,  erhalt  man,  wenn  man  verlangt,  daB  die 
Verzweigungspunkte  einander  zu  je  zweien  entgegengesetzt  gleicb 
sein  sollen.  Man  kann  dann  noch  einem  Verzweigungspunkt  einen 
beliebigen  Wert  vorschreiben,  etwa  den  Wert  1,  sodaB  ein  zweiter 
nach  —  1  fallt;  bezeicbnet  man  die  beiden  andern  mit  +  {i~2  und 
verlangt,  daB 

den  Punkten:     z  =  a0     aY  a2  cc3, 

bezw.  die  Punkte :     £=1     |W  ~  2     —  fi~2     — 1 
entsprechen  sollen,  so  erhalt  man  folgende  Formeln: 

  «2  -  «i  ,  «3  -  «i    —  ft_2  —  jM"""*      —  1  —  (l~ 2  _  4  <U2 

~~  <x8  -  a0  *  a3  -  a0  _     -  ^~2  -1    '    -  1  -  1  '  ~~  (1  -f  l^f  ' 

also: 

Zu  jedem  der  6  verschiedenen  Werte  von  2  gehoren  also  4  ver- 
schiedene Werte  von  [i.  Alle  diese  24  Werte  sind  voneinander  ver- 
schieden;  aber  je  vier  von  ihnen  unterscheiden  sich  nur  durch 
Faktoren,  die  Potenzen  von  i  sind.  Jeder  dieser  Werte  laBt  sich 
iibrigens  rational  durch  jeden  andern  ausdriicken;  ist  /li  irgend  einer 
der  vier  in  der  Formel  (2)  enthaltenen  Werte,  so  sind  die  drei 
andern:  —  (jl,  jW-1,  —  [i"1.  Ersetzt  man  I  durch  1  —  I,  so  erhalt 
man  vier  Werte,  von  denen  einer  ist: 

also  die  drei  andern: 
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Ersetzt  man  I  durch  — - — ,  so  erhalt  man  die  vier  Werte  i  fx, 

—  ifM,  iff:1,  —if*-1.  Die  12  andern  Werte  sind  nun  leicht  zu 
bilden. 

Jede  lineare  Substitution,  die  einen  dieser  24  Werte  in  einen 
andern  iiberfuhrt,  muB  sie  notwendig  alle  unter  sich  permutieren; 
und  die  24  linearen  Substitutionen,  die  man  so  erhalt  (die  Identitat 
mitgerechnet),  miissen  eine  Gruppe  bilden.  Man  erhalt  also  hier 
nebenbei  eine  endlicbe  Gruppe,  die  aus  24  linearen  Substitutionen 
besteht.    Sie  fiihrt  den  Namen  der  Oktaedergruppe. 

Die  zugehorigen  Substitutionen  der  Integrationsvariabeln  er- 
halten  wir  am  bequemsten,  wenn  wir  den  Durcbgang  durch  die  erste 
Normalform  nehmen.    Wir  finden: 


X—  0  .  t  -  oo  _      a  -  m      »  -  1 

1  _  0  *  1  -  co        -  iu-2  -  fi~2  '  -  fi~2  -  1  ' 

d.  h.: 

D)  ^  ~     2fi2      1  -  j    '     d      ^2     1  +  ^2  -  2  i 

und  daraus: 

^2  -  l  l  +  //2  a 


2u2  1 


i  _  ;     =  i  2       1  -  1  +^  1  +S 

A^  1+^1-5  1+^2  1-3 


(i  +a)(i  -^)(i  +  ^2§)  . 
(i  -  hf 


also: 

ff(i  -  ff)(i  -  iff)  = 

andererseits : 

fc         2^2    *     (1-S)2  ' 

also  schlieBiich: 

4)     r     s    ==(i+^2)  r  rfs 

J  yea  -  0(i  -  u)  J  i/(i  -  52)(i  -  ^ 


Wie  aus  den  zu  Beginn  des  Paragraphen  angestellten  Uber- 
legungen  hervorgeht,  ist  die  Transformation  in  diese  Normalform 
auf  24  verschiedene  Arten  moglich;  aber  die  einzige  unter  dem 
Integralzeichen  vorkommende  Konstante  ^  hat  fur  je  vier  solche 
Transformationen  denselben  Wert. 

11* 
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§  66.    Die  iinearen  Transformationen  eines  elliptischen  Integrals 
I.  Gattung  in  sich  selbst. 

In  alien  drei  in  den  letzten  Paragraphen  untersuchten  Fallen 
hat  sich  herausgestellt,  daB  man  bei  je  vier  verschiedenen  Trans- 
formationen auf  eine  Normalform  dieselben  Werte  der  in  der 
Normalform  auftretenden  Konstanten  erhalt.  Es  muB  also  auf  drei 
verschiedene  Arten  moglich  sein,  ein  in  der  Normalform  vorgelegtes 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  durch  Einftihrung  einer  neuen  Inte- 
grations variabeln,  die  eine  lineare  gebrochene  Funktion  der  gegebenen 
ist,  in  ein  Integral  derselben  Normalform  mit  denselben  Konstanten 
uberzufuhren.  Man  konnte  die  Substitutionen,  die  das  leisten,  aus 
den  allgemeinen  Formeln  der  vorigen  Paragraphen  zusammensetzen; 
man  bekommt  sie  aber  bequemer  durch  folgende  Uberlegungen: 

Der  dritten  Normalform  sieht  man  unmittelbar  an,  daB  sie  durch 
jede  der  drei  Substitutionen : 

n  ,  _  ,  _    l         ,  l 

in  ein  Integral  derselben  Form,  mit  demselben  Werte  von  ^  iiber- 
gefiihrt  wird. 

Fur  die  erste  Normalform  erhalten  wir  die  betreffenden  Sub- 
stitutionen am  einfachsten,  wenn  wir  davon  ausgehen,  daB  das 
Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten  ungeandert  bleibt,  wenn  man 
zwei  von  den  vier  Punkten  und  gleichzeitig  die  beiden  andern 
Punkte  vertauscht  (I,  §  15). 

Die  Substitution,  die        0      1      A-1  oo 
in        1      0      oo  I-1 

uberfiihrt,  lautet: 
2)  £' 


l  -  It  ' 

die  Substitution,  die        0      1      A-1  oo 
in       I-1   oo      0  1 

uberfiihrt,  lautet: 


Endlich  die  Substitution,  die     0      1  A-1 

in    oo   /L-1  1 


oo 
0 
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uberfiihrt,  lautet  einfach: 

4)  r  =  ^- 

Fiir  jede  dieser  3  Substitutionen  besteht  die  Grleichung: 

5)  p      d-         f  d*   

J  yT(i  -  ski  -  it)    J  yc(i  -  no  -ho 

(bei  geeigneter  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Quadratwurzeln). 
Ebenso  erhalten  wir  fiir  die  zweite  Normalform : 

die  Substitution,  die      oo      ex  e2  <?3 

in        eY      00  es  e2 

uberfiihrt,  lautet: 

6)  £<  =  e1  +  (*-?)(*-«'>. 


Dabei  wird: 

r  -  *i  = 


1*1  -  e2)  [  1  ~  L]  =  (ei  ~ 


£  -  «3  =  (ei  -  H)  jzr^ 


u  —  e 


j  w  _       (e2  -  ex)  (e3  -  ex)  , 


d'C'  r  dt 


also  auch  hier: 

7)         f  ":  =  f 

Die  beiden  andern  Substitutionen,  die  die  zweite  Normalform  in 
sich  iiberfuhren,  gehen  aus  dieser  durch  Vertauschung  der  Indices 
1,  2,  3  hervor. 

Uberhaupt  kann  man  jedes  elliptische  Integral  I.  Gattung  auf 
drei  verschiedene  Arten  durch  eine  lineare  gebrochene  Substitution 
in  ein  Integral  derselben  Form  mit  denselben  Verzweigungspunkten 
transformieren.  Sind  cc0,  etYJ  a2,  a3  die  Verzweigungspunkte,  so 
lautet  eine  dieser  Substitutionen: 

%  —  «ft      a9  —  an        %'  —  oc,      a,  — 
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oder : 
8) 


z  —  «0          (a2  —  a0)  (of3  —  «0)   %'  —  ax 

%  —  a1        («2  —  a-i)  («3  —  a1)  %f  —  a0 


man  erhalt  fur  sie  durch  Eechnung  oder  aus  I,  §  15 


a.,      an  —  a,       %  —  a-,     a,  —  «c 


X-  —  a,  an 


oder: 
und: 


oder: 

10) 

also: 


%  —  an     a*  —  af 


«,  -  a,    x  —  af 


%  —  «q     an  —  a3-       *  —  a2    at  —  a2 


ai      ao  —  ai        ^  ~  ao    ai  —  ac 


a,  —  «n    %  —  «, 


a,    &  —  ar 


0  -  «i) 

anclererseits : 


/  («2  -  «0)  («3  -  «0; 
\(«2  -  «i)  («3  -  <*ll 


{%  -  ao)  (*  -  «2)      -  as)  _  /  («2  -  «o)(«3  ~  «o)\2      -  «t)  (*'  -  «2)  0'  -  «8) . 

)J  (*'-«o)3 


(*  -  «l)2 


(tt2  -  «p)(«3  -  flf0) 

(a2  -       (a8  -        (V  -  a0)2  ' 


also  schlieBlich,  bei  geeigneter  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
Wurzel: 


/a  % 
]/a0  (z  -  «0)  (*  -  «j)  (*  -  «2)  (*  -  «3) 

=  r   

J  ]/a0  (V  -  «0)  {%'  -  «!)  0'  -  a2)      -  a3) 


Die  beiden  andern  Substitutionen  ergeben  sich  aus  dieser  durch 
Indicesvertauschung. 

Durch  diejenige  von  diesen  Substitutionen,  die  a0  mit  a2  und 
aY  mit  a3  vertauscht,  korinen  die  Gleichungen  (8)  von  §  8  direkt 
bewiesen  werden. 
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Lineare  Transformation. 

§  67.   Ubergang  von  einem  primitiven  Periodenpaare  zu  einem 
andern  durch  lineare  Transformation. 

w  ir  haben  bisher  die  Gesamtheit  der  Perioden  eines  Korpers 
elliptischer  Funktionen  stets  in  der  Weise  dargestellt,  daB  wir  zwei 
Perioden  2  cov  2  co3  als  gegeben  annahmen  und  dann  die  samtlichen 
Perioden  durch: 

1)  2  fcj  m1  +  2  k3  co3      (kv  k3  =  0,  ±1,  ±  2  .  .  .) 

ausdriickten.  Wir  hatten  das  geometrisch  so  formuliert,  daB  wir 
die  Periodenpunkte  als  Knotenpunkte  eines  von  zwei  Scharen 
paralleler  Geraden  gebildeten  Gitters  ansahen,  die  bezw.  zu  den 
Strecken  0  .  .  .  und  0  .  .  .  co3  parallel  waren  (§  12).  Wesentlich 
fur  unsere  Untersuchungen  war  aber  immer  nur  die  Gesamtheit  der 
Perioden,  geometrisch:  die  Gesamtheit  der  Knotenpunkte  des  Gitters; 
daB  wir  diese  Gesamtheit  ursprtinglich  aus  zweien  unter  ihnen  in 
der  Form  (1)  zusammengesetzt  hatten,  war  wenigstens  im  II.  und 
III.  Abschnitt  ganz  zuriickgetreten.  Es  wiirde  daher  nahe  liegen, 
von  dieser  Gesamtheit  auszugehen  und  zu  fragen,  wie  man  in  ihr 
zwei  Perioden  von  der  Beschaffenheit  wahlen  kann,  daB  sich  alle 
andern  in  der  Form  (1)  durch  sie  ausdriicken.  Doch  wollen  wir 
diese  Frage  in  der  Weise  beantworten,  daB  wir  von  einer  bestimmten 
Darstellung  (1)  ausgehen  und  zusehen,  wie  wir  aus  ihr  die  iibrigen 
ableiten  konnen. 

Aus  zwei  bestimmten  Halbperioden : 

CO^  =  CCCOy  +  (}  co3, 

co3  =  y  coY  +  8  co3 
lassen  sich  alle  iibrigen  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zu- 
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sammensetzen,  sobald  das  mit  co1  und  co3  selbst  der  Fall  ist,  sobalcl 
also  in  der  Umkehrung  der  Gleichungen  (2): 

8,8", 


3) 


^  »i  -  ~D w* 


a 

ft>c 


die  Determinante: 

4)  D  —  ce  dy  fty 

in       /?,  /  und  S  aufgeht    Dann  muB  aber  B2  in  und 
also  aucb  in  B  aufgehen;  und  das  ist  nur  moglich,  wenn  B  =  +  1 
ist.    Also  folgt: 

I.  Bie  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafur,  daft  die 
Gesamtheit  der  aus  2  co^ ,  2  co3'  sick  ergebenden  Perioden  mit  der  Ge- 
samtheit  der  aus  2  co1,  2  co3  sich  ergebenden  identisch  sei,  ist: 

7)  B=±l. 

Dabei  ist  jedocb  nocb  ein  Umstand  zu  beriicksichtigen.  Wir 
haben  seit  §  14  immer  an  der  Festsetzung  festgehalten,  die  Be- 
zeichnung  sei  so  gewahlt,  daB  der  Quotient  r  =  wj&x  einen  positiven 
imaginaren  Bestandteil  hat.   Nun  ist,  wenn  r  =  x  '+  iy  gesetzt  wird: 

r  +  s(x  +  ty)  _  («  +  fa)  (r  +  Sx)  +  @8v2  +  iDv 

}  <       «  +  (}(x  +  iy)~~  {*  +  fa)*  +  (iy* 

Der  imaginare  Bestandteil  von  co^/g)^  ist  also  nur  dann  auch 
positiv,  wenn  B  positiv  ist.    Aus  diesem  Grunde  setzen  wir  fest: 

II.  Im  folgenden  sollen  nur  solche  Substitutionen  (2)  untersucht 
werden,  fur  welche 

9)  B  =  +  1 

ist.    Man  nennt  solche  Substitutionen  „unimod.ularil. 

Man  nennt  ein  Paar  von  Perioden  einer  Funktion,  durch  die 
sich  alle  andern  in  der  Form  (1)  ausdriicken  lassen,  „ein  primitives 
Periodenpaar".1  Der  Ubergang  von  einem  primitiven  Periodenpaar 
zu  einem  andern  durch  eine  Substitution  (2)  unter  der  Bedingung  (9) 
heiBt  lineare  Transformation  der  Perioden. 

Die  Bedingung  B  =  1  schlieBt  aus,  daB  die  vier  Koefnzienten 
a>  ft>  Yi  $  einen  ihnen  alien  gemeinschaftlichen  Teiler  haben.  In- 


1  Nicht  jedes  Paar  von  Perioden,  von  denen  jede  einzelne  primitiv  ist  im 
Sinne  der  I,  §  41,  VI  gegebenen  Definition,  ist  ein  primitives  Periodenpaar 
im  Sinne  des  Textes. 
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folgedessen  bleibt  das  Periodenverhaltnis  r  nur  bei  zwei  linearen 
Periodentransformationen  ungeandert:  namlich  bei  der  „identischen 
Transformation",  bei  der  die  Perioden  iiberhaupt  nicht  geandert 
vverden,  und  bei  gleichzeitigem  Vorzeichenwechsel  beider  Perioden : 

10)  a j  i  =  —  a)1,      o)3'  =  —  co3,      t  =  t. 

Es  geniigt  deshalb  fur  viele  Zwecke,  nur  die  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  (I,  §  14  ff.)  des  Periodenverhaltnisses: 

'  a  +  p  t  0  —  (it 

zu  untersuchen;  zu  jeder  solchen  Substitution,  in  der  a,  @,  y,  d 
ganze  Zahlen  der  Determinante  1  sind,  gehoren  zwei  und  nur  zwei 
lineare  Periodentransformationen.  Wir  bediirfen  fiir  das  folgende 
einer  kurzen  Bezeiclmung  dieser  Substitutionen: 

III.  Unter  einer  Modulsubstitution  versteht  man  eine  gebrochene 
lineare  Substitution  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  der  Determinante  1. 


§  68.   Aufbau  der  Gruppe  der  Modulsubstitutionen 
aus  erzeugenden  Operationen. 

I.  Die  Gesamtheit  der  Modulsubstitutionen  bildet  eine  Gruppe 
(I,  §  14,  VII). 

Denn  die  Zusammensetzung  zweier  Modulsubstitutionen  liefert 
nicht  nur,  wie  bereits  I,  §  14,  VI  ausgesprochen,  wieder  eine  lineare 
Substitution,  sondern  die  dortigen  Formeln  (11)  zeigen  auch,  daB 
die  Koeffizienten  der  resultierenden  Substitution  ganze  Zahlen  werden, 
wenn  die  der  komponierenden  es  sind;  und  aus  dem  Multiplikations- 
satz  der  Determinanten  oder  durch  elementare  Rechnung  folgt,  daB 
die  Determinante  der  resultierenden  gleich  dem  Produkt  der  De- 
terminanten der  komponierenden  ist,  also  letztere  ebenfalls  =  1, 
wenn  jede  der  beiden  ersteren  =  1  ist. 

Diese  Gruppe  enthalt  unendlich  viele  Operationen;  man  kann  z.  B. 
fiir  a  und  /9  ein  ganz  beliebiges  Paar  zu  einander  teilerfremder 
ganzer  Zahlen  wahlen  und  dann  y  und  §  noch  auf  unendlich  viele 
Arten  so  bestimmen,  daB  die  Determinante  ==  1  wird  (wie  aus  der 
Theorie  der  sog.  diophantischen  Gleichungen,  bezw.  der  Kettenbriiche 
bekannt  ist).  Aber  ihre  Operationen  bilden  keine  hontinuierliche 
Mannigfaltigkeit;  die  Parameter,  von  denen  sie  abhangen  —  eben 
die  a,  fi,  y,  S  —  sind  nicht  kontinuierlich  veranderlich,  sondern  auf 
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ganzzahlige  Werte  beschrankt.  Eine  solche  Gruppe  nennt  man 
diskret;  wir  konnen  daher  den  Satz  aussprechen : 

II.  Lie  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  ist  eine  unendliche 
diskrete  Gruppe, 

Drei  besondere  Substitutionen  dieser  Gruppe  werden  wir  be- 
sonders  haufig  zu  benutzen  haben  unci  bezeichnen  sie  deshalb  so- 
gleich  mit  eigenen  Buchstaben: 

1)  ■  S:     t'  =      1  +  x, 

2)  T:    x'  =  -  1 

3)  U:    x  =  -  1 


T 

1  1  +  T 


T  T 

Aus  diesen  Substitutionen  lassen  sich  weitere  zusammensetzen. 
Um  solche  Zusammensetzungen  von  Substitutionen  bequem  schreiben 
zu  konnen,  setzen  wir  fest:- 

III.  Eine  Gleichung  zwischen  Substitutionen,  die  die  Form  hat: 

4)  F=  ST 
oder  ausfuhrlicher: 

5)  F(t)  =  S[T(t)] 

soli  bedeuten:   V{r)  ist  diejenige  lineare  Funktion  x"  von  r,  die  man 
erhalt,  wenn  man  erst  x  —  T(z)  und  dann  x"  —  S.(x')  bildet.1 
Beispielsweise  ist 

^^(t)  -  1  -  r-\      TS{x)  =  -  (1  +  r)-1; 

diese  beiden  Substitutionen  sind  also  voneinander  verschieden,  die 
Zusammensetzung  von  8  und  T  zu  ST  ist  keine  kommutative  Operation 
(I,  §  2,  2).  Dagegen  geht  aus  ihrer  Definition  unmittelbar  hervor, 
daB  sie  associativ  ist  (I,  §  2,  3),  daB  wir  also  beim  Aneinanderreihen 
mehrerer  solcher  Symbole  keine  Klammern  zu  setzen  brauchen. 
Statt  SS,  SSS .  .  .  .  konnen  wir  daher  auch  S2,  S3  .  .  .  .  schreiben 
(vgl.  I,  §  22);  diese  „symbolischen  Potenzen"  von  S  gemigen  dann 
dem  Gesetze: 

6)  Sm  +  n  =  SmSn. 

Es  ist  zweckmaBig,  diese  Bezeichnung  so  auszudehnen,  daB  dem 
Exponenten  auch  der  Wert  0  und  negative  Werte  beigelegt  werden 


1  Manche  Schriftsteller  bezeichnen  dasselbe  gerade  umgekehrt  mit 
TS  („lesen  die  Zusammensetzung  von  links  nach  rechts"). 
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konnen.  Unter  S°  versteht  man  dann  die  „identische  Substitution'1,  d.  h. 
diejenige,  die  r  in  sich  selbst  iiberfiihrt  (r'  =  t),  unter  S-1  die  „zu 
S  inverse  Substitution1'  (I,  §  22,  II),  fur  die  SS-1  =  S'^  =  S°  oder, 
wie  man  auch  schreibt,  =  1  ist.  Auch  fur  solche  Exponenten  bleibt 
die  Gleichung  (6)  bestehen. 

G-iebt  es  Exponenten,  fur  die  die  Gleichung: 

7)  £«=  1 

besteht,  so  nennt  man  den  kleinsten  positiven  unter  ihnen  die  Ord- 
nung  von  S  und  diese  selbst  eine  cyklische  oder  periodische  Substi- 
tution (vgl.  I,  §  18,  VII). 

Z.  B.  sind  die  Substitutionen  T  und  U  cyklisch,  erstere  von 
der  zweiten,  letztere  von  der  dritten  Ordnung;  es  ist  namlich: 

8)  T2:  ...r'=  -  (-  r-1)-1  =  r, 

9)  .  U2:  ...  t  =  -  1  -  (_  1  -  t-1)-1  =  A^-j 


10)  t/3: 


1  +  t 

-  1 


i  -  L±I 


Dagegen  ist: 

11)  .  .  .y-=T  +  »;  * 

£  ist  also  nicht  cyklisch. 

Man  kann  nun  den  Satz  beweisen: 

IV.  Z^'e  Gruppe  der  Modulsubstitutionen  lalflt  sich  aus  S  und  1 
„erzeugenu  ;  mit  andern  W or  ten,  jede  Modulsubstitution  lafit  sich  durch 
eine  Aufeinanderfolge  geeigneter  Potenzen  von  S  und  T  darstellen. 

Ist  namlich  in  einer  Modulsubstitution  |  /?  |  >  |  d  |  ,  so  setzen 
wir  zunachst: 

12)  r'  =  -f; 

r0  ist  dann  eine  lineare  Funktion  von  r: 

13)  T^^a  +  ^ 


0  y  +  dz7 

in  der  der  Koeffizient  von  r  im  Nenner  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  der  im  Zahler.  Ist  von  Anfang  an  |  /?  |  ^  |  S  \ ,  aber 
@  =f=  0,  oder  im  andern  Fall,  ist  das  durch  die  Substitution  (12)  er- 
reicht,  so  bestimmen  wir  (was  stets,  und  zwar  im  allgemeinen  auf 
zwei  Arten  geschehen  kann)  eine  ganze  Zahl  ml  so,  daft: 

14)  \m^^S\<]p\ 
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wird.    Dann  konnen  wir  schreiben: 

r  (bezw.  r0)  =  m1  +  -1  -JtJ~t   ' 

Setzen  wir  also: 

t  (bezw.  t0)  =  S^  Txx\ 

so  ergiebt  sich: 

,  _  +  T 

1  %  + 

mit  folgenden  Werten  der  Koeffizienten: 

cc1  =  m1a-y,    §l  =  m1^-  dt    yY  =  a,    d\  =  ft    ce1Sl  -  ft  yx  = 1. 

Die  Bedingung  |  ft  |  <  |  ^  |  ist  also  zufolge  (14)  wieder  erfullt; 
ist  ft  nicht  gleich  0,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zabl  m2  so,  daB 

I  f  <  I  A  I 

wird  unci  setzen: 

r>  =  S™*Tt2'. 

Daraus  ergiebt  sich: 

,  _  y2  +  ^2  t 

T2    -    «2  .+  &  T 

mit: 

^2  =  m2  *i  -  ft>    ft  =  m2  ft  -  Si>     72      u\>     d2  =  ft> 

^2  ^  -  ft  ya  =  1 > 

also  |  ft  |  <  |  ^2  |.  Ist  auch  ft  noch  nicht  gleich  0,  so  konnen  wir 
das  Verfahren  fortsetzen;  wir  mlissen  aber  jedenfalls  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Schritten  zum  Ziele  gelangen.  Denn  das 
Verfahren  liefert  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen  ft  ft,  ft,  ft  .  .  ., 
von  denen  jede  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  die  vorher- 
gehende  ist;  es  muB  also  notwendig  spatestens  bei  dem  ften  Schritt 
in  dieser  Folge  die  Null  auftreten.    Sei  ft2  =  0,  dann  folgt  aus 

daB  an  =  dn=  +1  sein-  muB,  also  : 

Damit  ist  in  der  That  die  vorgelegte  Modulsubstitution  in  der  Form: 

15)  SmiTSm*T.\  .  Smn-iTS±yn, 

bezw.: 

15a)  TSmiTSm*T .  .  .  Smn-iTS±vn 


§  69.    Elliptische  Funktionen  zweiter  Stufe. 
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dargestellt,  Satz  IV  also  bewiesen.  Man  sieht,  daB  das  Verfahren 
im  wesentlichen  auf  die  Entwicklung  von  @jd  in  einen  Kettenbruch 
hinauskommt. 

Wenden  wir  es  z.  B.  auf  U  an.  so  haben  wir: 

wir  haben  also  m1  —  —  1  zu  setzen.    Damit  wird 

*i  -  -  1,    ft  =  0,    ^  =  0,    ^  =  -  1. 
Es  wird  also  schon  ra'  =  t,  unci  es  ist  somit: 

16)  U=S-^T. 
Folglich  ist: 

17)  U~1  =  T-1S=TS 
unci  deshalb  nach  (10): 

18}  TSTSTS  =  l 

oder: 

19)  S-1  =  TSTST. 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man,  wenn  man  will,  die 
Potenzen  von  S  mit  negativen  Exponenten  aus  dem  Ausdruck  einer 
beliebigen  Modulsubstitution  durch  S  und  T  (14  oder  15)  entfernem 
Man  erhalt  z.  B. : 

20)  U=  TSTS. 

§  69.   Einfluss  der  linearen  Periodentransformationen 
auf  die  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe. 

Wahrend  pu,  £u,  au  ihrer  Definition  durch  unbedingt  kon- 
vergente  Reihen,  bezw.  Produkte  gemaB  nur  von  der  Gesamtheit  der 
Perioden,  nicht  von  der  Auswahl  eines  einzelnen  primitiven  Perioden- 
paares  abhangen,  also  beim  Ubergang  von  einem  solchen  Perioclen- 
paar  zu  einem  andern  ungeandert  (invariant)  bleiben,  ist  das  mit  den 
im  IV.  Abschnitt  untersuchten  elliptischen  Funktionen  zweiter  Stufe 
nicht  mehr  der  Fall;  denn  in  ihrer  Definition  spielen  bestimmte  ein- 
zelne  Perioden  eine  besondere  Rolle. 

Urn  cliese  Anderungen  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurtick  auf  die 
Entwicklungen  von  §  28,  die  zu  Sigmafunktionen  mit  Indices  gefiihrt 
haben.  Vermehrt  man  diese  Indices  um  ganze  Zahlen,  so  bleiben 
die  Multiplikatoren  ungeandert  (§  28,  (9)).    Aus  dem  Zusatz  zu 
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§  28,  Y  geht  dann  hervor,  daB  diese  Siginafunktionen  mit  Indices 
sich  nur  urn  einen  konstanten  Faktor  andern  konnen,  wenn  wir  ihre 
Indices  um  ganze  Zahlen  andern.  Wir  konnen  auch  diesen  Faktor 
noch  beseitigen,  wenn  wir  mit  dem  Wert  der  Funktion  fur  irgend 
einen  speziellen  Argumentwert ,  z.  B.  fur  u  =  0  dividieren.1  Wir 
erhalten  so  den  Satz: 
I.  Es  ist: 


wenn  p1}  p3  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Andererseits  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Sigma- 
funktionen mit  Index  der  Satz:  - 

II.  Fiihrt  man  an  Stelle  der  Perioden  2  w1 ,  2  co3  durch  die  Sub- 
stitution (2)  von  §  67  andere  ein,  so  erh'dlt  man: 

2)  ^v,(M  I  <»i'j  ©s')  =  ffan  +  n,  flv^dv^U  |  COv  <0S). 

Sind  v1,  v3  rationale  Briiche  mit  dem  Nenner  n,  so  werden 
auch  a  vx  +  ft  v3 ,  y  v1  -f  S  v3  Briiche  mit  diesem  Nenner.  Eeduziert 
man  diese  Briiche  mit  Hilfe  der  Grleichung  (1)  auf  ihre  echt  ge- 
brochenen  Bestandteile,  so  lehrt  die  Grleichung  (2): 

III.  Es  giebt  eine  endliche  Anzahl  von  Sigmafunktionen  mit  In- 
dices, die  Bruche  mit  dem  Nenner  n  sind;  diese  werden  bei  jeder 
linearen  Per  iodentrans formation  nur  unter  sich  vertauscht. 

Insbesondere  gilt  das  auch  im  Falle  n  =  2j  d.  h.  fur  die  drei 
WEiEESTKASsschen  Nebensigma. 

Zufolge  des  Satzes  IV  von  §  68  sind  wir  imstande,  diese  Ver- 
tauschungen  fur  jede  beliebige  vorgelegte  lineare  Periodentransfor- 
mation  anzugeben,  sobald  wir  sie  fur  die  beiden  erzeugenden  Trans- 
formationen  S  und  T  kennen.  Dabei  ist  zu  beachten:  Zwar  ent- 
sprechen  (§  67  am  Ende)  jeder  gebrochenen  Substitution  des 
Periodenverhaltnisses  zwei  verschiedene  Transformationen  der  Perioden 
selbst.  Aber  diese  brauchen  wir  hier  nicht  zu  unterscheiden ;  denn 
die  drei  Nebensigma  bleiben,  wie  aus  ihren  Detinitionen  (§  30) 
hervorgeht,  ungeandert,  wenn  man  (ox  und  co3  durch  —  a)1  und 
—  co3  ersetzt. 

Aus  (2)  folgt  speziell: 


1  trn  n  (0)  ist  nur  0,  wenn  vx  und  v3  selbst  ganze  Zahlen  sind;  dieser  Fall 
fiihrt  auf  die  urspriingliche  Sigmafunktion  zuriick. 


i) 


°>i  +Pi,  n  +  Pi  (°)       0*1,  n  (°) 


3) 
4) 


trru  v3  iu  I  m%,  col  +  <o?)  =  (7,.,  +  ,s,  „„  (u  I  tov  co3), 
oVlt  „>  I  -  o)3,  <B,)      =  <7rj,  _y>    («  I  mv  (03). 


§  70-    ]/ea  —  ep  und  ]/ea  —  e  fi- 


ll b 


Bezeichnen  wir  also  die  „transformierten"  Funktionen  durch 

Uberstreichen,  so  erhalten  wir: 
fur  S: 

5)  ff  j  a  =  ffj  u,    g2  u  —*g3  u,    g3u  —  g2u\ 
fur  T: 

6)  (f1lf  —  (73  U,      <72  U  —  (T2  U,      (J3U  =  (T1U. 

Aus  diesen  Formeln  erhalt  man  die  entsprechenden  Formeln 
fur  jede  beliebige  andere  lineare  Periodentransformation  durch  Zu- 
sammensetzung;  so  z.  B.  fur  U  =  S"1  T  (§  68,  16): 

7)  7?lU  —  (J3U,      G2U  =  GXU,      ~G3U  =  G2U\ 

fur  U2: 

8)  (T1U  =  (J2U,      G~2  U  —  (J3  U,      ~G3U  =  G^U\ 

endlich  fur       =  tf-1^: 

9)  ffjM=(72M,      ff2«  =  (Tj  ?/ ,      ~G 3U  —  G3U. 

Damit  haben  wir,  die  Identitat  (§  68,  p.  171)  mitgerechnet,  bereits 
sechs  lineare  Periodentransformationen;  bei  jeder  derselben  sind  die 
transformierten  Funktionen  ~g~1  u,  g2  u,  g3  u  zusammen  den  urspriing- 
lichen  olu,  g2u,  g3u  gleich,  aber  jedesmal  in  anderer  Reihenfolge. 
Es  giebt  aber  nicht  mehr  als  sechs  verschiedene  Anordnungen  von 
drei  Elementen;  also  konnen  wir  sagen: 

IV.  Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  konnen  die  drei 
Nebensigma  auf  jede  uberhaupt  mogliche  Art  miteinander  vertauscht 
werden. 

§  70.   Einfluss  linearer  Periodentransformationen  auf  die  Wurzel- 
grbssen  yCo _ efi  Und  \jea-e^ 

Was  von  den  Nebensigma  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen 
wurde,  gilt  auch  von  den  GroBen  ev  e2,  e3  und  von  ihren  Differenzen. 
AuBerdem  haben  wir  aber  in  §  32  auch  bestimmte  Werte  der 
zweiten  und  der  vierten  Wurzeln  aus  diesen  Differenzen  als  ein- 
deutige  Funktionen  der  Perioden  definiert.  Wenn  nun  bei  einer 
bestimmten  linearen  Periodentransformation  etwa  e1  und  e2  in  e1  —  e2 
und  e2  =  6j  iibergefiihrt  werden,  und  wenn  man  dann  mit  ^\  —  e2 
clenjenigen  Wert   dieser  Wurzel   bezeichnet,   den   die  friiher  mit 
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~^e1  —  e2  bezeichnete  Funktion  der  Perioden  bei  Substitution  der 
neuen  Periodenwerte  annimmt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  dieser  Wert 
mit  dem  friiher  mit  ]/e2  —  e1  bezeichneten  Wert  identisch  ist.  Eine 
analoge  Frage  wird  fiir  die  Werte  der  vierten  Wurzeln  zu  beant- 
worten  sein.  Wir  wollen  auch  hier  auf  eine  Ableitung  allgemeiner 
Fornieln  verzicbten  unci  uns  damit  begnugen,  die  Eesultate  fiir  die 
Substitutionen  S  und  T  anzugeben,  die  aus  den  friiberen  Formeln 
zu  entnehmen  sind. 

Was  zunachst  die  Substitution  8  betrifft,  so  kann  man  deren 
EinfluB  auf  die  unendlichen  Produkte  von  §  32  an  diesen  Produkten 
selbst  unmittelbar  ablesen,  wenn  man  dabei  beach  tet,  wie  die  auf- 
tretenden  Potenzen  von  h  mit  gebrocbenen  Exponenten  definiert 
waren  (§31  am  Ende).  Es  geht  daraus  bervor,  daB  fiir  diese 
Substitution: 

1)  h=^-h,    k1!*  =  ih% 
also: 

2)  H0  =  //p,    B1=ffi)    H2  =  H3,    H3  =  H2. 

Die  Gleichungen  §  32,  (13)  zeigen  dann,  daB  man  zu  setzen  bat: 


3) 


Vga  -  h  =  Ve3  -  e2>  v*8  -  h  =  -  V* 


]/e3  -  B1  =  -  ]/e2  -  elf     ^\  -  e3  =      ]/e1  - 


]/e1  -  e2  =      fa  -  c8J      ye2  -  ex  =  -  ]/e3  -  el 


(Eine  gewisse  Kontrolle  der  Kechnung  erhalt  man  durch  den 
Umstand,  daB  die  neuen  Werte  dieser  WurzelgroBen  ebenso  wie  die 
alten  den  Relationen  §  32,  (14)  Geniige  leisten  miissen.) 

Weniger  einfacb  liegt  die  Sacbe  fiir  die  Substitution  T,  da  den 
unendlicben  Produkten  nicbt  unmittelbar  anzuseben  ist,  wie  sie  sicb 
dieser  Substitution  gegeniiber  verbalten.  Man  muB  hier  auf  die 
Definition  der  zu  untersuchenden  eindeutig  bestimmten  Werte  der 
WTurzelgroBen  clurcb  die  Werte  der  Sigmafunktionen  fiir  die  Halb- 
perioden  zuriickgehen,  (§  32,  13);  man  findet  so  z.  B.: 

OTg  CO  2  °1  (Wl  ~"  03 3^  °1  (W2  +  2  Wj) 


3        a  oj 2         g{co1  —  coz)  (7(w2-f2w1) 


=  -L-~  =  Ve2  —  e 

(J  CO  ^  '     1  1 
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unci  ebenso  die  iibrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle 

=  -yi^ 


te2-  ei>  vv- 


'2> 


y6-3  _  ^  =  _  yCi  _  *3 

y^  -  %  =  y^3  -  *2 


y^i  -  h  =  y< 


=  -  y^2  - 


In  ahnlicher  Weise  laBt  sich  auch  feststellen,  wie  sich  die  Pro- 
dukte  unci  Quotienten  aus  vierten  Wurzeln,  die  in  §  32  als  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  definiert  sind,  gegeniiber  linearer  Trans- 
formation der  Perioden  verhalten.  Nicht  so  einfach  liegt  die  Sache 
fur  cliese  vierten  Wurzeln  selbst,  da  deren  Definition  auf  einer  will- 
kiirlichen  Festsetzung  liber  den  Wert  beruht,  den  man  der  Quadrat- 
wurzel  aus  2co1jn  beizulegen  hat. 


§  71.   Einfluss  der  linearen  Periodentransformationen 
auf  die  Funktionen  Jacobi's. 

Will  man  aus  den  Resultaten  der  beiden  vorhergebenden  Para- 
graphen  die  entsprechenden  Formeln  fiir  die  von  Jacobi  eingefiihrten 
Funktionen  herleiten,  so  hat  man  vor  allem  zu  beachten,  daB  die 
unabhangige  Variable  Jacobis  selbst  nicht  von  linearer  Period  en- 
transformation  unbeeinfluBt  bleibt.  So  erhalt  man  z.  B.  fiir  die 
Transformation  S: 


1)  w  =  ']/e1  —  e3  u  =  \el  —  e2u  =  k'  w, 

ferner: 

2^  J{2  __        ~  *?2    __  62  ~  e3   _ 

G-^  &2        &\  ^  "* 

und  folglich  die  Gleichungen: 

k'wi  -H  =  .  -d^t^y 


5)  dn(k'w,    -  ^2 j  m 

Ebenso  erhalt  man  fiir  T: 


dn(w,  k2) 


6)         w  =        —  e3  u  —  ye3  —  e1  u  —  —  i  ye1  —  e3  u  =?=  —  i ic , 

Burkhakdt,  Funktionen.    II.  12 
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ferner: 


7^  j{  2  _  ^3  ^2   _  ei  ~  62    _  ^' 

eq       et  Co 


und  folglich: 

8)  sra  (  —  iw,  k'2) 

9)  CW(-  2  k'2) 

10)  ^,  k'2) 


.  sn(w,  k2) 

cn  (w,  k2)  1 

1 

(iv,  k2)  f 


cn(w,  k2) 


Gewohnlicb  schreibt  man  diese  Formeln  etwas  anders,  indem 
man  das  auf  der  linken  Seite  auftretende  Argument  als  unabbangig 
veranderlich  ansieht  und  mit  einem  besonderen  Buchstaben  be- 
zeichnet;  also  z.  B.: 

§  /p^  (   j 

11)  sn(w,  -|1)  =  A'— L 

und: 


il)  Sn{W>  k  >-       1  cn{iwy  k2)  \ 

Beriicksichtigt  man,  daft  sn  eine  ungerade,  cn  eine  gerade 
Funktion  des  Arguments  ist,  so  sieht  man,  daB  die  letzte  Gleichung 
gleichbedeutend  ist  mit  der  gebrauchlicheren  Form: 

sn (to,  k'2)  =  i  V* 


§  72.   Lineare  Transformationen,  die  modulo  2  zur  Identitat 

kongruent  sind. 

I.  Als     modulo  2  zur  Identitat  kongruent  bezeichnen  wir  die- 
jenigen  linear  en  Transformationen,  der  en  Koeffizienten  modulo  2  zu  den 
entsprechenden  Koeffizienten  der  identischen  Transformation  kongruent 
sind,    mit  andern   Worten,  diejenigen,  bei  denen  a  und  S  ungerade, 
und  y  gerade  sind. 
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Schreiben  wir: 

ojl  =  (2  a  +  1)      +  2  b  co3, 


1) 

to3  =  2  C  toj  +  (2  6?  +  1)  ft>3  , 

so  konnen  wir  fur  diesen  Fall  die  Formeln  fur  die  Transformation 
der  Funktionen  zweiter  Stufe  explicite  durch  a,  b,  c,  d  ausdriicken. 
Man  sieht  namlich  zwar  sofort,  da6  bei  jeder  solcben  Transformation 
die  e  einzeln  ungeandert  bleiben  (es  ist  pw1=pco1  u.  s.  f.),  sodaB 
also: 

2)  e1  =  e1>e2  =  e2,e3  =  e3 
und  ebenso: 

3)  cr1u  =  (tx  u,    (72  u  =  a2  u,    as  u  =  <r3u 
wird;  aber  daraus  folgt  nicht,  daB  auch: 


yea  —  0/j  =  yea  —  ep 

gesetzt  werden  diirfte.  Vielmehr  folgt  aus  den  Definitionsformeln 
(§  32,  13)  z.  B.; 

-,/z  ~         cr3  co2         <rs  (co2  —  2  (a  +  c)      —  2  {b  +  d)  ot>3) 

'  2        3  ~  ct  «2  ~~   tr  (w2  -  2  {a  +  c)  o)x  -  2  (6  +  d)  ©3) 


und  ebenso  die  iibrigen  Formeln  der  folgenden  Tabelle: 


4) 


fh  —  h  —  W  l)d   1%  -  ei t   th  -  h  =  (-  !)a       ~  e*> 


ft^h  =  (-  l)a  +  &l/^  -  «a,     A  -  ex  =  (-  l?  +  d]/e2  -  ^ 


(Um  einzusehen,  daB  auch  diese  transformierten  Werte  den 
Gleichungen  (14)  von  §  32  geniigen,  beachte  man:  aus: 

{2a  +  l)(2rf  +  1)  -  Abe  =  1 

(§  67,  7)  folgt: 

2(ad  — fl.c)  +  «  +  d=  0; 

also  miissen  «  und  d  entweder  beide  gerade  oder  beide  ungerade  sein.) 
Aus  diesen  Formeln  erhalt  man  weiter: 

k  =  (-  iyk,    k'  =  (- \fk',    w  =  (-l)aw 

12* 
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und  daraus  folgt  weiter  direkt: 

cn  w  =  on  w,     dnw  =  dnw; 

aber  auch,  da  snw  eine  ungerade  Funktion  ist: 

sri  w  =  (—  1)°  sn  ((  —  l)a      =  sn  w. 

Obwohl  also  die  Definition  der  Funktionen  Jacobis  durch  die 
von  Weieesteass  von  den  Quadratwurzeln  aus  den  e  abhangt,  die 
nicht  bei  jeder  modulo  2  zur  Identitat  kongruenten  linearen  Perioden- 
transformation  ungeandert  bleiben,  so  bleiben  doch  jene  Funktionen 
selbst  bei  jeder  solchen  Transformation  ungeandert. 

§  73.   Ableitung  der  linearen  Transformation  der  Thetafunktionen 

aus  der  der  Sigma. 

Die  Formeln  fur  die  lineare  Transformation  der  Thetafunktionen 
konnen  wir  auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  ableiten,  entweder 
aus  den  Ausdriicken  der  Theta  durch  die  Sigma  (§  47,  18 — 21)  oder 
aus  den  allgemeinen  Satzen  der  Theorie  der  jACOBischen  Funktionen. 
Wir  wollen  zunachst  den  ersten  Weg  fur  die  beiden  erzeugenden 
Transformationen  S  und  T  einschlagen;  clabei  genugt  es,  wenn  wir 
uns  auf  die  '  Untersuchung  der  fundamentalen  Thetafunktion  be- 
schranken,  da  wir  aus  den  fur  sie  geltenden  Formeln  die  Formeln 
fur  die  iibrigen  Funktionen  durch  Addition  halber  Perioden  ableiten 
konnen. 

Fur  die  Transformation  S  hat  die  Sache  gar  keine  Schwierigkeit. 
Denn  fur  sie  konnen  wir  das  Verhalten  der  WurzelgroBen,  die  in 
jenen  Ausdrucken  der  Theta  durch  die  Sigma  auftreten,  aus  der 
Darstellung  jener  WurzelgroBen  durch  unendliche  Produkte  ablesen. 
Wir  firiden: 

ferner: 

v  =  v, 

i%(v;  r  +  1)  =  r). 

Weniger  einfach  ist  die  Sache  fiir  die  Substitution  T,  da  man 
clen  unendlichen  Produkten  H  nicht  ansieht,  wie  sie  sich  gegeniiber 
der  Vertauschung .  von  t  mit  —  1/r  verhalten.   Infolgedessen  bleibt  es 


also: 

i) 
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zunachst  unbestimmt,  welcher  Wert  der  auftretenden  vierten  Wurzel 
beizulegen  ist.    Man  erhalt: 

2  «i  t/   2  w3  n/   •     2  wi  -ii   -  v 

e  —  e  —  e  w* 

oder  wegen  der  LEG-ENDBEschen  Kelation  (§  19,  14) 

2  Tjx  COj  V2  —  —  U2 

=  e  z 

und  folglich: 

2)  &s  f± ,  -  ±)  =  .  ?       (v,  r) ; 

aber  es  bleibt  zunachst  unbestimmt,  welcher  der  beiden  Werte  der 
Quadratwurzel  hier  zu  nehmen  ist. 

Diese  Unbestimmtheit  konnen  wir  durch  folgende  nachtragliche 
Uberlegung  heben.  Die  Veranderlichkeit  der  GroBe  r  ist  auf  solche 
Werte  beschrankt  (§  14,  II),  deren  imaginarer  Bestandteil  positiv 
ist;  also  ist  —  ir  eine  GroBe  mit  positiv  reellem  Bestandteil.  Der 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  (I,  §  58,  V)  ist  also  eine  fur  alle  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  r  stetige  Funktion;  da  auch  die 
andern  Bestandteile  der  Gleichung  (2)  sich  stetig  mit  r  andern,  so 
folgt:  wenn  die  Formel  fur  irgend  ein  spezielles  Wertepaar  (v,  r) 
nur  dadurch  richtig  wird,  daB  man  den  Hauptwert  der  Quadrat- 
wurzel nimmt,  so  ist  fur  jedes  Wertepaar  (v,  r)  der  Hauptwert  zu 
nehmen.  Nun  wird  fur  v  =  0,  r  =  i  auch  v  =  0,  t  =  i\  also  ist  ein 
spezieller  Fall  von  (2): 

Da  nun  diese  Formel  nur  dadurch  richtig  wird,  daB  man  den 
Hauptwert  der  Quadratwurzel  nimmt  (denn  zr3  (0  |  i)  ist  nach  §  48,  I 
von  Null  verschieden),  so  folgt  allgemein: 

In  der  Gleichung  (2)  ist  der  Hauptwert  der  Quadratwurzel  zu 
nehmen. 

Die  Transformationsformeln  fur  die  iibrigen  Thetafunktionen 
ergeben  sich  aus  den  angeschriebenen  durch  Vermehrung  der  Argu- 
mente  um  halbe  Perioden;  die  Formeln  fur  andere  Transformationen 
gemaB  §  68  durch  Zusammensetzung. 
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§  74.   Direkte  Untersuchung  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunktionen. 

Fiihrt  man  in  die  Gleichung  (7)  von  §  37  vermoge  der  Glei- 
chung (9)  desselben  Paragraphen  die  Ordnungszahl  n  ein7  so  kann 
man  sie  schreiben: 

|  <P(u  +  2k1wl  +  2k3(Ds) 

I       —  e  -  2  7i  i  (ky  ax  +  k3  as)  (u  +  kt  cox  +  kz  cos)  —  n  i  {kx  bx  +  k3bs  +  n  \  k3)  (J)  ^uy 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  fur  kY  k3  einmal  a,  ft,  das  andere 
Mai  y,  S,  so  sagt  sie  aus: 

I.  Jede  elliptische  Funktion  III.  Art  nter  Ordnung  mit  den  Perioden 
I.  Art  2  G)v  2  co3,  den  Perioden  II.  Art  —  2niaiy  —  2%ia3  und  den 
Parametern  bv  b3  ist  zugleich  eine  elliptische  Funktion  III.  Art  nter  Ord- 
nung mit  den  Perioden  I.  Art: 

I  2m3  =  y  .2(oY  +  S.2co3, 

den  Perioden  II.  Art: 

—  2  n  i  a/  =  —  a .  2  %  i  ax  —  ft .  2  %  i  a3 , 

—  2  %  i  a3  =  —  y .  2  %  i  aY  —  d.2nia3, 

und  den  Parametern: 

6/  =  abx  -f  (3  b3  -f  ncc(2, 
b3  =  ybx  +  db3  +  ny  $, 

wenn  ay  (3,  y,  §  irgend  vier  ganze  Zahlen  der  Deter minante  1  be- 
zeichnen. 

Wahrend  also  die  Perioden  II.  Art  sich  einfach  zu  den  Perioden 
I.  Art  „kogredient"  substituieren,  treten  in  den  Transformationsformeln 
der  Parameter  ganze  Zahlen  als  Zusatzglieder  auf. 

Die  Auflosung  der  Gleichungen  (4)  nach  b}  und  b3  lautet  zu- 
nachst: 

bY  =  bb;  -  (3b3  -  n@d(a  -  y), 
h  =  -  7bi  +  ahs  ~  nay  {8-  (3). 
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Da  aber  zufolge  der  Relation  a  d  —  [3  y  =  1 ,  wenn  ($  und  d 
beide  ungerade  sind,  die  Differenz  a  —  y  nicht  gerade  sein  kann 
und  ebensowenig  die  Differenz  d  —  /2,  wenn  a  und  y  beide  ungerade 
sind;  da  ferner  die  Parameter  nur  bis  auf  gerade  Zahlen  bestimmt 
sind,  so  folgt,  daB  wir  auch  schreiben  konnen: 


6) 


\  =  Sb^  -  (3b3f  -  nfid, 
b3  ==  —  y      +  a  b3  —  n  a  y, 


soclaB  die  Auflosungen  der  Gleichungen  (4)  dieselbe  Form  haben, 
wie  cliese  selbst. 

1st  die  vorgelegte  elliptische  Funktion  insbesondere  eine  Theta- 

funktion,  also  «,  =  0,   a~  =         und  die  Parameter  L  und  bQ  reell, 

so  wird: 

,       n  8  ,       n  d 

a,  =  lrJ—  ?     «o  =  - — 
1        2  tot         d        2  Wj 

und  die  Parameter  Z>3'  werden  ebenfalls  reell.  Soil  dann  die 
durch  Transformation  entstandene  Funktion  ebenfalls  durch  eine 
Thetafunktion  ausgedriickt  werden,  so  ist  nach  §  41,  (6)  und  (7): 

zu  setzen ;  auBerdem  ist  zu  beachten,  daB  die  neue  Variable  v  = 

2 

mit  der  alten  v  —        durch  die  Relation 

2  w1 


a  + 

zusammenhangt.    Man  erhalt  so  die  Gleichung: 

U9i'  9z'  [a  +  fij'   a  +  $%)       *  U9i  g*\P>  ) 

unci  speziell  fur  die  Thetafunktionen  erster  Ordnung: 

Dabei  ist  der  Zusammenhang  zwischen  den  alten  und  neuen 
Charakteristiken  durch  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  gegeben,  wenn 
man  in  ihnen  g  fiir  b  schreibt;  zur  Bestimmung  der  Konstanten  C 
bedarf  es  einer  besoncleren  Untersuchung. 
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§  75.  Bestimmung  des  in  der  Formel  fur  die  lineare  Transformation 
der  Thetafunktionen  auftretenden  konstanten  Faktors. 

Zunachst  kann  man  die  zu  den  verschiedenen  Charakteristiken 
gehorenden  Faktoren  Cgi9s  auf  einen  von  ihnen  zuruckfiihren.  Wir 
gehen  dazu  etwa  aus  von  der  Gleichung: 

Vermehren  wir  u  um  g3  col  —  gY  co3,  so  entspricht  dem  eine  Ver- 
mehrung  von  v  um  —  \  [gx  r  —  g3)  und  von  v  urn 

1  a)        -  *  ^pp  r'-ii  M.  -  «/»)  f  -  (ft'  -•/*)}] 

die  Gleichung  (1)  geht  also  dadurch  liber  in: 

ys  (»'  -  i  [(ffi  -  up)   -  {g3'  -  r  ?}]  I O 

=  C0  0  e  P  " i  ^  ~  V.  (si  »-.*>)  W  - 1/»  W  -  «  0   -  (*'  -     ]  )&Q  o  (t,  -  i    .  T  _-  ^]  |  r> 
Nach  §  44,  (6)  ist  aber  einerseits  die  linke  Seite  dieser  Gleichung: 

.    =  en  i  [(<//  -  a  /?)  v'  -  V*        -  a  /?)«  z>  (g/  -  y  <))  ^  ^  |  T') . 

andererseits:  . 

^oo  (■  -  i  [ft  *  -  &  [*)  =  <^ ; [" 0  -  ,/49'!t] ^ i  W*JI 

also  folgt: 

wo  zur  Abkiirzung.  gesetzt  ist: 

V  =  -  k\9i  *  ~  9s)  Pv'  ~  iOi'  -  -  toi'  -  7  d)]Pv 

-(9/  ~  #fl?  +9iv 

+      Oft  *  -  9s)  l(9i  -  (9s  ~  7  *J]  +  1  (91  -  *  /?)2  * 

+  i*PW  -r$)-i9,2* 

oder  wegen  (la): 

=  - - tih'  -  i*£tfi-P*- (ft  -      +  ft B 

+  i  ?Jfvff-  +  t  +  *  a^ft'  ~rS)~ 

Die  Vergleichung  mit  §  74  (9)  zeigt,  und  die  Durchftihrung 
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der  Rechnung  bestatigt,  daB  aus  diesem  Ausdruck  die  mit  v  und  v 
multiplizierten  Glieder  sich  wegheben;  die  iibrigen  geben: 


23x9*  *  +  932)  +  ("ffi  +  PffsYir  +  St) 


4  (a  +  jjl) 

=  i  («  r'ffi*  +  2 '§  79,  9s  +  P  Sg3*  -  2  «/?  y «/,  -  2  «/9 
=  -  -  y  ^  -  9,9s  -  -  7M 

=  i[(fi'  +  «P)(srt'-rS)-9i9t} 
Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  Gleichung  (9)  des  §  74,  so 
erhalt  man  als  den  gesuchten  Ausdruck  von  Cgigs  durch  C00: 


2) 

speziell: 


3) 


p   


l(9i'  +  «, 


7  s)  ~  9i  9sl 


9i  9-3 


a 


-^,(1-2,)  ■ 
^01       .  ^0  0' 


3ZI 

—  a  y  (1 


00? 


[(a  +  /?)(/  +  d) 


2afl(y  +  <5)] 


u  o 


Zur  weiteren  Bestimmung  von  C00  kann  nun  die  Relation  (4) 
von  §  50  dienen.  Da  a  und  /?  wegen  der  Relation  von  §  67  nicht 
beide  gerade  sein  konnen,  ist  a  (3 -\- a -\- (3  stets  ungerade,  ebenso 
y  d  -\-  y  +  d\  die  „ungerade"  Charakteristik  (1,  1)  wird  also  bei  jeder 
Knearen  Transformation  in  sich  (bezw.  in  eine  zu  ihr  modulo  2  kon- 
gruente)  ubergefuhrt.  Andererseits  wird  aucb  jede  gerade  Charak- 
teristik wieder  in  eine  solche  ubergefuhrt;  aber  dabei  ist  zu  be- 
achten,  daB  in  der  Definition  der  Thetafunktionen  die  Cbaraktere 
selbst,  nicht  nur  ihre  modulo  2  genommenen  Reste  auftreten.  Sei 
etwa  von  den  Charakteristiken  der  drei  transformierten  Funktionen 
mit  y3)  die  zu  (0  0),  mit  [Xi/s)  die  zu  (0  1),  mit  (1/^  i//8)  die  zu 
(10)  modulo  2  kongruente  bezeichnet,  so  ist  nach  §  44,  (10)  und  (11): 
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und: 

Bilden  wir  das  Produkt  der  drei  ersten  Funktionen,  so  konnen 
wir  auch  schreiben: 

Es  sind  aber  die  drei  Charaktere  tpv  %v  yv  abgesehen  von  der 
Beihenfolge,  bezw.  gleich  a$\  a  +  a\  a @  -f-  /?,  ihre  Summe  also 
nach  clem  Modul  4  kongruent  zu  —  a  ft  +  #  +  /?.  Somit  folgt  aus 
§  50,  (4)  die  Gleichung: 

wo  der  Accent  links  sich  auf  eine  Differentiation  nach  v  beziebt. 
Ersetzen  wir  hier  die  transformierten  Theta  durcb  ihre  Werte  aus 
§74,  (9)  und  die  Differentiation  nach  v  durch  eine  solche  nach  v, 
so  erhalten  wir: 

(«  +  /»T)Cn  =f-l)""C00C10C01, 
also  wenn  wir  die  Gleichungen  (3)  benutzen: 

5)  C00>  =  e^*ir-2%  +  pT). 

Dadurch  sind  die  Quadrate  der  Koeffizienten  Cgh  vollstandig, 
diese  Koeffizienten  selbst  also  bis  auf  ein  alien,  gemeinschaftliches 
Vorzeichen  bestimmt.  Dieses  Vorzeichen  selbst  hangt  von  hoheren 
zahlentheoretischen  Funktionen  der  Transformationskoeffizienten  ab; 
wir  diirfen  auf  seine  nahere  Bestirnmung  verzichten. 

Bis  auf  einen  von  r  unabhangigen  Faktor  laBt  sich  der  Wert 
von  C00  auch  von  der  Bemerkung  aus  bestimmen,  daB  &(v  \r) 
ebenso  der  Gleichung: 

_—  =  4:7ii  -k~t 
geniigen  muB,  wie  &{v\r)  der  Gleichung  (12)  von  §  42. 

§  76.   Einfiihrung  der  Sigmafunktionen  von  den  Theta  aus. 

Die  Resultate  der  letzten  Paragraphen  geben  nun  auch  ein 
Mittel  an  die  Hand,  um  die  Sigmafunktion  aus  der  Gesamtheit  der 
mit  ihr  verwandten  jACOBischen Funktionen  durch  eine  charakteristische 
Eigenschaft  herauszuheben  und  damit  die  Formeln  von  §  46  auch 
von  der  Theorie  der  Thetafunktionen  her  zu  gewinnen. 
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Aus  der  Gleichung  (9)  von  §  19  folgt,  daB  die  transform ierteu 
Perioden  II.  Art  der  Sigmafunktion  dieselben  Funktionen  der  trans- 
formierten  Perioden  I.  Art  sind,  wie  die  urspriinglichen  Perioden 
II.  Art  von  den  urspriinglichen  Perioden  I.  Art.  Man  konnte  daher 
damit  beginnen,  daB  man  die  Aufgabe  formulierte:  Funktionen  von 
mv  oo3  zu  finden,  die  fur  jede  lineare  ganzzahlige  Transformation 
der  Determinante  1  den  Gleichungen  geniigen: 

(tfj  (dC01  +  fiCQ3,  /0)1  +  ^*»3)  =  ««j  {C0V  ft>3)  -f  /5<2g  (CQV  «3), 
a3  {am1  -f-  /?w3,  ycol  +  £&>3)  =  yax  [cov  co3)  +  Sa3  (cov  co3), 

und  die  auBerdem  durch  die  Relation  (§  37,  9): 

2)  —  2  aY  <x)3  +  2  «3  o)1  =  1 

verbunden  sind.  Die  systematische  Behandlung  dieser  Frage  wiirde 
Hi.lfsmittel  erfordern,  die  uns  hier  nicht  zu  Gebote  stehen ;  aber  wir 
konnen  durch  die  folgenden  Uberlegungen  zunachst  eine  Losung  er- 
halten  (eben  diejenige,  die  zur  Sigmafunktion  fiihrt)  und  von  dieser 
aus  dann  auch  alle  iibrigen  bestimmen. 
Sei  mit: 

t  =  t  (u  |  co1  co3  |  aY  a3) 

irgend  eine  jACOBische  Funktion  erster  Ordnung  der  Charakteristik 
(1,  1)  bezeichnet;  av  a3  sollen  dabei  gegebene,  der  Relation  (2)  ge- 
niigende,  im  iibrigen  aber  willkiirliche  Funktionen  der  Perioden 
I.  Art  (D1  co3  bedeuten.  Mit  «/,  a3  bezeichnen  wir  dieselben  Funk- 
tionen der  transformierten  Perioden  I.  Art  co^,  co3  (also  GroBen,  die 
jetzt  im  allgemeinen  nicht  durch  die  Relationen  (1)  mit  den  av  a3 
verbunden  sind).    Es  ist  dann: 

\  =  t(u  |       m3  |  a/  a3) 

eine  mit  t  verwandte  Funktion  (da  die  Charakteristik  (1,  1)  bei  jeder 
linearen  Transformation  in  sich  iibergefiihrt  wird)  und  es  besteht 
folglich  nach  §  39,  IV  und  §  40,  V  eine  Gleichung  der  Form: 

3)  tY(u)  =  0****  + 

Die  Konstanten  C,  I,  [jl  lassen  sich  durch  die  Werte  ausdriicken, 
die  die  Funktionen  t  und  tx  und  ihre  Ableitungen  fiir  u  =  0  an- 
nehmen.  Dabei  ist  zu  beachten,  daB  diese  Funktionen  selbst  fiir 
u  =  0  notwendig  Null  werden  miissen,  wie  aus  §  45  und  §  41  (8) 
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hervorgeht.  Entwickeln  wir  also  beide  Seiten  cler  Gleichung  (3) 
nach  Potenzen  von  ?/: 

t{u  +  \'tfu%  +  ±t1'"u3  -f  

=  C\l  +  fiu  +        +  [X2)u2  +  ...][*':«  +  \f  u2  +  \t"'v?  +  .  .  .] 

und  vergleichen  die  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen : 

t{  =  Ct\ 

K'  =  C{f  +  2(1?), 

t{"  =  C(r  +  3jiC  +  3  (A  +  ^)t'). 

Da  ^'  und  ^'  nicht  Null  sein  konnen  (denn  t  und  tY  sollten 
jACOBische  Funktionen  erster  Ordnung  sein),  so  folgt  aus  diesen 
Gleichungen : 

Durch  Einfiihrung  dieser  Werte  laBt  sich  die  Gleichung  (3)  so 
umgestalten,  daB  sie  aussagt: 
I.  Die  Funktion 

,       fill  ff/f^  'fir 

4)  /"(m  I  av  ©3)  =  *  -y- 

bleibt  bei  linearer  Periodentrans formation  ungeandert,  m.  a.  W.,  es  ist 

5)  '  />  |  ©/,  ©3')  =  />  |  ©j,  ©g). 

Ferner  geht  aus  der  Rechnung  hervor:  Jede  andere  JACOBische 
Funktion  erster  Ordnung  und  der  Charakteristik  (1,  I),  die  dieselbe 
Eigenschaft  hat,  kann  sich  yon  der  durch  (4)  definierten  Funktion  f(u) 
nur  durch  einen  Exponentialfaktor  der  Form  ^«s'+***  +  *  unter- 
scheiden,  in  dem  cv  c2,  c3  Funktionen  der  Perioden  bedeuten,  die  bei 
alien  linearen  Periodentransformationen  ungeandert  bleiben.  Die 
allgemeine  Untersuchung  solcher  Funktionen  der  Perioden  wird  ini 
XL  Abschnitt  vorgenommen  werden;  die  Frage,  wie  wir  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen  haben,  damit  f(v)  =  gu  wird,  laBt  sich  emfach 
erledigen.  Denn  in  der  Reihenentwicklung  von  o  u  nach  Potenzen 
von  u  (§  20,  5)  ist  der  Koeffizient  von  u  gleich  1  und  die  Koeffi- 
zienten von  u2  und  u3  sind  Null;  und  die  Rechnung  zeigt,  daB  das 


§  77.    Abanderung  des  Schnittsystems  der  RiEMAitmchen  Flache.  189 


man: 


Produkt  e^"* +  c*u  +  c»f(u)  dann  und  nur  dann  diese  Eigenschaften 
hat,  wenn  man      =  c2  =  c3  =  0  nimmt.    Also  folgt: 

II.  Die  durch  die  Gleichung  (4)  definierte  Funktion  f  (u)  ist  mit 
der  W EiERSTRASSSchen  Sigmafunktion  identisch. 

Nimmt  man  fur  t(u)  speziell  die  Funktion  ^  so  na^ 

r  =v-       t"  =  o,    r  =  -i^ 

2wj     1  (2  nxf  1 

zu  setzen;  die  Gleichung  (4)  geht  dann  iiber  in: 

/  u 

,     -if.  ^2w> 

to)  (7  u  =  I  co1  e  1£1 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  §  46  (2),  so  findet  man: 

<)        J^Q?!—       6    ^  ~  6       !  _  3/?,2  +  5A6  _  lhl0  +  _  _  . 

Damit  ist  eine  auch  fur  die  numerische  Berechnung  brauchbare 
und  sogar  sehr  bequeme  Formel  fiir  rfx  gewonnen. 
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Im  VI.  Abschnitt  haben  wir  zu  Perioden  elliptischer  Funktionen 
die  Periodicitatsmoduln  eines  Integrals  I.  Gattung  an  den  beiden 
Euckkehrschnitten  gewahlt,  durch  die  die  zweiblattrige  EiEMANNsche 
Flache  mit  vier  Verzweigungspunkten  in  eine  einfach  zusammen- 
hangende  Flache  verwandelt  ist.  Diese  beiden  Ruckkehrschnitte 
konnen  wir  in  sehr  mannigfaltiger  Weise  wahlen;  wir  fragen,  in 
welcher  Beziehung  die  zu  zwei  verschiedenen  Schnittsystemen  ge- 
horenden  Perioden  zu  einander  stehen. 

Seien  A,  B  die  beiden  zuerst  gewahlten  Ruckkehrschnitte,  A',  B' 
zwei  andere.  Da  die  beiden  Schnitte  A,  B  die  Flache  F  in  eine 
einfach  zusammenhangende  F'  verwandeln,  so  ist  es  nicht  moglich, 
daB  A'  oder  B'  ganz  innerhalb  F'  verlauft;  vielmehr  wird  jeder 
dieser  beiden  Schnitte  mindestens  einen  der  Schnitte  A,  B  iiber- 
schreiten  miissen.  Die  Integrale,  genommen  langs  A',  B',  werden 
also  aus  gewissen  Vielfachen  der  Periodicitatsmoduln  an  A  unci  an  B 
sich  zusammensetzen  (§  6,  III).  Die  Periodicitatsmoduln  an  A',  B' 
sind  aber  bezw.  gleich  den  Integralen  langs  (—  B'),  (A') ;  also  folgt: 
die  neuen  Periodicitatsmoduln  setzen  sich  aus  den  alten  linear  und 
homogen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zusammen.    Ebenso  miissen 
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sich  aber  auch  die  neuen  aus  den  alten  zusammensetzen;  wir  konnen 
beide  Aussagen  in  den  einen  Satz  zusammenfassen : 

I.  Der  Ubergang  von  einem  Ruckkehrschnittsystem  zu  einem  andern 
geschieht  durch  lineare  Transformation. 

Es  bleibt  die  Frage  zu  erortern,  ob  wir  jede  lineare  Perioden- 
transformation  durch  Ubergang  zu  einem  neuen  Schnitt system  erzielen 
konnen.  Wir  fiihren  diese  Untersuchung  am  bequemsten  an  der  in 
einen  Torus  umgeformten  Flache  (§  2  und  3).  Dabei  diirfen  wir 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  von  einem  speziell  gewahlten  Quer- 
schnittsystem  ausgehen;  denn  wenn  wir  die  Transformationen  kennen, 
die  von  diesem  zu  einem  beliebigen  andern  fiihren,  so  konnen  wir 
auch  von  jedem  dieser  andern  zu  jedem  dritten  gelangen. 

Wir  wollen  also  annehmen,  von  den  beiden  ersten  Schnitten 
sei  A  langs  eines  Meridians,  B  langs  eines  Parallelkreises  gezogen. 
Irgend  eine  andere  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  auf  einen 
Punkt  zusammenzieht,  wird  die  Flache  a-mal  im  Sinne  der  Meridiane 
und  ft-mdl  im  Sinne  der  Parallelkreise  umwinden.  Wir  konnen  eine 
solche  Kurve  stets  ohne  ZerreiBung  so  deformieren,  dafi  die  Anderungen 
der  „Breite"  zu  den  Anderungen  der  „Lange"  proportional  werden. 
Man  kann  sich  dann  vorstellen,  ein  Punkt  durchlaufe  die  Kurve  so, 
daB  in  gleichen  Zeiten  sowohl  die  Breite,  als  auch  die  Lange  sich 
um  gleichviel  andern.  Haben  a  und  ft  einen  Teiler  v  gemein,  so 
wird  ein  solcher  Punkt  schon  nach  Ablauf  des  ■  vten  Teils  der  ge- 
samten  Umlaufszeit  wieder  in  seine  Ausgangslage  zuriickgekehrt  sein 
und  von  da  an  die  Kurve  noch  [v  —  l)mal  durchlaufen.  Durch 
kleine  Deformationen  kann  man  aus  einer  solchen  Kurve  eine  andere 
erhalten,  die  sich  v  —  1  mal  selbst  tiberkreuzt.  Also  miissen  fur 
eine  Kurve,  die  sich  nicht  selbst  uberdecken  und  auch  nicht  sich 
selbst  schneiden  soil,  a  und  ft  teilerfremd  sein. 

Nehmen  wir  ferner  eine  zweite  Kurve  dieser  Art  hinzu,  die 
etwa  /-mal  im  Sinne  der  Breite  und  £-mal  im  Sinne  der  Lange 
herumlaufen  moge,  und  hat  diese  Kurve  mit  der  ersten  einen  Schnitt- 
punkt  gemein,  so  konnen  wir  sowohl  die  Breite  cp,  als  die  Lange  \p 
von  diesem  Punkt  aus  zahlen.  Dann  kann,  unter  Einfiihrung  eines 
geeigneten  Parameters  /,  die  erste  Kurve  dargestellt  werden  durch 
die  Gleichungen: 

cp  =  2  a  71^,      ifj  =  2  ft  7i  tlf 
die  zweite  ebenso  durch: 


y  =  2y  Tt  t2,      ip  =  2  S  nt^ 
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Die  beiden  Kurven  haben  dann  und  nur  dann  einen  von  (0,  0) 
verschiedenen  Schnittpunkt  gemein,  wenn  es  moglich  ist,  fiir  gauze 
Zahlen  kv  k2  die  Gleichungen 

«  h  -  7  h  =  h 

durch  Werte  von  tY  und  t2  zu  erfiillen,  die  selbst  keine  ganzen 
Zahlen  sind.  Aber  die  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden 
Werte  von  tY  und  t2  haben  die  Determinants 

D  =  a§- §y 

im  Nenner;  sie  sind  also  dann  und  nur  dann  alle  ganzzahlig,  wenn 
B  in  jeder  der  vier  Zahlen  a  $  y  S  aufgeht.  Soil  aber  D  in  a,  ft, 
y,  S  aufgehen,  so  mu6  es  gleich  +  1  sein  (vgl.  §  67);  und  um- 
gekehrt.    Also  folgt: 

II.  Wenn  a,  y,  S  der  Bedingung  B  —  +  1  geniigende,  im  ubrigen 
aber  ganz  beliebig  vorgeschriebene  Zahlen  sind,  so  kann  man  stets  ein 
System  von  zwei  sich  nur  in  einem  Punkte  treffenden  Ruckkehrschnitten 
angeben,  von  denen  der  eine  mit  einer  a-maligen  Burchlaufung  von  A 
plus  einer  fi-maligen  Burchlaufung  von  B,  der  andere  mit  einer 
y-maligen  Burchlaufung  von  A  plus  einer  8-maligen  Burchlaufung 
von  B  aquivalent  ist. 

Es  kann  also  jede  lineare  Periodentransformation  durch  Uber- 
gang  zu  einem  neuen  Schnittsystem  erreicht  werden. 

Wenn  B  =  +  1  ist,  iiberschreitet  der  Schnitt  A'  den  Schnitt  Br 
in  demselben  Sinne,  wie  A  den  B;  wenn  B  =  —  1  ist,  im  entgegen- 
gesetzten. 

Will  man  zu  einer  vorgelegten  linearen  Periodentransformation 
die  zugehorige  Anderung  des  Querschnittsystems  angeben,  so  hat 
man  Satz  VIII  von  §  6  zu  beachten.    Setzt  man  z.  B.: 

B'  =  -  A,     A'  =  B 

(vgl.  Fig.  29  mit  Fig.  26,  p.  136),  d.  h.  vertauscht  man  die  beiden 
Querschnitte  miteinander,  unter  Anderung  der  Bichtung  des  einen, 
so  bedeutet  das: 

ft>1'  =  oo  3,      co3'  =  —  OJ-., 


Fig.  29. 


Fig.  30. 
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also  die  Substitution  S.  Setzt  man  aber  an  Stelle  von  A  eine  Linie, 
die  sich  aus  A  und  —  B  zusammensetzt,  indem  man  am  Schnittpunkt 
von  A  und  B  jedesmal  auf  die  andere  Linie  iibergeht,  und  behalt 
man  B  bei  (Fig.  30  auf  vor.  Seite),  so  bedeutet  das: 

00 1    =  Wl>         03  3    =  wi  +  w3j 

also  die  Substitution  T. 


§  78.    Monodromie  der  Verzweigungspunkte. 

Zur  vollstandigen  Durchbildung  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  ist  erforderlicb,  daB  wir  die  Verzweigungspunkte  der 
EiEMANNschen  Flache,  die  wir  bisher  immer  als  fest  gegeben  voraus- 
gesetzt  batten,  als  veranderlich  und  die  Perioden  als  Funktionen 
von  ibnen  ansehen.  Bei  Anderung  der  Verzweigungspunkte  ander 
sich  aucb  die  RiEMANNSche  Flache;  und  damit  ist  man  unter  Um- 
standen  genotigt,  auch  das  System  von  Ruckkehrschnitten  zu  modi- 
fizieren,  durch  das  man  die  Flache  in  eine  einfach  zusammenhangende 
verwandelt  hat.  Denn:  die  Perioden  sind  durch  Integrale  langs  der 
Schnitte  definiert;  ein  Integral  ist  aber  im  allgemeinen  nur  solange 
e  eine   stetige   Funktion   eines   unter  dem 

^7\r  ,       "^V'   Integralzeichen  vorkommenden  Parameters, 

^§  -=^f._._._a_2— als  dieser  Parameter  nicht  Werte  annimmt, 

fiir  die  ein  Element  des'  Integrals  unendlich 
■  '    '  groB  wird.    Sollen  also  die  Perioden  bei 

Anderung  der  Verzweigungspunkte  stetige  Funktionen  derselben 
bleiben,  so  darf  man  keinen  Verzweigungspunkt  einen  Kuckkehr- 
schnitt  iiberschreiten  lassen;  man  muB  sich  vielmehr  die  Deformation 
der  Flache  in  der  Weise  vorstellen,  daB  die  wandernden  Verzwei- 
gungspunkte die  Schnitte  (Periodenwege)  vor  sich  herschieben.  Das 
wird  jedenfalls  solange  moglich  sein,  als  nicht  zwei  Verzweigungs- 
punkte zusammenfallen  (wo  dann  ein  etwa  zwischen  ihnen  hindurch- 
gehender  Schnitt  nicht  mehr  ausweichen  konnte).  —  Riickt  z.  B.  in 
Fig.  31  der  Verzweigungspunkt  cc2  auf  dem  punktierten  Wege  nach 
cc2',  so  ist  das  Stiick  efg  des  Ruckkehrschnitts  B  etwa  bis  ef'g 
auszudehnen. 

Hier  entsteht  nun  zunachst  die  Frage,  ob  die  so  durch  Integrale 
langs  der  veranderlichen  Querschnitte  definierten  Perioden  eindeutige 
Funktionen  der  Perioden  sind,  oder  von  welcher  Art  ihre  Viel- 
deutigkeit  ist.  Um  uns  dariiber  Aufklarung  zu  verschaffen,  setzen 
wir   eine   solche   Deformation  der  Flache   soweit  fort,  bis  jeder 
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Verzweigungspunkt  wieder  aii  eine  S telle  gelangt  ist,  die  auch  in 
der  urspriinglichen  Gestalt  der  Flache  von  einem  Verzweigungs- 
punkt (demselben  oder  einem  andern)  eingenommen  war.  Dann  hat 
man  wieder  die  urspriingliche  Gestalt  der  Flache  vor  sich,  abgesehen 
vielleicht  von  irrelevanten  Abanderungen  (vgl.  I,  §  59).  Aber  das 
Schnittsystem  wird  wenigstens  im  allgemeinen  ein  anderes  geworden 
sein  und  sich  nicht  durch  bloBe  Verzerrungen  unter  Festhaltung  der 
Verzweigungspunkte  in  seine  urspriingliche  Gestalt  zuriickbringen 
lassen.  Man  hat  sich  gewohnt,  den  geschilclerten  ProzeB  mit  einem 
etwas  schiefen  Ausdruck  dadurch  zu  bezeichnen,  da6  man  sagt: 
das  neue  Quer  schnittsy  stem  geht  durch  Monodromie  der  Verzweigungs- 
punkte aus  dem  alten  hervor. 

Man  kann  zeigen,  daB  man  von  jedem  beliebigen  Ruckkehr- 
schnittsystem  durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  zu  jedem 


Fig.  32.  Fig.  33. 


andern  gelangen  kann.  Dabei  darf  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
an  ein  beliebiges  Ausgangssystem  ankniipfen;  wir  wahlen  clazu  das- 
selbe  System  wie  dort. 

Lassen  wir  zunachst  aY  und  a2  ihre  Platze  wechseln,  indem 
wir  sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben 
lassen,  die  keinen  andern  Verzweigungspunkt  zwischen  sich  ein- 
schlieBen,  so  geht  Fig.  26  in  Fig.  32  uber;  es  wird  also  dann: 
A'  =  A-  B,  B  =  B  oder: 

W\    =  °°1>      a3    —  W\  +  W3' 

Biese  Anderung  des  Schnittsy stems  entspricht  also  der  Substitution  S. 

Lassen  wir  ferner  cc0  und  a2  ihre  Platze  wechseln,  indem  wir 
sie  im  Sinne  der  wachsenden  Winkel  zwei  Wege  beschreiben  lassen, 
die  den  Punkt  a1  zwischen  sich  einschlieBen,  den  Punkt  a3  aus- 
schlieBen,  so  entsteht  Fig.  33  ;x  es  wird  also  dann  A'  =  —  B, 
B'  =  A  oder: 

co1  =  —  o>3 ,      o>3  =  —  (x)1 . 
Biese  Anderung  des  Schnittsy  stems  entspricht  also  der  Substitution  T. 


1  In  Fig.  33  ist  derjenige  Teil  der  Ebene  schraffiert,  iiber  dem  sich  die 
beiden  Blatter  der  Flache  vertauscht  haben. 
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Wir  haben  aber  in  §  68  gesehen,  daB  wir  jede  beliebige 
lineare  Periodentransformation  aus  S  und  T  zusammensetzen  konnen ; 
also  folgt: 

Jede  beliebige  lineare  Periodentransformation  kann  durch  Mono- 
dromie  der  Verzweigungspunkte  erzielt  werden. 

Eine  besondere  Klasse  von  linearen  Periodentransformationen 
erhalt  man,  wenn  man  die  Verzweigungspunkte  nur  solche  Wege 
durchlaufen  laBt,  daB  jeder  einzelne  wieder  an  seine  eigene  urspriing- 
liche  Stelle  zuriickkehrt.  Man  kann  zeigen,  daB  diese  Klasse  gerade 
aus  alien  denjenigen  Transformationen  besteht,  die  modulo  2  zur 
Identitat  kongruent  sind;  doch  wollen  wir  auf  den  Beweis  dieses 
Satzes  hier  nicht  eingehen. 


§  79.   Auswahl  eines  einfachsten  primitiven  Periodenpaares. 

Zum  Schlusse  dieses  Abschnitts  wollen  wir  noch  die  Frage  be- 
handeln,  ob  man  nicht  aus  alien  primitiven  Periodenpaaren,  die 
eine  doppeltperiodiscbe  Funktion  haben  mag,  eines  als  das  einfachste 
auszeichnen  kann.  Freilich  kann  die  „Einfachheit",  von  dcr  hier 
die  Kede  ist,  nicht  mathematisch  definiert  werden;  doch  fiihren  die 
folgenden  Uberlegungen  dazu,  wenigstens  im  allgemeinen  ein  ganz 
bestimmtes  Periodenpaar  als  das  einfachste  anzusehen. 

Man.  gehe  von  einem  beliebigen  Periodenpaar  (2o^,  2  «3)  aus. 
Zunachst  halte  man  2  w1  fest  und  ersetze  2  co3   durch  eine  der 

Perioden  2w3;  +  2kx  co1(k1=^0,  ±  1,  ±2. 
namlich  durch  diejenige.  die  den  kleinsten 
absoluten  Betrag  hat;  diese  heiBe  2  co3'. 
Man  kann  sie  geometrisch  folgendermaBen 
konstruieren:  in  den  Punkten  —  wx  und 
+  co1  errichte  man  Senkrechte  zu  ihrer 
Yig.  34.  Verbindungslinie   und   wahle  unter  den 

Punkten  2  co3  +  2  kY  wl  denjenigen,  der 
zwischen  diese  Senkrechten  fallt.  Ausnahmsweise  kann  anf  jede 
dieser  Senkrechten  ein  solcher  Punkt  fallen,  sodaB  zwei  solche 
Punkte  gleichen  Abstand  vom  Nullpunkt  haben  und  zugleich  einen 
kleineren  als  alle  tibrigen;  um  auch  in  diesem  Falle  eine  bestimmte 
Auswahl  zu  treffen,  setzen  wir  willkurlich  fest,  daB  dann  der  auf 
der  Senkrechten  durch  —  cq1  gelegene  Punkt  fur  2  co3'  genommen 
werden  soil. 

Nunmehr  halten  wir  2  co3   fest  und  ersetzen  2  a>1  durch  den- 
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jenigen  2^'  unter  alien  den  Punkten  2  coY  +  2  k3  oj3' ,  der  den 
kleinsten  absoluten  Betrag  hat;  mit  der  analogen  Festsetzung  betr. 
den  Ausnahmefall,  wie  oben. 

Hierauf  halte  man  wieder  2  o?x'  fest  und  ersetze  2  oj3  durch 
denjenigen  2co3"  unter  den  Punkten  2  a>3  +  2  Ax  co^,  der  den  kleinsten 
absoluten  Betrag  bat.    So  fahre  man  abwechselnd  fort. 

Dieser  ProzeB  muB  nun  notwendig  ein  Ende  nehmen.  Denn 
bei  jedem  Schritte  desselben  wird  eine  Periode  durch  eine  andere 
ersetzt,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist;  es  giebt  aber  nur  eine 
endliche  Anzahl  Perioden,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  eine 
vorgeschriebene  GroBe  ist.  Auch  kann  der  Ausnahmefall,  wenn  er 
bei  einem  Schritte  eingetreten  ist,  beim  nachsten  nur  dann  wieder 


2tt 


geworden  ist;  dann  ist  aber  zugleich 


emtreten,  wenn  co3jco1  =  e 
die  Keduktion  beendet. 

SchlieBlich  konnen  wir  noch  durch  eine  eventuelle  Vertauschung 
der  beiden  Perioden  (mit  Wechsel  des  Vorzeichens  der  einen)  er- 
zielen,  daB  2  co,  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  2  co3 


ist. 


Setzen  wir  dann  wieder  co3/co1 
andererseits : 

2)  «2  +  /?2  ^  1. 

Infolge  dieser  beiden  Ungleichungen  wird  „i+ 
die  ebenfalls  aus  der  vorhergehenden  Entwick 
lung  folgende  Ungleichung: 


r  =  a  +       so  ist  einerseits: 


2  == 


B^  2  —  a1  +       —  2  Fig.  35. 

von  selbst  erfullt,  wie  man  aus  Fig.  35  sieht;  auBerdem  ergiebt  sich 
noch  aus  ihnen: 

Us  ist  also  stets  moglich,  ein  solches  primitives  Periodenpaar  aus- 
zuwdhlen,  dafi  der  Punkt  r  in  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden 
Geraden  P(r)  =  4-  begrenzte  Dreieck  f'dllt;  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise,  wenn  wir  von  der  Begrenzung  dieses  Dreieeks  nur  das  in  Fig.  35 
stark  ausgezogene  Stuck  mitrechnen. 


1  Wenn  2  wx  und  2  a3  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  sind\  nehmen 


wir  von  den  beiden  Quotienten  t  und  i 
Arkus  hat. 


denjenigen,  der  den  groBeren 


L3S 
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NEUNTER  ABSCHNITT. 


Ausartungen  der  elliptischen  Funktionen. 

§  80.   Untersuchung  der  Ausartungen  vom  Perioden- 
parallelogramm  aus. 

Win  man  irgencl  eine  Funktion  eingehend  untersuchen,  die 
auBer  von  den  zunachst  als.  variabel  betrachteten  Argumenten  auch 
noch  von  weiteren  Parametern  abhangt,  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich,  auch  solche  Werte  der  Parameter  mit  zu  beriicksichtigen,  fur 
die  die  urspriingliche  Definition  der  Funktion  zunachst  versagt. 
Das  gilt  auch  fur  die  elliptischen  Funktionen,  die  auBer  von  ihrem 
Argument  auch  noch  vom  Periodenparallelogramm,  bezw.  von  den 
Verzweigungspunkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Flache 
abhangen.  Wir  miissen  daher  jetzt  die  Grenzfalle  in  den  Kreis  der 
Untersuchung  ziehen,  die  wir  bisher  ausgeschlossen  hatten:  daB  die 
Verzweigungspunkte  nicht  mehr  alle  voneinander  verschieden  sind, 
und  daB  ein  eigentliches  Periodenparallelogramm  nicht  mehr  vor- 
handen  ist, 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Grenzfalle  konnen  wir  zwei  ver- 
schiedene  Wege  einschlagen :  wir  konnen  entweder  die  Verzweigungs- 
punkte oder  die  Perioden  als  unabhangige  Veranderliche  behandeln. 
Wir  wollen  zunachst  die  zweite  Aufgabe,  als  die  leichtere,  in  Angriff 
nehmen. 

Das  Periodenparallelogramm  kann  erstens  dadurch  ausarten, 
daB  eine  seiner  Seiten  —  wir  wollen  annehmen  cd3  —  ins  Unend- 
liche  wachst,  wahrend  die  andere  endlich  bleibt.  In  diesem  Falle 
konnen  wir  den  Grenziibergang  an  den  einzelnen  Gliedern  der  un- 
endlichen  Eeihen  und  Produkte  des  II.,  IV.  und  V.  Abschnitts  voll- 
ziehen.  Denn  diese  analytischen  Darstellungen  konvergieren,  als 
Funktionen  von  co3  betrachtet,  gleichmaBig  auch  noch  fur  lim  co3  =  oo, 
wenn  man  nur  an  der  Festsetzung  §  14,  IV  festhalt,  was  wir  ja 
auch  stets  gethan  haben. 
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Wir  erhalten  dann  zunachst: 


irsm- 


4Wl2  2w,        12  wx2 

(vgl.  I,  §  52,  Gleichung  17)  und  die  elementare  Relation 

CO  „2 

2)  2*"2^> 

und  weiter  (durch  Integration  bezw.  Differentiation  von  (1)  oder  durch 
Ausfiihrung  des  Grenziibergangs  an  den  friiheren  Formeln): 

«27I2 

4)  hm  mi  =  e     1   sm  - — , 

'  7T  2  Wj 

COS  — — 

5)  limp  u  = 


4ft}/     .  »  un 

sm3  

2  ft)x 

Km  jt/w  wird  also  innerhalb  des  Periodenstreifens,  in  den  das  Perioden- 
parallelogramm iibergegangen  ist,  nur  fur  u  =  cq1  Null;  dazu  gehort 
der  Wert: 

2 

6)  lim^  =  limpm1  = 

AuBerdem  wird  lim  p  u  noch  gleicb  Null,  wenn  u,  ohne  den 
Periodenstreifen  zu  verlassen,  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
hin  ins  Unendliche  geht;  in  der  That  riickt  beim  Grenziibergang 
nicht  nur   co3,   sondern  auch  co2  ins  Unendliche.    Dabei  wachst 

sin  -Jr— -  iiber  alle  Grenzen,  also  wird: 
2  ft)j 

9 

7)  lim  e2  =  lim  es  = 


'2  -3  12  Wl2 

Die  Gleichung  zwischen  pu  und  //w  nimmt,  da: 
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ist,  in  der  Grenze  die  Gestalt  an: 

8)  lim  {p  uf  =  4  lim p3u  -         limp  u  -  21^6  ; 

es  ist  also: 

Es  bleiben  also  auch  die  Eelationen  zwischen  den  g2,  g3  und 
den  e  (§  18,  12—14)  in  der  Grenze  bestehen.  Die  Diskriminante 
(§  32,  19)  wird  in  der  Grenze  Null: 

10)  lim  G  =  0. 

Was  die  Perioden  II.  Art  betrifft,  so  folgt  aus  (3): 

11)  lim^i  =  lf^>    lim  7/3  =  00,    \im%j(o3  = 

Diese  Eelationen  widersprechen  der  LEGENDBESchen  Eelation 

insofern  nicHt,  als  mit  ihnen  vertraglich  ist,  daB  ^  oj3  —  rjs  co1  in 
der  Grenze  endlich  bleibt. 

Weiter  erhalt  man  aus  den  Formeln  (1)  und  (6): 

lim  (p  u  —  e.)  =  - — ^  sm "  o  ~a — 2  =  o — 2  cot  o — > 

also  bei  geeigneter  Vorzeichenbestimmung: 

12)  .  lim       =  - — cot- — 

'  au       2  Wj        2  &>! 

und  ebenso: 

.  0.  -..        (TnU  t        (J<,U  71  -.1171 

1 3)  lim       =  lim       =  - —  sm  - 1  - — 
;  au  au       2(ol  2  oix 

Fiir  die  geraden  Sigma  funktionen  selbst  ergiebt  sich  hieraus: 


14)  lim  (T1u  =  e     1  cos  lim  a2u  =  lim  g^u  —  e     1  ; 

fiir  die  von  Jacobi  eingefiihrten  Funktionen: 

15)  lim&  =  0,    lim^'  =  1, 

16)  lim  w  =  4™ » 

7  2  ft)! 

17)  \im  snw  =  sin  (lim  w),    lim  cwzf?  =  cos  (lim  w),  \imdniv=l. 


2  U 

Das  Argument  u  =  —  der  Theta funktionen  wird  durch  den 
Grenziibergang  nicht  beriihrt;  das  Periodenverhaltnis  r  konvergiert 
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in  der  Weise  ins  Unendliche,  daB  seine  zweite  Koordinate  positiv 

bleibt.  Infolgedessen  wird: 

18)  lim  h  =  0, 

1 9)  lim  &  (v)  =  lim  &0  {v)  =  l,    lim  ^  (v)  =  lim  &2  (v)  =  0 , 

20)  lim  h  ~  V*  #2  (u)  =  cos  p  n,    lim  A  _  V«  ^  (u)  =  sin  u  n. 

Etwas  anders  liegen  die  Verhaltnisse,  wenn  man  beim  Ubergang 
zu  den  Thetafunktionen  nicbt  die  endlich  bleibende,  sondern  die  ins 
Unendliche  wachsende  Periode  2  co3  bevorzugt.    Wird  namlich: 

gesetzt,  so  wird: 

21)  limr3  =  0,    ]imh3  =  1; 

nnd  man  muBte  erst  untersuchen,  ob  die  Thetareihen  fur  h  =  1  noch 
gleichmaBig  konvergieren,  wenn  man  den  Grenziibergang  an  den 
einzelnen  Gliedern  der  Reihe  ausfiihren  wollte.  Man  konnte  anderer- 
seits  an  die  Gleichungen  ankniipfen,  die  die  Sigma  unci  die  Theta 
verbinden;  aber  diese  erscheinen  zunachst  in  unbestimmter  Form. 
Wir  werden  spater  von  der  andern  Seite  her  auf  die  Frage  zuriick- 
kommen. 

Einen  zweiten  Grenzfall  erhalt  man,  wenn  man  aucb  nocb  die 
zweite  Periode  ins  Unendliche  wachsen  laBt;  doch  so,  daB  das  Ver- 
haltnis  der  Perioden  nicht  einem  reellen  Grenzwert  sicli  nahert, 
sodaB  das  Periodenparallelogramm  in  der  Grenze  die  ganze  Ebene 
iiberdeckt.    Man  erhalt  in  diesem  Falle: 

22)  lim  pu  =  \j    lim  £  u  s=  — ,     lim  ou  =  u, 

u  u 

23)  lim  e1  =  lim  e2  =  lim  e3  =  0, 

24)  lim#2  =  0,    \img3  =  Q, 

25)  lim  -?§- =  Km =  0. 

(03  Qlj 

Das  Periodenverhaltnis  wird  in  diesem  Falle  an  unci  fur  sich 
unbestimmt,  sodaB  von  Grenzwerten  der  Thetafunktionen  erst  die 
Rede  sein  kann,  wenn  man  dariiber  noch  eine  nahere  Fortsetzung 
getroffen  hat. 

Ausdrucklich  sei  zum  Schlusse  noch  eine  Voraussetzung  hervor- 
gehoben,  die  alien  Rechnungen  dieses  Paragraphen  zu  Grunde  liegt: 
daB  namlich  dem  u  ein  endlicher  Wert  zukommt,  und  daB  dieser 
Wert  von  dem  Grenziibergang  nicht  in  Mitleidenschaft  gezogen  wird. 
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§  81.  Untersuchung  der  Ausartungen  von  der  RiEMANN'schen  Flache 
aus;  Grenzwerte  des  Integrals  I.  Gattung  beim  Zusammenfallen 


Nunmehr  schlagen  wir  den  umgekehrten  Weg  ein  und  gehen 
von  der  BiEMANNSchen  Flache  aus.  Lassen  wir  auf  ihr  zwei  Ver- 
zweigungspunkte  einander  immer  naher  und  schlieBlich  zusammen- 
fallen ,  so  haben  wir  vor  allem  zu  beachten,  daB  sich  dabei  das 
Geschlecht  (§  3,  II)  der  Flache  andert,  Denn  in  dem  Moment,  in 
dem  die  beiden  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  hort  der  durch 
sie  vermittelte  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Blattern  an  dieser 
Stelle  auf,  die  beiden  Blatter  hangen  nur  mehr  durch  die  beiden 
andern  Verzweigungspunkte  zusammen.  Eine  zweiblattrige  Eie- 
MANNsche  Flache  mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  hat  aber  nach 
I,  §  60  das  Geschlecht  0,  d.  h,  dieselben  Zusammenhangsverhaltnisse 
wie  eine  Kugel.  Die  elliptischen  Funktionen  miissen  also  bei  diesem 
Grenziibergang  notwendig  ausarten. 

iVelche  Verzweigungspunkte  wir  zusammenrucken  lassen  wollen, 
ist  nach  den  Ergebnissen  von  §  78  gleichgtiltig.  Wir  wollen  den 
Fall  untersuchen,  daB  a3  mit  cc0  zusammenruckt;  jeder  andere  Fall 
kann  auf  diesen  durch  eine  vorgangige  lineare  Period  en  transformation 
zuruckgefiihrt  werden.  Urn  aber  mit  ganz  bestimmten  Begriffen  zu 
operieren,  miissen  wir  genau  angeben,  auf  welche  GroBen  sich  der 
Grenziibergang  beziehen  und  welche  von  ihm  unberiihrt  bleiben 
sollen.    Wir  setzen  in  dieser  Hinsicht  folgendes  fest: 

Wie  in  §  1  sei: 


vollzogen  werden. 

Untersuchen  wir  nun.  unter  dieser  Voraussetzung  zunachst  das 
Integral  erster  Gattung.  Fin*  alle  diejenigen  Werte  von  zi  die  nicht 
zu  a0  unencllich  benachbart  sind,  darf  der  Grenziibergang  ohne 
weiteres  unter  dem Integralzeichen  vollzogen  werden;  man  erhaltalso: 


Das  rechts  stehende  Integral  laBt  sich  auch  auf  das  Integral  einer 


von  zwei  Verzweigungspunkten. 


f\z)  =  aQ(z-  a0)  [z  -  aY)  [z  -  cc2)  (z  -  as) 


gesetzt;  aQ,  a0,  av  a2  sollen  ah  konstant,  a3  ah  verdnderlich  angesehen 
und  der  Grenzubergang : 

1)  lim^3=:^0 
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rationalen  Funktion  zuriickfiihren ,  wenn  man  nach  Anleitung  von 
I,  §  62  die  zweiblattrige  RiEMANNSche  Flache  mit  zwei  Verzweigungs- 
punkten  durch  die  Substitution: 

3)  Z  —  a2  _  «2  ~  fto  £2 


auf  die  Kugel  abbildet.    Man  erhalt: 

2 

o  ' "' 


4) 


lim  u  =  2   -  P * 

|/  a0  (a2  -  flf0)  («j  -  «0)J   6  1 


logi— ^  +  6\ 


]/a0  (a2  -  a0)  («!  -  a0)        S  +  1 


Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  kann  hier  noch  beliebig  ge- 
wahlt  werden;  eine  Anderung  desselben  bat  namlich  dieselbe 
Wirkung  wie  eine  Anderung  des  Vorzeichens  von  J,  und  fiber  dieses 
ist  durch  die  Gleichung  (3)  noch  nicht  verfiigt.  Die  Integrations- 
konstante  ist  =  0  zu  setzen,  wenn  man  z  —  aY  (also  £  =  oo)  zur 
unteren  Grenze  des  Integrals  nimmt.  Dann  lautet  die  Umkehrung 
der  Gleichung  (4),  wenn  noch  zur  Abkiirzung: 


4  a)  ]/a0  («a  -  aQ){aY  -  a0)  =  -  2  c 
gesetzt  wird: 

O)  L  =  =  —  I  COt  (2  C  U). 

'  -  QCIL  _  g  —  cu  \       ■  / 

Wahlen  wir  das  Querschnittsystem  so,  wie  es  in  Fig.  26,  p.  136 
geschehen  ist,  so  sehen  wir:  ein  Periodenweg  von  der  Art  wie  B 
reduziert  sich  einfach  auf  eine  Umkreisung  des  Punktes  z  =  a0  im 
oberen  Blatte;  der  Periodicitatsmodul  co1  ist  nach  §  6,  VIII  ent- 
gegengesetzt  gleich  dem  Werte  cles  Integrals,  genommen  um  B, 
dieses  aber  ist  nach  I,  §  45,  II  gleich  2  nix  dem  Residuum  der 
Funktion  im  Punkte  ce0.    Es  ist  also: 

6)  lim 


]/a0  («2  -  «0)  (a,  -  a0) 

wenn  derjenige  Wert  der  Quadratwurzel  gewahlt  wird,  auf  den  sich: 


lim-|/rt0  (z  -  ax){z  -  O 

z  =  a0 

im  oberen  Blatte  reduziert  (also  ein  beliebiger  Wert,  wenn  iiber  die 
Unterscheidung  der  beiden  Blatter  noch  keine  Festsetzung  ge- 
troffen  ist). 
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Anders  verhalt  es  sich  mit  einein  Periodenweg  von  der  Art 
wie  A ;  ein  solcher  geht  in  der  Grenze  iiber  in  einen  ungeschlossenen 
Weg,  der  von  dem  Punkte  z  =  a0  —  a3  des  einen  Blattes  um  den 
Punkt  aY  herum  nach  dem  Punkt  z  =  a0  =  cc3  des  andern  Blattes 
ftihrt.  Der  Wert  des  Integrals,  genommen  liber  einen  solchen  Weg 
ist  unendlich  groB,  da  die  zu  integrierende  Funktion  in  der  Grenze 
in  beiden  Endpunkten  des  Integrationsweges  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  wird.  Damit  hort  dieses  Integral  auf,  als  Periode  eine 
Bedeutung  zu  haben,  und  wir  konnten  es  ganz  bei  Seite  schieben, 
wenn  nicht  fur  die  folgenden  Untersuchuugen  eine  genauere  Kenntnis 
der  Art,  wie  es  unendlich  groB  wird,  erforderlich  ware. 

§  82.   Nahere  Untersuchung  der  ins  Unendliche  wachsenden 

Periode. 

Um  diese  Untersuchung  zu  fuhren,  transformieren  wir  unser 
Integral  zunachst  in  der  in  §  63  gelehrten  Art  auf  die  erste  Normal- 
form.    Wir  erhalten  so  zunachst: 

1)  2w3=  -  *'  -K'{1), 

]/a0  (a2  -  a0)  («s  -  04) 

wenn  wir  unter  K'  {!)  den  Wert  des  Integrals : 

2)  .  r      d*  — 

J  ys(c-  i)d  -  H) 

verstehen,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden  Punkte  1 
und  A-1  von  den  beiden  Punkten  0  und  00  trennt.  Bei  dem  Grenz- 
iibergang  lim  az  =  #0  geht  die  in  (1)  als  Faktor  stehende  Quadrat- 
wurzel  iiber  in  ]Az0  (a2  —  ccQ)(cc0  —  es  bleibt  also  noch  zu  unter- 
suchen,  was  aus  der  Funktion  K'  (X)  bei  Ausfiihrung  des  Grenz- 
iibergangs : 

3)  lim  (l~ =  00      oder      lim  1  =  0 

wird.  Das  bedarf  aber  noch  einer  naheren  Festsetzung.  Wir  diirfen 
den  Fall  ausschlieBen,  daB  A  von  Seite  der  negativ  reellen  Werte 
her  dem  Werte  0  sich  .  nahert,  da  wir  das  durch  geeignete  Nume- 
rierung  der  Verzweigungspunkte  stets  erreichen  konnen.  Dann 
konnen  wir  den  Integrations  weg  so  wahlen,  daB  er  bei  der  Trans- 
formation : 


4) 
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die  nach  §  66,  (4)  das  Integral  (2)  in  sich  uberfiihrt,  ebenfalls  in  sich 
transformiert  wird.  Diese  Transformation  fiihrt  namlich  den  Kreis  urn 
den  Nullp.  vom  Radius  |A-1/2|  in  sich  uber,  insbesondere  die  beiden 
Punkte  +  X-1!*;  wir  konnen  als  einen  Teil  des  Integrationsweges 
eine  beliebige  Kurve  nehmen,  die  von  X-1!*  ausgehend  den  Punkt  1, 
aber  nicht  den  Punkt  0  umkreisend  nach  X  -  */■  zuriickfiihrt  und  dabei 
ganz  innerhalb  des  genannten  Kreises  bleibt,  als  andern  Teil  das 
Bild  dieser  Kurve  vermoge  der  Transformation  (4)  (in  geeignetem 
Sinne  durchlaufen,  sodaB  der  gesamte  Integrationsweg  sich  nicht 
selbst  iiberkreuzt).  Die  beiden  Teile  geben  dann  gleiche  Beitrage 
zu  K'  (X).  Fur  alle  Punkte  des  ersten  Bestandteils  ist  X£,^L\X1I*\, 
also  sicher  <  1;  wir  konnen  fiir  sie  den  Faktor  (1  —  X!^)-1!*  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und 
gliedweise  integrieren.    Wir  erhalten  so: 

d'Q        .  ^  1.3.5...  (2n-  1) .     r  t^d'Q 


na- 1) 


Die  in  der  Summe  auftretenden  Integrale  konnen  nach  einer  Formel 
der  elementaren  Integralrechnung  (die  man  eventuell  durch  Differen- 
tiation verifizieren  moge)  durch  das  erste  und  durch  algebraische 
Funktionen  ausgedriickt  werden;  namlich: 


6) 


r  gnrfS  _  1.3.5...(2«-1)  r  d  t 
J  )/f(f~-T)  "2.4.6...     (2  n)  J 


|  VC(g-l)  fr,-i  {  2n-l  2  (2n-l)(2n-S)  H 
x        n        \b        ^2rc-2b  ^(2w-2)(2rc-4)b 

(2n  -  1)  (2n  -  3)  ...  5  .  3 


(2n  -  2) (2n  -  4)  ...  4.2 

Es  handelt  sich  also  wesentlich  noch  um  die  Bestimmung  des 
Wertes  des  Integrals: 


7>  J=h 


fiir  den  oben  angegebenen  Integrationsweg.   Durch  die  Substitution: 


l  - 12'    9  l  -  ^ 7     3     (i  -  *2)2 

geht  das  Integral  bei  geeigneter  Verfugung  liber  das  Vorzeichen 
von  t  iiber  in: 


8)  7=2/^  =  Hog  1± 


i  +  t_ 
t 
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Dem  angegebenen  Integrationswege  entspricht  in  der  tf2-Ebene  ein 
Weg,  der  von  t2  =  1  —  ]/a  ausgehend  den  Nullpunkt,  aber  nicbt  den 
unendlich  fernen  Punkt  in  seinem  Innern  enthalt  und  nach  1  —  ]/Z 
zuriickfuhrt.  Wir  diirfen  ihn  auf  die  hin  und  zuriick  durchlaufene 
geradlinige  Strecke  von  1  —  ]/l  nach  0  zusammenziehen;  dann  ent- 
spricht ihm  in  der  ^-Ebene  ein  ungeschlossener  Weg,  der  von  einem 
der  beiden  Werte  der  Wurzelgrofte  ]/l  —  yi  geradlinig  nach  dem 
andern  fiihrt.  Durchlauft  t  diesen  Weg,  so  nimmt  der  Arkus  von 
1  +  t  um  denselben  Winkel  zu,  wie  der  von  1  —  t  ab;  und  zwar, 
da  unter  ]/l  der  Hauptwert  verstanden  war,  urn  einen  Winkel,  der 
^  7i  ist.     Wir  erhalten  also  in 


a,  t  o  -i  1+Vi-VA  o  -i  (l  +1/1-1/0' 
9)  /=2zlog  r       y  _  =  2  ?.  log 


l/i  -  yi  V* 

den  Hauptwert  des  Logarithmus. 

Was  die  algebraischen  Glieder  betrifft,  so  ist  zu  beachten: 
zwar  hat  £  an  der  untern  und  obern  Grenze  der  Integration  den- 
selben Wert,  namlich  den  Hauptwert  von  I-1/2,  aber  fur  die  Wurzel- 
groBe  ]/£(£  —  1)  sind  an  clen  beiden  Grenzen  entgegengesetzte  Werte 
zu  nehmen,  da  der  Integrationsweg  einen  ihrer  Verzweigungspunkte 
umkreist.    Wir  erhalten  also: 


K'{1) 


4  log  h±A^ll  ]  1  +  §  /1.3.6...(an-l)y>  ln  I 


io)]    4^  1.8.5...  (2n- i)  Vi-yx  {yjn  +  2J^lyjn-1 

(2n-l)(2w'-3)  -,/T n  -  2  ,  ,  (2w-l)(2w-3)...5.3  ,/y) 

(2>z  -  2)  (2n  -  4)  "  ,         ^  '  '  '       (2n  -  2)  (2 »  -  4)  .  .  .  4  .  2  "    J  ' 

In  clieser  Gleichung  ist  fur  ]/A  der  Hauptwert  zu  nehmen;  fur 


]/l  —  ]/X  kann  ein  beliebiger  der  beiden  dann  noch  moglichen  Werte 
genommen  werden,  da  eine  Vertauschung  der  beiden  Werte  die 
Funktion  K'  (X)  nur  im  Vorzeichen  ajidert  und  dieses  bis  jetzt  noch 
nicht  fixiert  ist.  Sie  gilt  ihrer  Ableitung  zufolge,  solange  X  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  und  nicht  negativ  reell  ist. 

Man  erhalt  iibrigens  auch  fur  die  bei  lim  I  —  0  encllich  blei- 
bende  Periode  eine  ahnliche,  wiewohl  einfachere  Entwicklung. 
Definiert  man  namlich  K(X)  als  den  Wert  des  Integrals 

11)  K(X)  =  f  di  _, 
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genommen  auf  einem  Wege,  der  die  Punkte  0  und  1  umgiebt,  so 
konvergiert,  wenn  1 1  |  <  1  ist,  die  binomische  Entwicklung  des 
Faktors  (1  —  /If)- 1/2  fur  alle  Punkte  dieses  Integrationsweges.  Man 
erhalt  so  eine  ahnliche  ICntwicklung  wie  (6);  aber  die  algebraischen 
Glieder  fallen  weg,  da  jetzt  der  Integrations weg  die  beiden  Ver- 
zweigungspunkte  der  WurzelgroBe  umschlieBt,  und  zur  Berechnung 
des  Integrals 

d'Q 


f 


yea  -  '0 

kann  der  Integrationsweg  auf  eine  den  unendlich  fernen  Punkt  um- 
schlieBende  Kurve  znsammengezogen  werden.  Man  nndet  so  (oder 
durch  die  Substitution  J  =  sin2  xp)  als  Wert  dieses  Integrals  2  71, 
und  folglich: 

Mit  Hilfe  dieser  Reihenentwicklungen  sind  wir  nun  im  stande, 
die  gewiinschten  naheren  Angaben  iiber  das  Unendlichwerden  von 
2  oj3  und  von  t  fur  lim^  =  0  zu  machen.  Der  in  (10)  auftretende 
Logarithmus  wircl  fiir  1  =  0  unendlich ;  man  kann  ihn  ersetzen  durch : 


.    21og(l  +1/1  -  ]/!)-  log]/ A 

und  erhalt  so,  nach  geeigneter  (d.  h.  mit  §  14,  IV  iibereinstimmender) 
Festsetzung  der  Vorzeichen: 

i  o\  T       [  m  ,    2  CO-,  i  n       *  1  8i  log  2 

1 3)  lim  {  2  co3  H  —  log  A  }  =  6  - 

A  =  0  <•  71  >  («2  -  «o)  («i  -  «o) 

und  ferner: 

14)  lim  {mi  —  log  I)  =  —  4  log  2. 

A  =  0 

Daraus  folgt: 


T  711 


15)  g  >  16' 

also  als  wesentlichstes  Eesultat  dieser  ganzen  Untersuchung: 

Feraft  efer  Abstand  zweier  Verzweigungspunkte  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  klein  wird,  wird  ein  Wert  der  Grope  h  =  eX7li  eben- 
falls  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein. 

Dieses  Eesultat  wiirde  fiir  viele  Zwecke  bereits  geniigen;  fiir 
andere  ist  es  erforderlich,  dariiber  hinaus  noch  Naheres  iiber  das 
Verhalten  von  h  als  Funktion  von  I  in  der  Umgebung  von  I  =  0 
zu  wissen.    Auch  dariiber  geben  die  Formeln  (10)  und  (12)  Auf- 
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schluB.  Sie  zeigen,  da6  sich  K'  (A)  +  4 log]/ A  und  \:K{1)  nach  Po- 
tenzen  von  ]/X  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  entwickeln 
lassen;  und  zwar  konvergieren  diese  Entwicklungen  sicher,  solange 
1 1 1  <  1  ist,  wie  far  die  erste  aus  elementaren  Satzen  iiber  die 
Binomial-  und  die  logarithmische  Reihe,  fur  die  zweite  daraus  hervor- 
geht,  daB  nach  §  53,  (3)  K(X)  fur  \X  \  <  1  von  Null  verschieden  ist. 
Also  konvergiert  auch  die  Entwicklung  von  h  nach  Potenzen  von  I 
sicher  fur  \  X\  <  1. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  ersten  Glieder  dieser  Reihen- 
entwicklungen  aufzustellen ;  doch  gelangt  man  einfacher  auf  folgendem 
Wege  zum  Ziele.    Die  (xleichungen  §  63  (7)  und  §  56  (12)  geben: 

l  —  V  (°)     16  ^C1  +  h*  +  ♦  O4 

~  #34(0)  ~     (1  +  2h  +  .  .)4 

=  16^(1  +  4h2  +  .  .)(!  -8h  +  40h2  -  160/i3  +  .  .  ) 
=  16A{1  -  8£  +         -  I92h3+  .  .  .); 

durch  Umkehrung  erhalt  man  hieraus: 

Nur  erhalt  man  auf  diesem  Wege  nicht  die  Sicherheit,  daB  der 
Konvergenzkreis  dieser  Reihe  wirklich  so  groB  ist,  wie  oben  an- 
gegeben. 

§  83.  Fortsetzung  der  Untersuchung.   Die  Thetanullwerte. 

Durch  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  ist  der  AnschluB 
der  in  den  beiden  letzten  gefuhrten  Untersuchungen  an  die  von  §  80 
gewonnen.  Wir  sehen,  daB  die  dort  angegebenen  Verhaltnisse 
jedesmal  dann  eintreten,  wenn  wir  zwei  von  den  vier  Verzweigungs- 
punkten  der  zu  Grunde  gelegten  RiEMANNschen  Flache  zusammen- 
fallen  lassen.  Wir  konnen  namlich  von  den  zu  Beginn  von  §  81 
getroffenen  Annahmen  iiber  die  Auswahl  der  zusammenriickenden 
Verzweigungspunkte  und  liber  die  Zerschneidung  der  RiEMANNschen 
Flacbe  durch  die  Formeln  der  linearen  Periodentransformation 
(Abschnitt  VIII)  zu  beliebigen  andern  Annahmen  ubergehen.  Es 
folgt  daraus:  Wenn  man  zuerst  eine  zweiblattrige  Flache  mit  vier 
getrennt  liegenden  Verzweigungspunkten  durch  zwei  (im  iibrigen  be- 
liebig  gewahlte)  Ruckkehrschnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende 
verwandelt  und  die  Periodicitatsmoduln  des  Integrals  1.  Gattung  an 
diesen  Schnitten  mit  2  wv  2  co3  bezeichnet,  hierauf  zwei  Verzweigungs- 
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punkte  zusammenriicken  laBt,  so  konvergiert  das  Periodenverhaltnis 
r  =  o)3/g)1  im  allgemeinen  gegen  einen  bestimmten  reellen  rationalen 
Grenzwert;  und  man  kann  einen  beliebigen  solchen  Grenzwert  er- 
reichen,  wenn  man  das  Schnittsystem  zu  Anfang  passend  wahlt.  Die 
GroBe  h  =  eT7li  konvergiert  dabei  gegen  eine  Einheitswnrzel.  Bei 
besonderer  Wahl  des  Querschnittsystems  wachst  das  Periodenverhaltnis 
beim  Zusammenriicken  zweier  Verzweigungspunkte  in  der  Weise  ins 
Unendliche,  daB  lim  h  =  0  wird. 

Auf  Grund  dieser  Satze  konnen  wir  die  Abhangigkeit  der  Theta- 
nullwerte  von  den  Verzweigungspunkten  unabhangig  von  den  Ent- 
wicklungen  der  Paragraphen  47  und  59  folgendermaBen  feststellen: 
Wie  aus  §§  72  und  75  hervorgeht,  bleibt  &3ico1~2  ungeandert  bei 
jeder  linearen  Transformation ,  die  mod.  2  zur  Identitat  kongruent 
ist.  Daraus  folgt  nach  §  78,  daB  dieser  Quotient  eine  eindeutige 
Funktion  der  Verzweigungspunkte  ist.  Ferner  folgt  aus  §  53,  (3)  und 
§  48,  I,  daB  dieser  Quotient  fur  jeden  von  «0,  a1}  a2  verschiedenen 
endlichen  Wert  von  a3  regular  und  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  cc3  mit  cc0  zusammenfallt,  wird  h  =  0,  also  &3  =  1  und 
#3  verhalt  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  regular. 

Wenn  a3  mit  aY  zusammenfallen  soli,  so  nehmen  wir  erst  die 
Transformation  T~X8T  vor,  die  a0  und  ay  vertauscht  (§  78)  und  die 
Perioden  folgendermaBen  transformiert : 

1)  C3l  =  col  +  co3,    co3  =  co3,     t  = 

Man  erhalt  fiir  sie: 


l  +  T 


2»  y$-w> 

lassen  wir  also  jetzt  a3  mit  al}  d.  h.  mit  cc0  zusammenfallen,  so 
wird  h  =  0,  co1  bleibt  endlicb  und  von  Null  verschieden;  es  wird 
also  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  und  folglich  auch  die  linke 
Null,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  a3  mit  a2  zusammenfallen  soil,  so  findet  man  in  ganz 
analoger  Weise  durch  Anwendung  der  Transformation  T,  daB  dabei 
i^4^-2  regular  und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nun  miissen  wir  noch  untersuchen,  wie  &3j~^(Dl  sich  verhalt, 
wenn  wir  a3  iiber  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  konnen  wir  annehmen,  daB  dabei  a0  so  gegen  Null 
konvergiert,  daB: 

lim  (a0  a3)  =  a0' 
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endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt,  da  wir  die  Abhangigkeit 
des  &  von  a0  nachher  noch  besonders  feststellen  werden.  Dann 
reduziert  sich  die  Funktion  4.  Grades  unter  dem  Wurzelzeichen  auf 
eine  Funktion  3.  Grades,  der  Thetanullwert  und  die  Periode  im 
Nenner  bleiben  endlich  und  von  Null  verschieden.  Wenn  aber 
andererseits  a0  gegen  0  konvergiert,  wird  col  von  der  \.  Ordnung 
unendlich,  &z  bleibt  endlich,  die  zu  untersuchende  Funktion  muB 
also  =  a0  mal  einer  von  a0  unabhangigen  GroBe  sein.  Es  ist  also 
O^jco^  eine  auf  der  ganzen  Kugel  bis  auf  einen  im  Unendlichen 
liegenden  einfachen  Pol  regulare  und  folglich  nach  I,  §  44,  V  eine 
rationale  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  as ;  wir  konnen  schreiben : 

'V  =  cfi)i2flo(«i  -  «i)> 
wo  c  nur  noch  von  cc0,  a2,  a3  abhangt.    Mit  Hilfe  der  Gleichungen 
§  82,  (12)  und  (15)  findet  man: 

Ebenso,  oder  durch  Anwendung  geeigneter  linearer  Substitutionen, 
wird  erhalten: 

*V  =  71  ~ 2  wi2  "o  K  -  «>')  K  -  *o)> 

§  84.   Zusammenriicken  von  mehreren  Verzweigungspunkten. 

Lassen  wir  noch  einen  dritten  Verzweigungspunkt  mit  den  beiden 
schon  zusammengeruckten  zusanimenfallen,  so  werden  wir  von  der 
EiEMANNSchen  Flache  her  auf  denjenigen  Ausartungsfall  gefiihrt,  den 
wir  vom  Periodenparallelogramm  her  am  Ende  von  §  80  erhalten 
hatten.    Es  wird  namlich  dann: 

1)  Hm  u  =  f  --%        — , 

J  ]/a0  0  -  «0)3O  -  dj) 

also  gleich  einem  Integral,  das  als  Integral  zweiter  Gattung  auf  der 
zweiblattrigen  Flache  mit  zwei  Verzweigungspunkten  anzusehen  ist. 
Ein  solches  Integral  ist  aber  notwendig  gleich  einer  algebraischen 
Funktion  der  oberen  Grenze.  Denn  auf  der  zweiblattrigen  Flache 
mit  nur  zwei  Verzweigungspunkten  giebt  es  eine  algebraische  Funktion, 
die  nur  in  einem  Punkte  und  in  diesem  nur  von  der  ersten  Ordnung 
unendlich  groB  wird.  Wahlen  wir  einen  konstanten  Faktor  so,  daB 
die  Residuen  beiclerseits  gleich  werden,  so  muBte  die  Differenz 
zwischen  dem  Integral  und  dieser  Funktion  ein  Integral  I.  Gattung 
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sein;  ein  solches  giebt  es  aber  auf  der  zweiblattrigen  Flache  mit 
nur  zwei  Verzweigungspunkten  nicht,  diese  Differenz  muB  also  kon- 
stant  sein.  In  der  That  findet  man  durch  Ausfiihrung  der  Integration 
nach  elementaren  Methoden: 


K  -  «0)  Va0    V    *  ~  «0 

Andererseits  ergiebt  jede  der  Gleichungen  (4)  von  §  56  fur 
diesen  Fall: 


Vergleicbung  von  (2)  und  (3)  fiihrt  auf  die  Gleichung  (22)  von  §  80 
und  damit  auf  die  dort  noch  folgenden  Gleichungen  zuriick. 

Aber  das  ist  nicht  die  einzige  Art,  wie  drei  Verzweigungs- 
punkte  in  einen  zusammenrucken  konnen,  sondern  ein  sehr  spezieller 
Fall.  Von  der  groBen  Zahl  der  hier  denkbaren  Moglichkeiten  ist 
besonders  noch  eine  von  Interesse:  wir  konnen  die  drei  Verzweigungs- 
punkte  audi  so  zusammenrucken  lassen,  dafi  ihr  Doppelverhaltnis  mit 
dem  vierten  einem  bestimmten  von  0,  1,  OO  verschiedenen  Grenzioert 
sich  n'dhert.  Nun  haben  wir  in  §  63  gesehen,  daB  jedes  elliptische 
Integral  I.  Gattung  sich  umformen  laBt  in  das  Produkt  aus  einem 
Integral  derselben  Art,  das  nicht  mehr  von  den  einzelnen  Ver- 
zweigungspunkten, sondern  nur  noch  von  ihrem  Doppelverhaltnis 
abhangt,  und  einem  von  x  unabhangigen  Faktor.  Dieser  Faktor 
hebt  sich  weg,  wenn  wir  die  Quotienten  v  =  u/2  w1}  r  =  co3/co1  bilden; 
die  Theta funktionen  werden  also  von  einem  solchen  Grenzubergang  gar 
nicht  beruhrt. 

Wir  fragen  ferner,  was  aus  unsern  Formeln  wird,  wenn  wir 
zweimal  je  zwei  Verzweigungspunkte  zusammenrucken  lassen.  An 
der  ersten  oder  zweiten  Normalform  ist  die  Ausfiihrung  dieses  Grenz- 
iibergangs  nicht  moglich,  sodaB  man  bei  ausschlieBlichem  Gebrauch 
einer  dieser  Normalformen  an  diesem  Grenzfall  ganz  vorbeigefiihrt 
wird;  dagegen  kann  man  hier  die  dritte  Normalform  benutzen.  Setzt 
man  namlich  in  ihr  fi  =  1 ,  so  fallt  nicht  nur  der  Verzweigungs- 
punkt  fi~2  mit  1,  sondern  gleichzeitig  auch  —  fi~2  mit  —1  zu- 
sammen.  Wir  brauchen  aber  gar  nicht  erst  auf  eine  bestimmte 
Normalform  zu  transformieren,  sondern  konnen  mit  den  allgemeinei: 
Formeln  operieren.    Es  kommt  dann: 


3) 


limp  u  — 


4  %  —  ax 


\\mu 


1 


log 


ft  -  «o 


]/a0J_  (*-«o)C«  -«t)  (wo- 


«:)l/a0 


%  — 


lim  09j  =  — — , 

(«i  -  «o)Kao 


2  n  i 
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wahrend  co3  iiber  alle  Grenzen  wachst.  Die  Verbaltnisse  liegen  also 
hier  ganz  ebenso,  wie  in  dem  in  den  §§  81 — 83  behandelten  Falle. 
(Will  man  von  der  Gleichung  (4)  von  §  81  zu  der  eben  abgeleiteten 
Gleichung  (4)  den  Grenziibergang  ausfuhren,  so  muB  man  erst  vom 
unbestimmten  Integral  zum  bestimmten  iibergeben,  bezw.  die  untere 
Grenze  anders  wahlen,  als  es  dort  geschehen  ist.) 

Was  endlich  den  Fall  betrifft,  da6  alle  vier  Verzweigungspunkte 
zusammenriicken,  so  stebt  dieser  zu  dem  Falle,  daB  drei  zusammen- 
riicken, ebenso  wie  das  paarweise  Zusammenriicken  von  je  zweien 
zu  dem  Zusammenriicken  von  nur  zweien:  es  andert  sich  nichts 
Wesentliches  mehr. 

Zu  beachten  ist  iibrigens,  daB  in  den  beiden  letzten  Fallen  die 
BiEMANNsche  Flache  zerfallt,  indem  ihre  beiden  Blatter  sich  ganz 
voneinander  trennen. 


.  ZEHNTEE  ABSOHNITT, 

Bealitatsverhaltnisse. 
§  85.  Vorbemerkungen. 

Fur  die  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen  auf  mecha- 
nische  und  andere  physikalische  Probleme,  sowie  auch  fur  bestimmte 
Fragen  der  Theorie  ist  es  erforderlich,  daB  man  weiB,  ob  sie  fur 
bestimmte  Werte  des  Arguments  reell  sind  oder  nicht,  und  im 
ersteren  Falle,  daB  man  Grenzen  angeben  kann,  zwischen  denen 
ihre  Werte  liegen.  Auch.  diese  Untersuchung,  wie  die  des  vorigen 
Abschnitts,  kann  sowohl  vom  Periodenparallelogramm,  wie  von  der 
RiEMANNschen  Flache  aus  gefiihrt  werden ;  auch  hier  wollen  wir  zuerst 
den  erstgenannten  Weg  einschlagen. 

Wir  mussen  dann  zunachst  fragen,  unter  welchen  Umstanden 
reellen  Werten  der  Veranderlichen  u  auch  reelle  Werte  elliptischer 
Funktionen  entsprechen.  Dazu  ist  nach  I,  §  71  erforderlich ,  daB 
konjugiert  complexen  Werten  von  u  auch  konjugiert  complexe  Werte 
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der  Funktion  gehdren.  Dann  muJi  aber,  wenn  irgend  eine  com- 
plexe  Zahl  2  co  Periode  der  Funktion  ist,  auch  die  zu  ihr  konjugiert 
complexe  Zahl  Periode  sein.  Da  nun  Summe  und  Differenz 
zweier  Perioden  wieder  Perioden  sind,  und  da  die  Summe  zweier 
konjugiert  complexen  GroBen  reell,  ihre  Differenz  rein  imaginar  ist, 
so  folgt: 

Unter  den  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion,  die  fur 
reelle  PFerte  des  Arguments  selbst  reell  ist,  sind  stets  sowohl  reelle,  als 
auch  rein  imaginar e. 

Hier  sind  nun  zwei  Falle  zu  unterscheiden:  entweder  bilden  die 
kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imaginare  Periode  zu- 
sammen  ein  primitives  Periodenpaar  (§  67),  oder  das  ist  nicht  der 
Fall.    Diese  beiden  Falle  sind  getrennt  zu  behandeln. 

§  86.   Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck;  pu  und  p'u. 

Wenn  die  kleinste  positiv  reelle  und  die  kleinste  positiv  imagi- 
nare Periode  zusammen  ein  primitives  Periodenpaar  bilden,  sodaB 
ein  elementares  Periodenparallelogramm  ein  Kechteck  ist,  bezeichnen 
wir  die  erstere  mit  2  cov  die  letztere  mit  2  w3.  Das  Periodenverhaltnis 
r  =  tog/ft^  wird  dann  positiv  imaginar,  sodaB  diese  Festsetzung  der 
bereits  §  1 4,  IV  getroffenen  und  seitdem  festgebaltenen  nicht  wider- 
spricht.  Die  Glieder  der  Eeihen  §  17-,  (3)  und  (4)  sind  dann  (fur 
reelle  H)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  imaginar;  wir  erhalten 
somit  zunachst  den  Satz: 

I.  In  unserm  Fall  sind  die  Invarianten  g2,  g3  reell  und  die  Funk- 
tionen  pu,  p'u  nelimen  fur  reelle  Werte  des  Arguments  selhst  reelle 
Werte  an. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Vorzeichen  dieser  Funktionen. 
Fiir  hinlanglich  kleine  Werte  von  u  geben  uns  dariiber  die  Eeihen 
§  18,  (2)  und  (3)  Auskunft,  da  fiir  solche  Werte  nach  I,  §  38,  VIII 
(vgl.  auch  I,  §  43,  IV)  das  erste  Glied  dieser  Eeihen  die  Summe 
aller  folgenden  iiberwiegt.    Sie  zeigen  namlich: 

II.  Fur  dem  absoluten  Betrag  nach  kleine  reelle  Werte  von  u  ist 
in  unserm  Falle  pu  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
ivie  u. 

Lassen  wir  nun  u  von  0  an  wachsen.  Zunachst  ist  pu  positiv, 
p'u  negativ;  pu  nimmt  also  ab.  p'u  bleibt  negativ,  bis  es  Null  wird; 
das  geschieht  (vgl.  §  18,  p.  47)  zum  ersten  Male  bei  u  =  cov  Dort 
wird  pu  =  ev  also  folgt: 
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III.  Wenn  u  stetig  von  u  bis  w1  wachst,  nimmt  pu  stetiq  von 
+  oo  bis  e1  ab. 

Hatte  die  Gleichung 

1)  •  4z3-#2  z  -  g3  =  0 

erne  Wurzel  z  =  ex,  die  algebraisch  grofier  als  e1  ware,  so  wiirde 
pu  diesen  Wert  e  in  irgend  einem  Punkte  zwischen  0  und  ool  an- 
nehmen  miissen.  Dann  ware  aber  in  einem  solchen  Punkte  p'  u  —  0, 
was  nicht  sein  kann.    Also  folgt: 

IV.  ex  =  p  ftjj  ist  in  unserm  Falle  die  algebraisch  grb'flte  Wurzel 
der  Gleichung  ( 1)  und  daher  notwendig  positiv. 

Lassen  wir  u  von  rox  bis  2  cox  weiter  wachsen,  so  durchlauft 
pu  dieselben  Werte  in  umgekehrter  Reihenfolge ;  denn  aus  §  17  (7) 
und  daraus,  daB  pu  eine  gerade  Funktion  von  u  ist,  folgt: 

p(G)v  +  u)  =  p(a>1  —  u). 

U.  s.  w. 

Um  auch  fur  rein  imaginare  Werte  von  u  iiber  das  Verhalten 
von  pu  Naheres  zu  erfahren,  gehen  wir  aus  von  den  Homogeneitats- 
relationen  §  17,  (10)  und  (11).  Setzen  wir  in  ihnen  ^  =  i,  so  er- 
lialten  wir: 

p{u\ml  i,  a3  i  =  -p  (u  i\colf  ai3), 

bezw.: 

Sind  e2,  e3  die  Wurzeln  der  Gleichung  4  z3  —  g2  z  —  g3  —  0, 
so  sind  —  ev  —  e2,  —  e3  die  der  Gleichung  4  z3  —  g2  z  ~-\-  g3  =  0. 
Wenden  wir  also  die  Satze  II — IV  auf  die  Funktion  p(u\  g2,  —  g3) 
an  und  iibertragen  die  Ergebnisse  auf  die  Funktion  p{ui\  g2,  g3), 
so  erhalten  wir: 

V.  Wenn  u  rein  imaginare  Werte  von  0  bis  m3  stetig  durchlauft, 
so  durchlauft  pu  stetig  wachsend  reelle  Werte  von  —  oo  bis  zu  der 
algebraisch  kleinsten  (also  notwendig  negativen)  Wurzel  der  Gleichung  (1). 

Die  Werte  von  pu  fur  andere  rein  imaginare  u  ergeben  sich 
hieraus  wie  oben.  Ubrigens  folgt  noch  aus  IV  und  V  mit  Riicksicht 
auf  §  18,  (12): 

VI.  In  unserm  Falle  sind  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  reell. 
Fur  complexe  Argumente  (u  +  vi)  erhalt  man  dann  die  zu- 
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gehorigen  Funktionswerte  durch  die  Additionstheoreme  (§  23).  Z.  B. 
ergiebt  sich  fiir  vi  =  w3  aus  der  Gleichung  §  23,  6  (in  der  man  u 
und  v  vertausche): 

2)  p  [u  +  m.)  -e3  =  ~  **  =  fr'-OX*-*) , 

'  3/       3        2(pu  —  e3)  pu  —  e3 

und  daraus  der  Satz : 

VII.  Wenn  u  Werte,  der  en  rein  imaginarer  Bestandteil  —  oj3  isff 
von  G)3  bis  —  co2  stetig  durchlauft  (also  auf  einer  durch  cos  gezogenen 
Parallelen  zur  Axe  der  reellen  Zahlen  sich  bewegt),  durchlauft  pu 
stetig  wachsend  reelle  Werte  von  e3  bis  e2. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ebenso  wie  V  aus  III: 

VIII.  Wenn  u  Werte,  der  en  reeller  Bestandteil  =  co1  ist,  von  co1 
bis  —  o?2  stetig  durchlauft  (also  auf  einer  durch  gezogenen  Parallelen 
zur  Axe  der  rein  imaginaren  Zahlen  sich  bewegt),  durchlauft  p  u  stetig 
ahnehmend  reelle  Werte  von  ex  bis  er 

Wir  konnen  die  Satze  III,  V,  VII,  VTEI  zu  dem  einen  zu- 
sammenfassen: 

IX.  Wenn  u  den  TJmfang  des  Rechtecks,  dessen  Ecken  in  den 
Punkten  0,  wl}  —  o?2,  co3  liegen,  im  positiven  Sinne  von  0  an  durch- 
lauft, durchlauft  pu  bestdndig  abnehmend  alle  reellen  Werte  von 
+  00  bis  —  00. 

Im  Innern  dieses  Kechtecks  ist  die  Funktion iiberall  regular; 
daraus  und  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt: 

X.  Durch  die  Funktion  p  u  mit  einer  reellen  und  einer  rein  imagi- 
naren Periode  wird  das  erwdhnte  Rechteck  auf  die  negative  Halbebene 
konform  abgebildet. 

Damit  sind  wir  zur  Umkehrung  der  Entwicklungen  von  §  8 
gelangt,  in  denen  gezeigt  wurde,  daB  eine  Halbebene  durch  ein 
elliptisches  Integral  I.  Gattung  auf  ein  Eechteck  abgebildet  wird. 
Dort  waren  die  vier  Verzweigungspunkte  der  Halbebene  wiilkurlich 
gegeben,  hier  sind  es  die  Seitenlangen  des  Rechtecks. 

Die  analytische  Fortsetzung  der  gefundenen  Abbildung  vermoge 
des  Spiegelungsprinzips  kann  jetzt  ganz  ebenso  wie  in  §  9  vor- 
genommen  werden.  Wir  erhalten  dadurch  zu  jedem  reellen  Wert 
von  z,  ausgenommen  ex,  e2,  e3,  zwei  inkongruente  Werte  von  u, 
fiir  die  z  =  pu  ist,  und  schlieBen  daraus  auf  Grund  von  §  15,  II: 

XI.  Aufler  in  den  bereits  angegebenen  und  in  den  aus  ihnen  durch 
die  Spiegelungen  hervorgehenden  Linien  ist  die  Funktion  pu  in  unserm 
Falle  nirgends  reell. 


214 


Realitatsverkdltnisse. 


§  87.    Das  Periodenparallelogramm  ein  Rechteck;  die  Sigma, 
die  Funktionen  Jacobi's  und  die  Theta. 

Fin*  die  Fortfiihrung  unserer  Untersuchungen  ist  es  zunachst 
erforderlich  zu  wissen,  wie  es  in  dem  von  uns  betrachteten  Falle 
mit  der  Realitat  der  in  §  32  eindeutig  definierten  Werte  gewisser 
WurzelgroBen  stent.  Dariiber  geben  die  Darstellungen  dieser  Wurzel- 
groBen durch  unendliche  Produkte  Auskunft.    Sie  zeigen: 

I.  Versteht  man  unter  2(x)1  die  reelle,  unter  2  co3  die  rein  imagi- 
ndr e  Periode,  so  werden: 

Se\  ~  e2  und  V^i  ~~  es  Positiv  reell; 

ye2  —  e3  negativ  reell; 

"l/^- —  e1  positiv  imagindr; 

]/e3  —  e1  und  y^3  —  e2  negativ  imagindr. 
Die  Werte  der  vierten -Wurzeln  aus  den  Differenzen  der  e  sind 
erst  bestimmt,  wenn  iiber  den  der  Quadratwurzel  aus  cox  bei- 
zulegenden  Wert  eine  bestimmte  (an  und  fiir  sich  willkurliche)  Fest- 
setzung  getroffen  wird.  Hier,  wo  co1  reell  und  positiv  ist,  werden 
wir  diese  Festsetzung  zweckmaBigerweise  so  treffen,  daB  wir  ~\/2  coJtz 
ebenfalls  reell  positiv  nehmen;  dann  werden  die  Arcus  von: 

4    4    4    4    4  ^_   4  

v«i  -  e2  y*2  -  ei  y^ — e3    -  e2  y^3  -  ^  v*i  -  ^ 

bezw.  gleicli: 

o\  r\  5  71  371  3  71  3  7T  ,x 

Z]         U  "T  2  4  ~T~  U* 

Die  GroBen  ]/A  und  ]/&'  werden  dann  beide  positiv  reell  und  also 
beide  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1. 

Die  Realitatsverhaltnisse  der  Sigmaquotienten  konnten  wir  aus 
ihren  Darstellungen  durch  unendliche  Produkte  (§  31)  entnehmen. 
Einfacher  ist  es,  direkt  an  ihre  Ausdrucke  durch  pu  anzukniipfen 
und  die  den  auftretenden  WurzelgroBen  beizulegenden  Werte  da- 
durch  zu  bestimmen,  daB  wir  ihre  Werte  fiir  einzelne  Argument- 
werte  durch  die  soeben  untersuchten  Wurzeln  aus  den  Differenzen 
der  ea  ausdriicken  (§  32,  12,  13).  So  findet  man  z.  B.,  daB  die 
Funktionen : 

a  u  1  <jx  u         ]/p  u  —  ex        <j2u        ]/p  u  —  e2 

cr3  u       ]/p  u  —  e3        cf3u       ]/p  u  —  e3        a3u      ]/p  u  —  e3 

in  den  Ecken  des  in  Satz  IX  von  §  86  erwahnten  Rechtecks  die 
in  der  folgenden  Tabelle  angegebenen  Werte  haben: 
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3) 


0 

-  «2 

oj3 

(I  u 

0 

1 

1 

00 

<JS  u 

]/et  -  e3 

y*2  -  «3 

(Tx  U 

(Tg  U 

1 

0 

y^2  -  «i 

y^2  -  e3 

00 

<J2  u 
cr3  U 

1 

]/et  -  e2 

0 

00 

Aus  dieser  Tabelle  ergiebt  sich  fur  die  von  Jacobi  eingefiihrten 
Funktionen  die  folgende: 


0 

K 

K  +  HC 

iW 

snw 

0 

1 

l 

~k 

00 

cn  w 

1 

0 

.V 
lT 

00 

dnw 

1 

h' 

0 

00. 

4) 


(In  der  Uberschrift  dieser  Tabelle  ist  mit  Jacobi: 

5)  K=      6)1     ,    K'  =  —  

]/e1  -  e3  iyex  -  e% 

gesetzt.) 

Aus  diesen  Werten  der  Funktionen  in  den  Ecken  des  Rechtecks 
schlieBt  man  auf  ihre  Werte  langs  seiner  Seiten.  Ihre  Werte  langs 
der  Seiten  der  anstoBenden  Rechtecke  ergeben  sich  dann  aus  dem 
Spiegelungsprinzip.  Die  Resultate  sind  in  den  nachfolgenden  Figuren 
dargestellt,  in  denen  die  Linien,  langs  deren  die  betr.  Funktion: 


positiv  reelle  Werte  hat, 
negativ  reelle  Werte  hat, 
positiv  imaginare  Werte  hat, 
negativ  imaginare  Werte  hat, 


ausgezogen  — 

gestrichelt  

strichpunktiert 
punktiert  , 


i  '! 
i  1 

| 

/joo  1/ 

i 

/>;      Jo  -i\k 

i 

Tl'JtO  1 

:     2\k  wk 

Fig.  36. 

I 

i 
i 


WsKriK.'  WgK' 

Zn  ZJJ\'" 

-k  : 


I 

I  ! 

!  ! 


w.-o   X  2|iT  __ 

0         _7  0 

Z^CThW 


Fig.  37. 


sX+rK 
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sind.  Zum  Verstandnis  dieser  Figuren  sei  noch  bemerkt:  gehen  von 
einem  Punkte  verschiedene  Linien  aus,  langs  deren  z  positiv,  und 
andere,  langs  deren  z  negativ  reell  ist,  so 
miissen  in  den  Winkelrauinen  zwischen  ihnen 
abwechselnd  Linien  liegen,  langs  deren  z 
w^iK,__l^t3j£[^3iK  positiv,  bezw.  negativ  imaginar  ist.  Bei  posi- 
tiver  Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  z  =  0 
ist,  folgen  diese  Linien  in  der  Reihenfolge: 
+  1,  +  i,  —  1,  —  i  aufeinander,  bei  positiver 
Umkreisung  eines  Punktes,  in  dem  z  =  oo  ist, 
in  der  entgegengesetzten. 

Wird  das  Argument  der  Theta funktionen 
durch  die  Gleichung: 

a\  u 

6)  V  =  Y^ 


ziK'   ti+2iK' z\K+ziK' 


I  I 
I  I 


1-' 

I 


wldK'  KbiK  2%+iK. 


z= 


TV: 

zJ 


2fC 


eingefuhrt,  so  wird  es  fur  reelle  Werte  von  u 
ebenfalls  reell.  Die  Eeihenentwicklungen 
§  42  (9)  und  §  44,  (1)  bis  (3)  enthalten  dann  fur 
reelle  u  trigonometrische  Funktionen  reeller 
Winkel,  fur  rein  imaginare  u  =  ux  i  konnen  an  ihrer  Stelle  Ex- 
ponentialfunktionen  von  uY  gesetzt  werden,  sodaB  man  erhalt: 


z=dn  rv 
Fig.  38. 


^o(u?'|r)'=  l-h   {e2vi  +  e~2vi)  +  h*  {e±vi  +  «-^)-  +  .. 


^  (vi\  T)  =  i  {  til±(evi   —  e~vi)    —  h°U(eSvi 


)  +  -...; 


&2(vi\r)=       Uh(evi   +e~vi)    -f  h^(edvi  -J-  e~Svi)  + 

)  +  A4  (e±vi  -f  e~±vi)  + 


&3{vi\r)  =  1+h   {e2vi  + 


2vi 


Wenn  aber  die  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrage  nach 
groBer  ist,  als  die  rein  imaginare,  so  ist  es  vorteilhafter,  Reihen  zu 
benutzen,  die  nach  Potenzen  von: 


8)  h1=  e 

fortschreiten.    Dann  muB  man  auch  anstatt  v  die  GroBe 


einfiihren,   die   fiir   reelle  Werte  von  u  rein  imaginar,   fur  rein 

imaginare  Werte  von  u  reell  ist.    In  diesem  Falle  enthalten  also 

die  Entwicklungen  fiir  reelle  u  Exponentialfunktionen,  fiir  rein 
imaginare  u  trigonometrische  Funktionen  reellen  Arguments. 
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§  88.  Das  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus. 

Wir  haben  noch  den  zweiten  Fall  zu  betrachten,  daB  zwar 
sowohl  reelle,  als  auch  rein  imaginare  Perioden  vorhanden  sind,  daB 
aber  die  kleinste  reelle  und  die  kleinste  rein  imaginare  Periode  zu- 

sammen  kein  primitives  Periodenpaar  bilden. 
Wir  bezeichnen  die  erstere  mit  —  2  wv  die 
.Zw„  letztere  mit  —  2<.  Im  Innern  des  durch 
sie  bestimmten  Parallelogramms  muB  min- 
destens  noch  ein  Periodenpunkt  liegen;  sei 
a  +  @i  ein  solcher  Punkt.  Dann  ist  auch 
Fig.  39.  a  —  @i  eine  Periode,  also  sind  auch  2  a 

und  2  p  Perioden  und  folglich  ist  a  =  —  co2 ,  ft  —  —  co2.  Es  giebt 
also  nur  einen  solchen  Punkt;  und  das  Periodenpaar: 

1)  —  6Q2  +  w2'  =  %  wi>     —  «2  —  0)2  ~  ^  °h 
ist  ein  primitives.    Umgekehrt  ist  dann: 

2)  oj2  =  -  oj1-  co3,     a)2'  =  aY  -  fi?3. 

I.  In  diesem  Falle  ist  also  ein  primitives  Periodenparallelogramm 
ein  Rhombus. 

Hat  u  reelle  Werte,  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die  Glieder 
der  Reihe  §  17  (4)  teils  reell,  teils  paarweise  konjugiert  complex, 
pu  erhalt  also  reelle  Werte,  ebenso  p'u.  Fiir  sehr  kleine  reelle  u 
ist  pu  positiv,  p'u  hat  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  u. 
Wachst  u  stetig  von  0  bis  —  co2,  so  bleibt  p'u  negativ,  pu  nimmt 
also  stetig  ab  von  +  oo  bis  e2,  e2  ist  also  in  diesem  Falle  reell. 
Wachst  dann  u  wieder  bis  —  2  a2 ,  so  nimmt  p  u  wieder  zu  von 
e2  bis  oo. 

Auch  wenn  u  rein  imaginare  Werte  hat,  sind  die  Glieder  der 
erwahnten  Eeihe  paarweise  konjugiert  complex,  pu  erhalt  also  auch 
dann  reelle  Werte,  und  zwar  nimmt  es,  wenn  u  stetig  von  0  iiber 
—  co2  bis  2  co2  wachst,  zuerst  stetig  zu  von  —  oo  bis  p(—  co2)  =  e2 
und  von  da  wieder  ab  bis  —  oo.  Es  ist  namlich  —  co2  =  —  co2  —  2  G)1 
zu  —  co2  Equivalent,  also  p  (—  co2)  =  p  (—  co2).  Dieselben  Werte 
durchlauft  u  auch,  wenn  u  auf  geradem  Wege  von  2  (ox  nach 
2  (o3  =  2      —  2  co2  geht. 

Damit  sind  nun  aber  schon  zu  jedem  reellen  Werte  z  zwei 
Punkte  u  des  fundamentalen  Periodenparallelogramms  gefunden,  in 
denen  pu  =  z  wird.  Also  muB  in  alien  anderen  Punkten  desselben 
pu  imaginar,  bezw.  complex  sein,  speziell  auch  in  ojx  und  w3.  Die 
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beiden  Werte  p  oj1  =  e1 ,  p  a>3  =  e3  sind  also  in  diesem  Falle  kon- 
jugiert  complex,  und  wir  haben  nur  noch  zu  untersuchen,  welchem 
von  ihnen  ein  positiver  und  welchem  ein  negativer  imaginarer  Be- 
standteil  zukommt.  Zu  diesem  Zwecke  beach  ten  wir:  Wenn  u  den 
Umfang  des  Eechtecks  (0,  —  co2,  2  gj3,  —  m2)  im  positiven  Sinne 
durchlauft,  durchlauft  z  zweimal  nacheinander  die  Axe  der  reellen 
Zahlen  von  +  oo  liber  e2  nach  —  oo.  Dabei  bleibt  die  negative 
Halbebene  zur  Linken.  pu  nimmt  also  in  den  der  Begrenzung  be- 
nachbarten  Teilen  des  genannten  Eechtecks  Werte  mit  negativer 
zweiter  Koordinate  an;  und  da  diese  zweite  Koordinate  im  Innern 
desselben  nirgends  Null  wird,  so  kann  sie  auch  ihr  Vorzeichen 
nicht  wechseln  und  muB  folglich  im  ganzen  Innern  negativ  sein. 
Also  folgt: 

II.  In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  von  den  beiden  konjugiert 
complexen  Wurzeln  der  Gleichung: 

eY  =  pco-y  diejenige,  der  en  imaginarer  Bestandteil  positiv,  es  =  pco3  die- 
jenige,  deren  imaginarer  Bestandteil  negativ  ist. 

Das  Bild  des  genannten  Eechtecks  iiberdeckt  die  negative  Halb- 
ebene der  z-Ebene  doppelt;  der  Punkt  z  =  e3  ist  ein  Verzweigungs- 
punkt  dieses  Bildes. 

Das  Verhaltnis  dieses  Falles  genauer  ins  einzelne  zu  verfolgen, 
haben  wir  nicht  notig,  da  wir  ihn  spater  durch  eine  quadratische 
Transformation  auf  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  aus- 
fuhrlich  diskutierten  zuriickfiihren  werden. 


§  89.   Der  harmonische  Fall  (lemniskatische  Funktionen). 

Ein  gewisses  spezielles  Interesse  bietet  der  Unterfall  des  in  den 
Paragraphen  (86)  und  (87)  behandelten  Falles  dar,  daB  die  kleinste 
reelle  und  die  kleinste  rein  imaginare  Periode  denselben  absoluten 
Betrag  haben,  daB  also  das  Periodenparallelogramm  ein  Quadrat, 

1)  ws=cQ1i,    r  =  i,    h  =  e~n  =  0,04321  ..  . 

ist.  Es  werden  dann  in  der  Eeihe  §  18  (5)  je  zwei  Glieder  einander 
entgegengesetzt  gleich  und  folglich: 

2)  93  =  0. 

Der  Homogenitat  der  Formeln  wegen  diirfen  wir  unbeschadet  der 
Allgemeinheit 

3)  9,  =  4 
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annehmen;  dann  wird: 

4)  "ex  =  1,     e2  =  0,     e3  =  -  1 
und: 

5)  /<2  =  k'\= 

Die  vier  Verzweigungspunkte  (oo,  1,  0,  —  1)  liegen  in  diesem  Falle 
harmonisch  (I,  §  15,  IX). 

Die  Werte  der  Perioden  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch 
EuLERSche  Integrale  ausdriicken;  man  finclet  namlich: 

l 


o 

oder,  indem  man  y  =  x2  substituiert : 

i 

0 

Es  ist  aber: 
also : 


71 

sin  — 
4 


6)  -i  =  il/^r(i)2- 

Die  Werte  der  Funktionen  fur  rein  imaginare  Argumente 
driicken  sich  in  diesem  Falle  folgendermaBen  durch  ihre  Werte  fur 
reelle  Argumente  aus: 


p  [iu)  =  —  pu,  p  (iu)  =  ip  (?/),  a  (iu)  =  i a  (iu), 
ax(iu)  Gl  [u  |^",  =  ^  (n  |  -  ©3,  r^)  -  <78m, 
<r2(iu)  =  cr2  (w),     (73  (zw)  =  ffj 


Man  nennt  die  diesem  Falle  zugehorenden  elliptischen  Funk- 
tionen auch  wohl  lemniskatische  Funktionen,  da  das  Problem  der 
Rektifikation  der  Lemniskate  auf  solche  Funktionen  fuhrt. 


§  90.   Der  aquianharmonische  Fall. 


Neben  diesem  Falle  stellt  sich  als  ein  zweiter  ausgezeichneter 
Fall  der,   daB  das  Periodenverlialtnis   gleich  einer  dritten  (oder 
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sechsten)  Einheitswurzel,  das  Periodenparallelogramm  also  ein 
Rhombus  mit  Winkeln  von  60  und  120  Grad  ist.  Sei: 

1)  »3  -         6  =  -  ¥.+ yl/3, 

also  da  1  +  e  +  s2  =  0  ist,  w2  =  s2  o)v 

Es  geben  dann  in  der  Reihe  fiir  g2  je  drei  Glieder  zusammen 
Null  und  folglich  ist  hier: 

2)  ^=.0. 

Setzen  wir  g3  =  4,  so  erhalten  wir  (vgl.  §  88,  II): 

3)  et  =  e,    e2  =  1,    es  =?=  «2,  also  /I  =  —  «. 
Die  Homogenitatsrelationen  geben  bier: 

(cm)  =  spw, 

4)  •  /?'  (g  u)  =  pu, 

(?(eu)  =  6(7  U. 

Aus  der  zweiten  dieser  Formeln  und  aus  §  22  ergiebt  sicb,  daB  in 
diesem  Falle: 

5)  pu-pv=-2  — y-   V   — L 


ist. 

Auch  in  diesem  Falle  kann  man  die  Werte  des  Arguments  an- 
geben,  fiir  die  pu  =  0  wird.  Ist  namlich  pux  —  0,  so  ist  nach  (4) 
auch  p  (e  ux)  =  0  Und  p  (e2  ux)  =  0.  Da  die  Funktion  p  u  jeden  Wert 
nur  in  zwei  Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt  (§  15), 
so  konnen  die  drei  Punkte  uv  euv  s2^  nicht  alle  inkongruent  sein. 

Sind  irgend  zwei  von  ihnen  kongruent,  so  ist  auch 
der  dritte  zu  beiden  kongruent,  da  das  Produkt 
jeder  Periode  mit  £  wieder  eine  Periode  liefert.  Aus 

6  ttj  =      +  2  kY  a^'-f-  2  k3  e  col 
ergiebt  sich  entweder  ul  =  0  oder 
6)  «1=±^(1-6).2<»1. 
Da  uY  =  0  keine  Nullpunkte ,  sondern  Pole  fiir  p  u 
liefert,  so  folgt: 

Die  Nullpunkte  der  Funktion  p  u  liegen  in  diesem  Falle  in  den 
Schwerpunkten  ux  und  u2  der  beiden  gleichseitigen  Dreiecke,  in  die  das 
Periodenparallelogramm  zerlegt  werden  kann. 
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Bemerkenswerte ,  fur  diesen  Fall  giiltige  Formeln  sind  noch: 

und: 

8)  pu  =  —  — - — - —  • 

Die  Bichtigkeit  der  letzteren  kann  man  folgendermaBen  be- 
weisen :  Da  i  ]/3  =  s  —  s2  ist,  ist  das  Produkt  von  i  ]/3  in  irgend 
eine  Periode  2  hY  -f-  2  h3  &>3  wieder  eine  Periode,  namlich  gleich 
(2hY  —  4^)^  +(4/^  —  2h3)w3.  Die  rechte  Seite  von  (8)  ist  also 
eine  elliptische  Funktion  III.  Art;  sie  hat  u  =  0  zum  zweifachen 
Pol  und  die  Punkte  uY  und  u2  zu  einfachen  Nullpunkten  (da 
iMj  ]/3  =  —  2  cov  iu2]/S  =  2©3  ist).  Also  kann  sie  sich  von  pu 
nach  §  39,  II  nur  durch  einen  Exponentialfaktor  unterscheiden. 
Vergleichung  der  Keihenentwicklungen  zeigt,  daB  dieser  Exponential- 
faktor sich  auf  die  in  (8)  angegebene  numerische  Konstante  reduziert. 


§  91.   Behandlung  der  Realitatsverhaltnisse 
von  der  RiEMANN'schen  Flache  aus. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  erortern,  wie  weit  die  Unter- 
suchungen  der  letzten  Paragraphen  sich  umkehren  lassen,  ob  man 
bei  reellen  Werten  der  Invarianten  immer  auf  einen  der  in  diesem 
Abschnitt  untersuchten  Falle  gefuhrt  wird;  eine  Frage,  deren  Be- 
antwortung  die  Erorterungen  des  VI.  Abschnitts  in  einem  wesent- 
lichen  Punkte  erganzt. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  vierten  Grades  bekannt 
sein  wird,  hangt  die  Kealitat  der  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung 
(also  in  unserm  Falle  der  Verzweigungspunkte  der  EiEMANNschen 
Flache,  wesentlich  ab  von  dem  Vorzeichen  der  Diskriminante  G 
(§  32,  1 0) :  ist  sie  positiv,  so  sind  die  Verzweigungspunkte  alle  vier  reell, 
oder  sie  sind  paarweise  konjugiert  complex;  ist  sie  negativ,  so  sind 
zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern  konjugiert  complex. 

I.  Der  Fall  reeller  Verzweigungspunkte  ist  bereits  durch  die 
Untersuchungen  von  §  8  und  9  erledigt:  wir  haben  dort  gesehen, 
daB  und  wie  man  bei  geeigneter  Wahl  des  Querschnittsystems  ein 
primitives  Periodenpaar  bestimmen  kann,  dessen  eine  Periode  reell 
ist,  die  andere  rein  imaginar.  Zwar  ist  dort  a0  als  positiv  voraus- 
gesetzt,  aber  das  ist  keine  wirkliche  Einschrankung:  fur  negative 
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Werte  von  a0  hat  man  nur  die  beiden  Perioden  mit  Vorzeichen- 
wechsel  der  einen  zu  vertauschen. 

II.  Der  Fall,  daB  alle  vier  Verzvmgungspunkte  paarweise  kon- 
jugiert  complex  sind,  laBt  sich  auf  den  vorigen  durch  eine  lineare 
Transformation  der  Integrationsvariabeln  (§  62)  zuriickfiihren.  Denn 
durch  vier  Punkte  der  z-Ebene,  die  paarweise  konjugiert  complex 
sind,  laBt  sich  stets  ein  Kreis  legen ;  man  hat  nur  notig,  eine  solche 
lineare  Transformation  anzuwenden,  daB  dieser  Kreis  in  die  Axe 
der  reellen  Zahlen  einer  J-Ebene  ubergefiihrt  wird.  U.  a.  ist  das 
der  Fall  bei  den  in  §§  63  und  64  besprochenen  Transformationen 
auf  die  erste  und  zweite  Normalform;  sowie  auch  bei  der  auf  die 
dritte  Normalform,  sobald  man  die  Bezeichnung  so  wahlt,  daB  zwei 
konjugierte  Yerzweigungspunkte  nach  +  1  verlegt  werden.  Die  Axe 
der  reellen  Zahlen  der  z-Ebene  geht  dabei  fiber  in  einen  Kreis  der 
£-Ebene,  fur  den  die  Verzweigungspunkte  paarweise  Spiegelbilder 
voneinander  sind  (I,  §  11,  II;  vgl.  I,  §  73,  IV). 

Umgekehrt  schlieBt  man  daraus:  sind  vier  Verzweigungspunkte 
gegeben,  die  auf  einem  Kreise  liegen,  und  wird  verlangt,  eine  solche 
lineare  Transformation  der  Integrationsvariabeln  vorzunehmen,  daB 
zu  reellen  Werten  der  neuen  Variabeln  £  auch  reelle  Werte  der 
Funktion  /^(f),  bezw.  /3  (£)  gehoren,  so  kann  das  einmal  dadurch 
geschehen,  daB  man  den  genannten  Kreis  selbst  in  die  Axe  der 
reellen  £  transformiert ;  dann  aber  auch  dadurch,  daB  man  diese 
Axe  einem  der  beiden  Kreise  entsprechen  laBt,  fur  die  die  Ver- 
zweigungspunkte paarweise  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Bei  der 
in  §  8  besprochenen  konformen  Abbildung  der  Halbebene  auf  ein 
Eechteck  entsprechen  diesen  beiden  Kreisen  die  zu  den  Seiten 
parallelen  Halbierungslinien  des  Rechtecks. 

Hat  das  Integral  eine  der  drei  Normalformen,  so  sind  diese 
beiden  Kreise: 

fur  die  I.  Normalform  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und  Radius 
I-1!*  und  der  vom  Mp.  A"1  und  R.  X-1!*^-1—  1)V« ; 

fur  die  II.  Normalform  der  Kreis  vom  Mp.  e1  und  R.]/(^  —  e2)  (ex  —  e3) 
und  der  vom  Mp.  e3  und  R.  e3)(e2  —  ez)\ 

fiir  die  III.  Normalform  die  Axe  der  rein  imaginaren  Zahlen 
und  der  Kreis  vom  Mp.  0  und  R.  fi"1. 

III.  Sind  zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern  kon- 
jugiert complex,  so  bezeichne  man  einen  der  reellen  Punkte  mit  av 
die  beiden  konjugiert  complexen  mit  ce0  und  cc2,  und  lege  dann  die 
Rlickkehrschnitte  so,  wie  zu  Fig.  27,  p.  150  angegeben.    Zieht  man 
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sie  dann  bis  zu  den  geraden  Verbindungslinien  der  betreffendeu 
Verzweigungspunkte  zusammen  und  achtet  auf  die  richtige  Be- 
stimmung  der  Vorzeichen,  mit  denen  die  Quadratwurzeln  zu  nehmen 
sind,  so  sieht  man,  da6  die  beiden  Perioden  konjugiert  complex 
ausfallen;  w.  z.  b.  w. 

Vier  beliebig  vorgegebene  Punkte  konnen  durch  eine  lineare 
Transformation  in  zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe  iiber- 
gefiihrt  werden,  wenn  es  einen  Kreis  durch  zwei  von  ihnen  giebt, 
fur  den  die  beiden  andern  Spiegelbilder  voneinander  sind.  Es  giebt 
dann  stets  auch  einen  Kreis  durch  die  beiden  letzteren,  fur  den  die 
beiden  ersteren  Spiegelbilder  voneinander  sind;  wenn  also  eine 
solche  Transformation  iiberhaupt  moglich  ist,  ist  sie  stets  auf  zwei 
verschiedene  Arten  moglich.  Fur  die  zweite  Normalform  (die  erste 
ist  hier  weniger  zweckmaBig)  sind  diese  beiden  Kreise  die  Axe  der 
reellen  Zahlen  und  der  Kreis  vom  Mp.  e2,  der  durch  ex  und  e3  geht; 
fiir  die  dritte  die  Axe  der  reellen  und  die  der  rein  imaginaren  Zahlen. 


ELFTER  ABSCHNITT. 

Modulfunktionen. 

§  92.  Das  Periodenverhaltnis  als  Funktion  des  Doppelverhaltnisses 
der  Verzweigungspunkte. 

In  den  Untersuchungen  der  vorhergehenden  Abschnitte  haben 
wir  bald  die  Perioden,  bald  die  Verzweigungspunkte  der  Eiemann- 
schen  Flache  als  gegeben  angenommen.  Die  Frage,  wie  diese 
zweierlei  Arten  von  GroBen  miteinander  zusammenhangen,  haben 
wir  bisher  nur  ganz  gelegentlich  gestreift;  wir  miissen  sie  jetzt 
systematisch  in  Angriff  nehmen. 

Zu  diesem  Zwecke  beginnen  wir  mit  folgender  Uberlegung: 
Sind  die  Verzweigungspunkte  gegeben,  so  sind  dadurch  nach  den 
Ergebnissen  von  §  78  auch  die  Perioden  bis  auf  ganzzahlige  lineare 
Substitutionen  festgelegt.  Sind  aber  umgekehrt  die  Perioden  ge- 
geben, so  konnen  dadurch  die  Verzweigungspunkte  keinesfalls  vollig 
bestimmt  sein.    Denn  wir  haben  in  §  62  gesehen,  daB  wir  jedes 
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elliptische  Integral  I.  Gattung  durch  lineare  Transformation  der 
Integrationsvariabeln  in  ein  anderes  Integral  derselben  Form  iiber- 
fiihren  konnen.  Dieser  Transformation  konnen  wir  auch  die  Riick- 
kehrschnitte  unterwerfen,  durch  die  die  Perioden  definiert  sind  (vgl. 
§   6,   VIII);    bezeichnen   wir   dann   die   Perioden   des  Integrals 

— ,  bezw.  mit  2  03/,  2  cj3\  so  konnen  wir  aus  Gleichung  (5)  von 


*(9 

§  62  schlieBen: 

1)  m1  =  [a  S  —  @  y)  ft?/,    w3=(aS  —  Py)G>3', 

also : 

2) 

Man  pflegt  nun  die  Definitionen  II  und  III  von  §  62  durch  den 
Zusatz  zu  erganzen: 

I.  Eine  Kovariante,  die  die  Variable  nicht  enthalt,  sondern  nur  die 
Koeffizienten,  heifit  eine  Invariante. 

Dann  kann  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  so  aussprechen: 

II.  Die  Perioden  sind  (transscendente)  Invarianten  der  Grundform  f 
vom  Gewichte  —  1;  das  Periodenverhaltnis  ist  eine  absolute  Invariante. 

Schon  daraus  kann  geschlossen  werden,  daB  durch  die  Perioden, 
bezw.  das  Periodenverhaltnis  nur  solche  Funktionen  der  Koeffizienten 
von  f  bestimmt  sein  konnen,  die  selbst  Invarianten,  bezw.  absolute 
Invarianten  von  f  sind. 

Wir .  erhalten  eine  noch  bestimmtere  Formulierung  dieses  Satzes, 
wenn  wir  wie  am  Schlusse  von  §  62  statt  der  Koeffizienten  die  Ver- 
zweigungspunkte  einfuhren.  Dabei  miissen  wir  nur  beachten,  daB 
bei  der  linearen  Transformation  auch  a0  einen  neuen  Wert  bekommt 
(vgl.  §  62,  7),  und  also  im  allgemeinen  von  Funktionen  der  Ver- 
zweigungspunkte  und  des  a0  reden.  Beschranken  wir  uns  aber  auf 
absolute  Invarianten,  so  brauchen  wir  auf  a0  nicht  zu  achten.  Denn 
eine  solche  bleibt  auch  invariant  bei  der  Substitution: 

a  'c 
z  =  — , 

a 

fur  die: 

wird;  sie  hangt  also  jedenfalls  nur  von  den  Verhaltnissen  der  Koef- 
fizienten von  f  ab,  bezw.  nur  von  den  Verzweigungspunkten,  nicht 
auch  noch  von  a0.  Wir  kennen  aber  bereits  aus  I,  §  15  alle  In- 
varianten von  vier  Punkten  gegeniiber  linearer  Transformation:  sie 
sind  alle  Funktionen  ihres  Doppelverhaltnisses.  Damit  haben  wir 
den  Satz  gewonnen: 
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III.  Das  Verhdltnis  der  Perioden  eines  elliptischen  Integrals 
I.  Gattung  hangt  nur  ab  von  dem  Doppelverhaltnis  seiner  Verzwei- 
gungspunkte  — 

und  also  auch  umgekehrt: 

IV.  Das  Doppelverhaltnis  der  V erzweigungspunkte  eines  elliptischen 
Integrals  I.  Gattung  ist  eine  Funktion  des  Verhdltnisses  seiner  Perioden. 


§  93.   Die  durch  einen  Zweig  dieser  Funktion  vermittelte 
konforme  Abbildung. 

Um  die  in  den  beiden  letzten  Satzen  definierten  Funktionen 
naher  zu  untersuchen,  bringen  wir  zunachst  das  Integral  durch  eine 
lineare  Substitution  der  Integrationsvariabeln  auf  die  erste  Normal- 
form  (§  64): 

dx 


x)  (1  -  l  x) 


Die  Perioden  konnen  dann  (vgl.  §  6,  VIII)  dargestellt  werden  durcb 
die  Integrale: 

/dx 
—  . 
]/x(l  —  x){\  —  Ix) 


2  09, 


dx 

2  co. 


-I 


]/x(l  -  x)  (1  -  I  x) 

Fiir  jeden  von  0,  I,  oo  verscbiedenen  Wert  yon  X  haben  diese 
Integrale  endlicbe  bestimmte  Werte,  die  natiirlicb  von  X  abhangen; 
und  man  kann  folgendermaBen  zeigen,  da6  sie  analytiscbe  Funk- 
tionen von  X  sind,  die  in  der  Umgebung  jedes  von  0,  1,  oo  ver- 
schiedenen  Wertes  X0  sicb  regular  verbalten.  Da  die  Kuckkehr- 
schnitte  nicbt  durch  den  Punkt  1  :  X0  gehen  diirfen,  konnen  wir 
annehmen,  alle  ihre  Punkte  seien  von  1  :  X0  um  mehr  als  eine 
angebbare  GroBe  s  entfernt.  Dann  ist  fur  alle  diese  Punkte  die 
Entwicklung  von: 


nach  Potenzen  von  X  —  X0  unbedingt  und  gleichmaBig  konvergent, 
solange  |  X  —  X0  \  <  X0  e  M~ 1  ist,  wenn  mit  M  das  Maximum  von  z 
langs  des  Schnittes  bezeichnet  wird  (der  in  keinem  Falle  durch 
z  =  oo  hindurchzugehen  braucht).    Also  darf  man  gliedweise  inte- 

Burkhaedt,  Funktionen.    II.  15 
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grieren  und  erhalt  so  2  co1  und  2  oj3  als  in  der  Umgebung  von  X0 
reguldre  Funktionen  von  X  dargestellt. 

Weiter  geht  aus  der  Ungleichung  (3)  von  §  53  hervor,  da8 
2  co1  nicht  Null  werden  kann,  solange  X  von  0,  1,  oo  verschieden  ist. 
Also  kann  aus  dem  vorigen  Satze  geschlossen  werden: 

I.  Jeder  Zweig  des  Periodenverhalltnisses  ist  in  der  Umgebung  jedes 
von  0,  1,  oo  verschiedenen  Wertes  eine  regular e  Funktion  des  Doppel- 
verhdltnisses  der  Verzweigungspunkte. 

Daraus  folgt,  da6  jeder  einfach  zusammenhangende  Teil  der 
Ebene  X,  der  keinen  der  drei  Punkte  0,  1,  oo  in  seinem  Innern 
enthalt  —  z.  B.  die  positive  Halbebene  —  durch  jeden  Zweig  der 
Funktion  r(X)  auf  einen  Bereich  der  T-Ebene  abgebildet  wird,  der 
in  seinem  Innern  keinen  Verzweigungspunkt  enthalt.  Daraus  allein 
folgt  freilich  noch  nicht  (ebensowenig  wie  in  §  8),  daB  ein  solcher 
Bereich  sich  nicht  teilweise  selbst  iiberdecken  kann.  Wollen  wir 
zeigen,  daB  das  nicht  der  Fall  ist,  so  miissen  wir  die  Kontur  eines 
solchen  Bereiches  bestimmen,  d.  h.  wir  miissen  untersuchen,  welche 

Werte  von  t  reellen  Werten  von  X 
— ^ff  ^  entsprechen.   Wir  konnen  das  durch 

 i    folgende  Uberlegungen  ausfiihren: 

41  Fassen  wir  zunachst  reelle  Werte 

von  X  ins  Auge,  die  zwischen  0  und  1 
liegen.  Dann  liegen  die  vier  Verzweigungspunkte  so,  wie  in  Fig.  41 
angegeben;  wir  konnen  die  Ruckkehrschnitte  wie  in  Fig.  28  legen 
und  sie  dann  bis  dicht  an  die  Ubergangslinien  heran  zusammen- 
ziehen.  Wir  erhalten  so  zwei  Perioden  ausgedriickt  durch  bestimmte 
Integrale  zwischen  den  Verzweigungspunkten : 1 


V  2w>  =  2Jv, 


d  x 


2>  2^=.2/vi 


y  %  (i  -  x)  (i  - 1  x\ 

0 

0 


yx{\  -  x)  (i  -  ix) 


Dabei  konnen  wir  in  dem  ersten  dieser  Integrale,  da  der  Ausdruck 
unter  der  Quadratwurzel  reell  und  positiv  ist,  der  Quadratwurzel 


1  Indem  wir  jeden  Schnitt  gerade  bis  zu  diesen  zwei  Verzweigungspunkten 
zusammenziehen  und  nicht,  was  an  und  fur  sich  ebenso  gut  moglich  ware 
(vgl.  §  56)  zu  den  beiden  andern,  erreichen  wir  den  Vorteil,  daB  die  Grenzen 
von  I  unabhangig  werden. 
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willkiirlich  ihren  positiven  Wert  beilegen;  dann  ist  aber  in  dem 
zweiten  Integral  der  Wert  der  Quadratwurzel  nicht  mehr  willkiirlich, 
sondern  wir  miissen,  wenn  wir  mit  friiheren  Festsetzungen  (§  6,  VI 
und  §  53,  II)  in  Ubereinstimmung  bleiben  wollen,  die  Quadratwurzel 
hier  negativ  imaginar  nehmen ,  sodaB  2  co3  positiv  imaginar  wird. 
Wir  konnen  schreiben: 

0  oo 

i  J  |  ]/-  x(l  -  x){\  -  lx)\        J  |  V  *  (1  +  *)  (1  +  I  x)  \  ' 

-co  0 

Diese  Darstellungen  lassen  nun  erkennen,  wie  sicb  die  Perioden 
als  Funktionen  von  X  im  Intervall  (0  .  .  .  1)  verhalten.  Lassen  wir 
nanilich  X  von  0  bis  1  stetig  wachsen,  so  wachst  auch  jedes  einzelne 
Element  des  Integrals  (1).  Da  alle  Elemente  des  Integrals  dasselbe 
Zeichen  haben,  so  folgt:  der  durch  das  Integral  (1)  dargestellte 
Zweig  der  Funktion  2  co1  von  X  wachst,  wenn  X  stetig  von  0  bis  1 
wachst,  von: 

i 

4)  2  f   =  2% 

J  y%  (l  -  *) 
o 

bis  ins  Unendliche. 

Dagegen  nimmt  jedes  Element  des  zweiten  Integrals  mit  wach- 
sendem  X  ab.  Also  folgt:  wenn  X  stetig  von  0  bis  1  wachst,  nimmt 
2fi?3/z  stetig  ab  von  oo  bis: 


5)  2/ 


-2  9V. 


y*(i  +  x) 


Aus  den  beiden  abgeleiteten  Satzen  folgt: 

I.  Wenn  X  stetig  wachsend  die  reellen  Werte  von  0  bis  1  durch- 
lauft,  durchlauft  ein  bestimmter  Zweig  der   Funktion  r(X)  ebenfalls 
stetig  und  ohne   umzukehren   die  positiv 
imaginar  en  Werte  von  ice  bis  0.  ^^-^ 

Wenn  nun  X  an  den  Punkt  1  heran-         ^0^^^  °° 

kommt,  lassen  wir  es  in  einem  Halbkreis 

.  Fig.  42. 

so  um  diesen  Punkt  herum  ausbiegen, 

daB  er  zur  Eechten  bleibt.    Dabei  biegt  1/X  in  die  negative  Halb- 
ebene  aus;  lassen  wir  es  wie  in  §  78  das  Schnittsystem  vor  sich 
herschieben,  so  erhalten  wir  Fig.  42. 
Es  wird  also: 

6)  a>1  =  a  -  /?,    w3  =  /?, 

15* 
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wenn  mit  a,  @  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 


dz 


%)  (1  -  I  %) 


/d% 
y  %  (i  -  %)  a  -  x 


J.  v 

/d%  r 
y  %  (i  -  %)  (i  - 1  %)  J 


d  % 


y  %  (i  -  %)  (i  - 1  %) 


Die  Quadratwurzel  ist  in  a  reell,  in  /5  imaginar;  nehmen  wir 
sie  in  a  positiv  reell,  so  miissen  wir  sie  in  /9  negativ  imaginar 
nehmen,  sodaB  a  positiv  reell,  /9  positiv  imaginar  wird.  Durch  An- 
wendung  der  Transformation: 


8) 

finden  wir: 


l       3  l 


9)    a  =  ]/X1  f  r 


d'C 


0  (i  -  K  '0 


d'Q 


1/^(1-0(1-^5)  ' 


sodaB  und  durch  die  oben  schon  benutzten  Integrale 

ausgedriickt  sind.    Wenn  I  von  1  nach  oc  geht,  geht  \  von  1 
nach  0;  zufolge  Satz  (1)  durchlauft  dann  §jcc  stetig  und  ohne  urn- 
zukehren  rein  imaginare  Werte  von  0  iiber  i  nach  oo,  also  folgt: 
II.  Wenn  I  stetig  wachsend  reelle  Werte  von  1  bis  oo  durchlauft, 

durchlauft  r  =  a^  ^   onne  umzukehren  einen  Halbkreis   von  0  iiber 

— %- — :  =  — nach  —  1. 
I  -  i  2 

Andererseits  konnen  wir  auch  1,  wenn  es  auf  seinem  Wege 
(Satz  I)  von  1  in  0  angekommen  ist,  nach  rechts  ausbiegend  einen 
kleinen  Halbkreis  um  0  herum  beschreiben  und 
dann  die  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zahlen  be- 
schreiben lassen.  Dabei  biegt  Ijl  um  oo  herum  in 
die  negative  Halbebene  aus ;  ein  Bild  der  Kugel  mit 
ihren  Ruckkehrschnitten,  von  +  i  aus  stereographisch 
projiziert,  sieht  dann  folgendermaBen  aus  (wenn  wir 
in  der  Ausgangsfigur  Ubergangslinien  von  0  nach  1 
und  von  1  \X  nach  oo  legen). 
Es  wird  also  in  diesem  Falle: 


Fig.  43. 


10) 


Oh 


r,    co3  =  -  y  +  S, 


wenn  mit  y  und  S  die  beiden  Integrale  bezeichnet  werden: 


§  93.  Die  durch  einen  Zweig  von  r  (X)  vermittelte  konforme  Abbildung.  229 

d%  c  d% 


ii) 


y*(i  -  *)(i  -  u)    J      -  *>(i  -  *  *) 

0  —  qo 


/dx   r  d% 

V  %  (1  -  %)  (1  -  I  x)  ~~  J  Vz(l  - 


y %{i  -     - 1 x)    j  y%(i-  z){i  - 1%) 
ill 


und  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  so  bestimmt  werden,  da6  / 
positiv  reell,  S  positiv  imaginar  wird.    Die  Substitution: 

12)  l  =  j^tj,    K  =  ~ 

fiibrt  diese  Integrale  liber  in: 

i 

I        f  d'Q 


13) 


r  =  -=  f  a-A  

0 

1 


-  K  f  VI 


dt 


yi-x.j  yea  -     -  ho 


Wenn  X  von  0  bis  —  oo  abnimmt,  nimmt  Xx  von  0  bis  1  zu; 
also  geht  nach  (I)  S/y  stetig  ohne  umzukebren  auf  gerader  Linie 
von  oo  iiber  i  nach  0;  und  daraus  folgt  vermoge  (10): 

III.  Wenn  X  von  0  bis  —  oo  geht,  durchlauft  r  Werte,  der  en 
reeller  Teil  =  —  1  ist,  von  00  uber  —  1  +  i  bis  —  1  stetig  ohne 
umzukehren. 

Wir  konnen  die  drei  Satze  I  bis  III  in  die  eine  Aussage  zu- 
sammenfassen : 

IV.  Wenn  X  die  Begrenzung  der  positiven  Halbebene  durchlauft, 
durchlauft  ein  bestimmter  Wert  der  Funktion  r  (X)  einmal  ohne  um- 
zukehren die  Begrenzung  eines  Kreisbogendreiecks  mitdenEcken  0,  —1,00. 

Wie  in  I,  §  11  ist  beim  Ausspruch  dieses  Satzes  eine  gerade 
Linie  als  spezieller  Fall  eines  Kreisbogens  behandelt. 

Aus  diesem  Satze  und  daraus,  dafi  r  als  Funktion  von  X  im 
Innern  dieser  Halbebene  nirgends  verzweigt  ist,  folgt  nun: 

V.  Durch  diesen  Zweig  der  Funktion  r  von  X  wird  die  positive 
Halbebene  auf  das  genannte  Kreisbogendreieck  umkehrbar  eindeutig  und 
konform  abgebildet. 

Also  wird  umgekehrt  durcb  die  Funktion  X  von  t  das  genannte 
Dreieck  konform  auf  die  Halbebene  abgebildet  und  es  folgt: 
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VI.  X  (t)  nimmt  jeden  complexen  Wert,  dessen  imaginarer  Bestand- 
teil  positiv  ist,  in  einem  und  nur  in  einem  Tunkte  im  Innern  dieses 
Breiecks  an. 

§  94.   Analytische  Fortsetzung  dieser  Abbildung. 

Das  so  definierte  Funktionenelement  miissen  wir  nun  mit  Hilfe 
des  Spiegelungsprinzips  (I,  §  73)  analytisch  fortsetzen.  Bezeichnen 
wir  die  zu  einer  complexen  GroBe  konjugierte  durch  Uberstreichen, 
so  driicken  sich  die  drei  Spiegelungen  an  den  drei  Seiten  des  Dreiecks 
analytisch  aus  durch  die  Gleichungen: 

1)  A :  t'  =  —  t , 

2)  B:  -  1  _T'  =  -(-  1  -r)  oder  r  =  -  t-2, 

3)  r:(r'  +  i)(r+i)  =  i  oder  r' = 

Durch  jede  dieser  drei  Spiegelungen  entsteht  aus  dem  urspriing- 
lichen,  in  der  Fig.  44  mit  (1)  bezeichneten  Dreiecke  ein  neues,  das 


B 

7 

A 

AB 

ABA 

_Z  -i    -2-1-2      Oil  2 

3  2  3  Z 

Fig.  44. 


als  ein  durch  die  Funktion  r{l)  vermitteltes  Bild  der  negativen 
Halbebene  anzusehen  ist.  (In  der  Figur  ist  jedes  dieser  Bilder  mit 
demselben  Buchstaben  bezeichnet,  wie  die  zugehorige  Spiegelung.) 
Diese  drei  Dreiecke  schlieBen  sich  an  das  erste  liickenlos  an,  greifen 
nirgends  tibereinander  und  bilden  mit  ihm  zusammen  einen  einfach 
zusammenhangenden  Bereich,  der  ganz  auf  einer  Seite  jedes  Kreises 
und  jeder  Geraden  liegt,  von  dem  bezw.  von  der  ein  Stuck  zu  seiner 
Begrenzung  gehort.  Jede  dieser  Begrenzungslinien  steht  rechtwinklig 
auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen;  diese  geht  bei  jeder  der  genannten 
Spiegelungen  in  sich  iiber. 

Irgend  eines  dieser  Bilder  zusammen  mit  dem  urspriinglichen 
Dreieck  bildet  einen  Fundamentalbereich  der  Funktion  X  von  r 
(I,  §  17,  VI), 
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Spiegeln  wir  nun  die  ganze  bereits  erhaltene  Figur  an  einer 
ihrer  Begrenzungslinien,  so  erhalten  wir  eine  neue  Figur,  die  mit 
der  ersten  keinen  Punkt  (auch  keinen  Randpunkt)  auBer  der  spie- 
gelnden  Linie  gemein  hat  und  die  folglich  mit  der  ersten  zusammen 
wieder  einen  einfach  zusammenhangenden  Bereich  iiberall  einfach 
uberdeckt,  der  ganz  auf  einer  Seite  von  jeder  seiner  Begrenzungs- 
linien  liegt.  Diesen  Bereich  spiegeln  wir  abermals  an  einer  seiner 
Seiten;  dadurch  erhalten  wir  wieder  einen  Bereich  mit  denselben 
Eigenschaften  u.  s.  w. 

Da  die  Axe  der  reellen  Zahlen  bei  jeder  dieser  Spiegelungen 
in  sich  ubergeht,  so  bleiben  alle  diese  successive  erhaltenen  Bereiche 
in  der  positiven  Halbebene.  Es  fallt  aber  auch  jeder  Punkt  der 
positiven  Halbebene  schlieBlich  in  eines  der  durch  wiederholte 
Spiegelung  entstehenden  Dreicke.  Denn  einerseits  kann  man  durch 
wiederholte  Spiegelung  an  den  zur  Axe  der  rein  imaginaren  Zahlen 
parallelen  Seiten  der  Figur  beliebig  groBe  positive  und  negative 
reelle  Teile  von  x  erreichen,  andererseits  sieht  man  folgendermaBen 
ein,  daB  man  auch  alle  Werte  von  r  mit  noch  so  kleinem  rein 
imaginaren  Bestandteil  schlieBlich  erreicht:  Das  Ausgangsdreieck 
und  die  durch  wiederholte  Spiegelung  an  seinen  geradlinigen  Seiten 
hervorgehenden  Dreiecke  enthalten  alle  Werte  von  r,  deren  rein 
imaginarer  Bestandteil  >  \  ist.  Durch  Spiegelung  an  den  Kreis- 
bogen  erhalt  man  ein  Gebiet,  dem  alle  Werte  von  r  angehoren, 
deren  rein  imaginarer  Bestandteil  >  \  ist  u.  s.  f.  Nach  rc-maliger 
Wiederholung  sind  bereits  alle  Werte  von  t  in  das  Gebiet  ein- 

bezogen,  deren  imaginarer  Bestandteil  >  - — - — -  ist;  und  n  kann 

iiber  alle  Grenzen  wachsen.    Also  folgt: 

I.  Durch  wiederholte  Spiegelung  kann  die  Funktion  /L(r)  iiber  die 
ganze  positive  Halbebene  hin  analytisch  fortgesetzt  werden. 

Dariiber  hinaus  aber  ist  die  analytische  Fortsetzung  nicht  mehr 
moglich.  Denn  je  mehr  wir  uns  der  Axe  der  reellen  Zahlen  nahern, 
desto  kl einer  werden  die  Dreiecke;  und  zwar  sinkt  jede  ihrer  Aus- 
clehnungen  unter  jede  Grenze.  Da  aber  die  Funktion  in  jedem 
Paare  benachbarter  Dreiecke  jeden  Wert  annimmt,  so  folgt,  daB  sie 
in  jeder  Nahe  jedes  Punktes  der  Axe  der  reellen  Zahlen  jeden  Wert 
noch  unendlich  oft  annimmt.  Jeder  solche  Punkt  ist  also  ein 
wesentlich  singularer  (I,  §  68)  und  es  gilt  der  Satz: 

II.  Die  Axe  der  reellen  Zahlen  ist  fur  die  Funktion  >1(t)  eine 
naturliche  Grenze. 
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1  +  2t  ' 


In  der  That  ist  man  auf  die  Existenz  von  Funktionen  mit 
natiirlicher  Grenze  durch  dieses  Beispiel  znerst  aufmerksam  geworden. 

Einen  analytischen  Ausdruck  von  l(r)  erhalt  man,  wenn  man 
die  Gleichungen  (15)  bis  (17)  von  §  56  mit  der  Definition  von  I 
(§  63,  7)  verbindet.    Man  findet  so: 

Wie  die  am  Schlusse  von  Band  I  untersuchten  Funktionen  ist 
die  Funktion  l(r)  eine  automorphe  Funktion.  Setzt  man  eine  gerade 
Anzahl  der  Spiegelnngen  (1)  bis  (3)  in  beliebiger  Eeihenfolge  nnd 
Wiederholung  zusammen,  so  erhalt  man  eine  lineare  Substitution, 
die  die  Funktion  1(t)  in  sich  transformiert.  Insbesondere  erhalt 
man  so  (vgl.  §  68,  III): 

5)  2=AB.t'  =  r  +  2, 

6)  Y  =  BF:t'  =      ~\    -2  = 

—  1  —  2t 

III.  Aus  diesen  drei  linear  en  Substitutionen  (zwischen  denen  noch 
die  Relation 

8)  2TT  =  1 

besteht)  lassen  sich  alle  linear  en  Substitutionen  zusammensetzen,  die  die 
Funktion  X  (t)  in  sich  ilberfuhren;  denn  da  A2  =  B2  =  F2  =  1  ist, 
laBt  sich  jedes  Produkt  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen 
(1)  bis  (3)  in  ein  Produkt  aus  2,  Y,  T  uberfiihren. 

Andererseits  erkennt  man,  wenn  man  yt(r)  durch  die  ea  aus- 
driickt  und  die  Gleichungen  von  §  72  beriicksichtigt: 

IV.  X  (t)  bleibt  bei  alien  denjenigen  linearen  Feriodentransf ormationen 
ungeandert,  die  modulo  2  zur  Identitat  kongruent  sind. 

Aus  diesem  Satz  und  aus  II  folgt  als  Analogon  zu  Satz  IV 
von  §  68: 

V.  Jede  modulo  2  zur  Identitat  kongruente  lineare  Periodentrans- 
formation  lafit  sich  aus  J^,  Y,  T  zusammensetzen. 

Andererseits  zeigen  die  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11), 
daB  zwei  modulo  2  zur  Identitat  kongruente  Substitutionen  sich 
stets  zu  einer  Substitution  derselben  Art  zusammensetzen;  mit 
andern  Worten: 

VI.  Die  modulo  2  zur  Identitat  kongruenten  linearen  Transfor- 
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mationen  bilden  fur  sich  eine  Gruppe,  die  in  der  Gruppe  alter  linearen 
ganzzahligen  Trans  for  mationen  als  Untergruppe  enthalten  ist. 

Nun  sind  die  drei  Transformation  en  2,  Y,  T  modulo  2  zur 
Identitat  kongruent;  also  lassen  sich  aus  ihnen  nur  solche  Trans- 
formationen  zusammensetzen,  die  modulo  2  zur  Identitat  kongruent 
sind.    Damit  ergiebt  sich  aus  III  die  folgende  Umkehrung  von  IV : 

VII.  X(r)  bleibt  nur  bei  denjenigen  linearen  Periodentrans for  mationen 
ungeandert,  die  modulo  2  zur  Identitat  kongruent  sind. 

§  95.   Rationale  Funktionen  von  I  als  Funktionen  von  r. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Paragraphen  I  als  eindeutige  auto- 
morphe  Funktion  von  r  erkannt  haben,  konnen  wir  auf  Grund 
von  I,  §  33,  VII  (vgl.  auch  I,  §  70)  schlieBen,  daB  jede  rationale 
Funktion  von  I  ebenfalls  eine  eindeutige  automorphe  Funktion  von  r 
mit  folgenden  Eigenschaften  ist: 

1.  Sie  bleibt  ungeandert  bei  jeder  modulo  2  zur  Identitat  kon- 
gruenten  Modulsubstitution. 

2.  Sie  ist  im  Innern  und  auf  dem  Rande  des  Fundamental- 
bereichs  iiberall  bis  auf  Pole  regular,  abgesehen  von  den  Ecken. 

3.  Wenn  r  sich,  ohne  den  Fundamentalbereich  zu  verlassen, 
einer  seiner  Ecken  unbegrenzt  nahert,  konvergiert  sie  entweder  gegen 
einen  Grenzwert  oder  sie  wird  bestimmt  unendlich  in  dem  1,  §  48 
definierten  Sinne. 

4.  Sie  nimmt  jeden  Wert  im  Fundamentalbereich  von  /t(r) 
ebenso  oft  an  wie  jeden  andern  (sofern  man  die  Aussage:  eine 
Funktion  nimmt  einen  bestimmten  Wert  in  einer  Ecke  des  Bereichs 
itt-mal  an,  in  geeigneter  Weise  versteht). 

Von  diesem  Satze  gilt  nun  folgende  Umkehrung: 

Jede  eindeutige  analytische  Funktion  von  r,  die  die  Eigenschaften 
(1)  bis  (3)  hat,  ist  eine  rationale  Funktion  von  r  und  hat  folglich  auch 
die  Eigenschaft  (4). 

Man  kann  solche  Funktionen,  in  Analogie  mit  der  in  §  4  a.  E. 
definierten  Bezeichnung,  kurz:  Funktionen  des  Fundamental ereichs 
von  X(t)  nennen. 

Zum  Beweis  betrachte  man  die  Abbildung  des  Fundamental- 
bereichs  auf  die  A-Ebene;  diese  erscheint  dabei  langs  zweier  der 
drei  Strecken  (oo  .  .  .  0),  (0  .  .  .  1),  (1  .  .  .  oo)  aufgeschnitten,  wahrend 
langs  der  dritten  die  positive  und  die  negative  Halbebene  zusammen- 
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hangen.  Eine  Funktion  von  t,  die  die  Eigenschaft  (2)  hat,  geht 
dabei  iiber  in  eine  Funktion  yon  I,  die  wegen  §  93,  I  in  der  ganzen 
aufgeschnittenen  Ebene,  mit  Ausnahme  der  Punkte  0,  1,  oo  bis  auf 
Pole  regular  ist.  Hat  sie  als  Funktion  von  r  auch  die  Eigenschaft 
(1),  so  hat  sie  als  Funktion  von  I  in  einander  gegenuberliegenden 
Punkten  auf  beiden  Seiten  der  Schnitte  je  denselben  Wert;  die 
Schnitte  konnen  also  getilgt  werden  und  sie  zeigt  sich  als  eindeutige 
Funktion  von  I  (vgl.  I,  §  67,  I).  Hat  sie  endlich  als  Funktion  von 
t  auch  die  Eigenschaft  (3),  so  folgt  aus  I,  §  48,  daB  sie  als  Funktion 
von  X  auch  in  jedem  der  Punkte  0,  1,  oo  entweder  regular  ist  oder 
einen  Pol  hat.  Dann  ist  sie  aber  nach  I,  §  44,  VI  eine  rationale 
Funktion  von  X\  w.  z.  b.  w. 

§  96.   Die  Invariante  J  als  Funktion  von  I. 

Unter  den  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten  rationalen 
Funktionen  von  I  sind  auch  solche,  die,  als  Funktionen  von  t  be- 
trachtet,  nicht  nur  bei  jeder  modulo  2  zur  Identitat  kongruenten, 
sondern  iiberhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution  ungeandert  bleiben. 
Uber  die  Natur  solcher  Funktionen  giebt  schon  §  78  einigermaBen 
Auskunft:  da  wir  durch  Monodromie  der  Verzweigungspunkte  jede 
Modulsubstitution  erzielen  konnen,  so  muB  umgekehrt  jede  Funktion 
der  eben  genannten  Art,  als  Funktion  der  Verzweigungspunkte  be- 
trachtet,  bei  jeder  Vertauschung  derselben  ungeandert  bleiben,  also 
eine  symmetrische  Funktion  von  ihnen  sein.  Naheres  lehrt  die  fol- 
gende  Untersuchung : 

Die  Substitutionen  8  und  T  fiihren: 

^       e2  -  g3 
e,  -  e% 

nach  §§  69  und  70  bezw.  iiber  in: 

e»  ~  62  =  und   e'~ei  =1—1] 

e,  —  e2        I  —  1  %  —  e\ 

eine  Funktion  von  t,  die  bei  8  und  T  ungeandert  bleibt,  muB  also 
als  Funktion  von  I  ungeandert  bleiben,  wenn  man  X  durch  einen 
dieser  Werte  ersetzt.  Sie  ist  also  als  Funktion  von  I  eine  auto- 
morphe  Funktion,  die  die  beiden  linearen  Transformationen  in  sich: 

1)  X  =  und   I'  =1-1 

und  folglich  nach  I,  §  18,  V  aueh  jede  aus  ihnen  durch  Zusammen- 
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setzung  entstehende  lineare  Transformation  zulaBt;  also  die  Trans- 
formationen  (vgl.  §  69): 

2)  '  =  f/2.r=     l    .     US:1'  =  J_. 

k  1  —  A  A. 

Wir  haben  aber  schon  in  I,  §§  15  und  22  gesehen,  daB  diese 
sechs  linearen  Transformationen  (die  Identitat  mitgerechnet)  eine 
Gruppe  bilden;  jede  Funktion  der  genannten  Art  muB  also  als 
Funktion  von  X  eine  Invariante  dieser  Gruppe  sein.  Aber  auch 
umgekehrt:  jede  eindeutige  Funktion  von  X,  die  sich  dieser  Gruppe 
gegeniiber  invariant  verhalt,  bleibt  als  Funktion  von  r  bei  S  und  T 
und  folglich  nach  §  68  iiberhaupt  bei  jeder  Modulsubstitution 
invariant. 

Eine  solche  Funktion  haben  wir  bereits  in  I,  §  22  kon- 
struiert,  namlich: 

o,  /  2  A3  -  3  A2  -  3  I  +  2  \2 

3)  w  =  [  W=T)  )  • 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  benutzt  man  an 

ihrer  Stelle  gewohnlich  lieber  die  Funktion: 

4)  /=l+4»-  4  (1~l  +  Xr 


27  27     P  (I  -  I)2  7 

die  nach  der  dort  angegebenen  Methode  aus 

a  +  i-yVS 

entsteht.  Beide  Funktionen  lassen  sich,  als  symmetrische  Funktionen 
der  e,  rational  durch  g2  und  g3  ausdriicken;  man  erhalt: 

k\  729  g*         T  g23 

wo: 

6)  e-'jzW-W9t*> 

die  durch  §  32,  Gleichung  (19)  definierte  Diskriminante  der  Grund- 
form  f  ist. 


§  97.   Fundamentalbereich  von  /  als  Funktion  von  r. 

Als  rationale  Funktion  sechsten  Grades  von  X  nimmt  J  im 
Fundamentalbereich  von  X  jeden  Wert  sechsmal  an.  Daran  kniipft 
sich  die  Frage,  ob  es  nicht  moglich  ist,  einen  Fundamentalbereich 
von  X  in  sechs  Teilbereiche  so  zu  zerlegen,  daB  jeder  derselben 
ein  Fundamentalbereich  von  J  ist. 
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Man  kann  diese  Frage  direkt  angreifen,  indem  man  versucbt, 
einen  Bereich  zu  konstruieren  von  der  Beschaffenheit,  daB  zu  jedem 
Punkt  der  positiven  Halbebene  ein  und  nur  ein  „aquivalenter"  Punkt 
in  ihm  vorkommt;  wenn  man  namlich  als  aquivalent  zwei  Punkte 
bezeicbnet,  deren  jeder  durch  eine  Modulsubstitution  aus  dem  andern 
hervorgeht.  Dann  ist  die  Frage  bereits  durcb  die  Entwicklungen 
von  §  79  erledigt,  die  nur  in  anderer  Ausdrucksweise  das  folgende 
Resultat  geben:  . 

I.  Zu  jedem  Punkt  der  positiven  Halbebene  existiert  ein  aquivalenter 
in  dem  Dreieck,  das  vom  Einheitskreis  und  den  beiden  im  Ab stand 
+  \  zur  Axe  der  rein  imaginaren  Zahlen  gezogenen  Parallelen  be- 
grenzt  ist. 

Es  bliebe  dann  nur  zu  zeigen,  daB  dieses  Dreieck  nicht  zwei 
zu  einander  aquivalente  Punkte  entbalten  kann  (mit  andern  Worten, 
daB  die  in  §  79  gelehrte  Reduktion  nur  auf  eine  Art  moglich  ist), 
was  ebenfalls  mit  einfacben '  Hilfsmitteln  geschehen  kann. 

Ist  das  gezeigt,  so  kann  man  folgendermaBen  weiter  scblieBen: 
Zu  jedem  endlichen  Wert  von  /  gehoren  drei  bis  auf  die  Reiben- 
folge  und  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmte  Werte  von  ev  e2,  e3, 
also  ein  bestimmtes  System  untereinander  aquivalenter  Werte  des 
Periodenverhaltnisses,  unter  denen  einer  dem  genannten  Dreieck 
angehort.  Also  nimmt  /  jeden  endlicben  Wert  in  einem  und  nur 
in  einem  im  endlicben  gelegenen  Punkte  des  genannten  Dreiecks  an. 

Wir  konnen  aber  auch  an  die  Entwicklungen  von  I,  §  22  an- 
kniipfen.  Wir  baben  dort  bereits  die  /l-Ebene  in  secbs  Bereicbe  von 
der  Art  eingeteilt,  daB  w,  also  aucb  /  in  jedem  dieser  Bereicbe 
jeden  Wert  einmal  und  nur  einmal  annimmt,  und  jeden  dieser  Be- 
reiche  wieder  in  zwei  Teilbereicbe,  deren  einer  der  positiven,  der 
andere  der  negativen  Halbebene  entspricht;  es  bandelt  sicb  also 
nur  noch  darum,  diese  Einteilung  in  das  in  §  93  entworfene  Bild 
der  /l-Ebene  zu  iibertragen.  Dazu  miissen  wir  nur  die  Linien  der 
r-Ebene  bestimmen,  die  den  Grenzlinien  jener  Bereicbe  entsprecben. 
Dazu  verhelfen  uns  die  Untersucbungen  von  §  88;  sie  zeigen:  wenn 
2  und  2  ft>3  konjugiert  complex  sind,  r  also  eine  GroBe  vom  ab- 
soluten  Betrage  1  ist,  werden  e1  und  e3  konjugiert  complex, 
e2  reell,  also: 


i) 


X  = 


2e,-  (et  +  e8) 
2(e,  -  e3) 


eine  GroBe,  deren  reeller  Bestandteil  =  \  ist.  Aucb  wissen  wir 
bereits  aus  §  89,  daB  fur  r  —  %    I  =  \  und  aus  §  90,  daB  fur 


§97.    Fundamentalbereich  von  J  als  Funktion  von  r. 


237 


t  =  —  i  +  it  l/3    A  =  -J-  —  ™  l/3  wird.  Lassen  wir  also  A  die  Strecke 

von  -|  bis  \  — %—  ]/3  stetig  durchlaufen,  so  durchlauft  r  stetig  einen 

Bogen  des  Einheitskreises,  der  von  den  genannten  beiden  Punkten 
begrenzt  ist.  Dabei  kann  es  nicht  umkehren,  da  nach  §  93,  I  fur 
alle  von  0,  1,  00  verschiedenen  Werte  von  I  I  eine  regulare  Funktion 
von  r  ist;  und  es  kann  auch  nicht  den  Einheitskreis  vollstandig 
durchlaufen,  da  es  doch  noch  in  der  positiven  Halbebene  bleibt. 
Also  durchlauft  r  dabei  den  in  der  positiven  Halbebene  gelegenen, 
von  den  beiden  genannten  Punkten  begrenzten  Bogen  des  Einheits- 
kreises einfach  ohne  umzukehren. 

Damit  ist  fur  eine  der  Linien,  durch  die  die  Einteilung  der 
A-Ebene  bewirkt  wird,  das  Bild  in  der  r-Ebene  gefunden;  die  Bilder 
der  iibrigen  sind  teils  aus  §  93  bekannt,  teils  ergeben  sie  sich  aus 
der  eben  bestimmten,  durch  wiederholte  Anwendung  des  Spiegelungs- 
prinzips  und  der  zusammengehorigen  Substitutionen  (vgl.  68,  3  und 
§  96,  2): 

2)  U  :  r  =  ^-i- ,     t'  =  -  ^  ; 


3) 


U2  :  X 


-  1 

1  +  T 


So  erhalt  man  folgende  Figur  und  u.  a.  die  Satze: 

I.  Wenn  r  den  Umfang  des  in  der  Figur 
schraffierten  Breiecks  durchlauft,  durchlauft 
J  gerade  einmal,  ohne  umzukehren,  die  Axe 
der  reellen  Zahlen. 

II.  Dieses  Dreieck  zusammen  mit  dem 
durch  Spiegelungen  an  einer  seiner  Seiten  aus 
ihm  entstehenden  bilden  einen  Fundamental- 
bereich der  Funktion  J{t). 

Diese   Spiegelungen  fiihren  r  bezw. 
liber  in: 


4) 


Fig.  45. 


Durch  jede  dieser  Spiegelungen  entsteht  aus  dem  Dreieck  ein 
neues,  das  als  ein  durch  die  Funktion  r  von  /  vermitteltes  Bild 
der  negativen  Halbebene  anzusehen  ist  u.  s.  w.  Ganz  wie  in  §  94 
kann  bewiesen  werden,  daB  die  durch  fortgesetzte  Spiegelung  ent- 
stehenden Bilder  schlieBlich  die  ganze  positive  Halbebene  liber- 
decken,  daB  also  / (r)  eine  in  dieser  Halbebene  definierte  eindeutige 
Funktion  von  r  ist;  es  geht  das  iibrigens  auch  daraus  hervor,  daB 
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J  eine  eindeutige  Funktion  von  I  und  X  eine  solche  von  r  ist. 
In  jedem  Dreieck  der  Figur  nimmt  J  entweder  jeden  Wert  mit 
positiver  oder  jeden  mit  negativer  zweiter  Koordinate  gerade  einmal 
an.    Wenn  also  die  Gleichung  besteht: 

5)  =  J(t2), 

miissen  die  Punkte  rY  und  r2  in  Dreiecken  derselben  Art  an  ent- 
sprechenden  Stellen  liegen.  Dreiecke  derselben  Art  gehen  aber 
durch  eine  gerade  Anzabl  von  Spiegelungen  auseinander  hervor.  Je 
zwei  der  Spiegelungen  (4)  geben,  nacheinander  angewendet,  eine 
der  linearen  Substitutionen,  die  t  bezw.  in: 

1  +  T,        —  T-1,        1  -  T"1 

iiberfiihren.  Das  sind  aber  gerade  die  in  §  68  bezw.  mit  8,  T,  U 
bezeichneten  Substitutionen.  Aus  ihnen  entstehen  durch  Zusammen- 
setzung,  wie  wir  dort  gesehen  haben,  die  samtlichen  Modulsubstitu- 
tionen  und  nur  sie.    Also  folgt: 

Eine  Gleichung  der  Form  (5)  besteht  stets  dann,  und  nur  dann, 
wenn  rY  mit  r2  durch  eine  Modulsubstitution  zummmenhangt. 

Damit  ist  der  Satz  von  §  78  auf  ganz  anderem  Wege  wieder- 
gewonnen. 

An  diese .  Satze  lassen  sich  nun  fur  die  Funktion  / (r)  ganz 
analoge  Folgerungen  kmipfen,  wie  in  dem  §  95  an  die  entsprechen- 
den  Satze.  von  §§  93  und  94  liber  die  Funktion  X(t).  Wir  brauchen 
sie  nicht  alle  nocb  einmal  explicite  auszusprechen;  nur  auf  einen 
Punkt  sei  aufmerksam  gemacht:  Die  Funktion  J{r)  und  ihre  ratio- 
nalen  Funktionen  sind  auch  in  den  innerhalb  der  positiven  Halb- 
ebene  gelegenen  Ecken  der  Fundamentalbereicbe  bis  auf  Pole  regular; 
nur  die  auf  der  Axe  der  reellen  Zahlen  liegenden  Ecken  (einschl.  oo) 
sind  wesentlich  singulare  Punkte  fur  diese  Funktionen. 

§  98.   Beziehungen  zwischen  den  zu  J(t)  und  l(r)  gehorigen 

Gruppen. 

Wir  miissen  nun  die  Beziehung  zwischen  den  Funktionen  J{r) 
und  X(t)  noch  naher  untersuchen.  Jede  ganzzahlige  lineare  Sub- 
stitution (Modulsubstitution)  fiihrt  J(r)  in  sich  liber,  aber  nach  §  94 
nicht  immer  auch  I  (r).  In  der  That  wissen  wir  bereits  aus  I,  §  22, 
daB  zu  jedem  Werte  von  /  sechs  Werte  von  I  gehoren;  wir  wissen 
ferner  aus  §  69,  daB  wir  durch  lineare  Periodentransformation  jede 
mogliche  Vertauschung  der  drei  GroBen  e,  also  auch  jeden  WTert 
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von  I  erhalten  konnen.  Man  hat,  urn  die  hier  herrschenden  Be- 
ziehungen iibersichtlich  ausdriicken  zu  konnen,  die  Ausdrucksweise 
eingefiihrt : 

I.  Zwei  lineare  Periodentransformationen  mit  den  Koeffizienten 
(a,  ft,  y,  S)  bezw.  (a',  ft',  y',  d')  heifien  nach  dem  Zahlenmodul  n 
kongruent,  wenn: 

1)  a  —  a,    ft'  =  ft,    y'  =  y,    6'  =  S    (mod.  n) 
ist. 

Man  erkennt  dann  zunachst: 

Sind  S  und  Sl  modulo  n  zu  einander  kongruent,  so  kann  ge- 
setzt  werden: 

2)  S1  =  28, 

wo  2(  —  S}  S-1)  eine  modulo  n  zur  Identitat  kongruente  Substitution 
bedeutet.  Da  far  n  =  2  keiner  der  Werte  von  I  durch  2  geandert 
wird,  so  folgt: 

II.  Zwei  nach  dem  Modul  2  kongruente  lineare  Periodentransfor- 
mationen haben  auf  X  denselben  Mnflufi. 

Wir  fassen  nun  alle  nach  dem  Modul  2  kongruenten  linearen 
Periodentransformationen  zu  einer  Klasse  solcher  Transformationen 
zusammen  und  fragen  zunachst,  wieviele  verschiedene  solche  Klassen 
es  giebt.  Dabei  haben  wir  zu  beachten,  daB  die  Transformations- 
koeffizienten  an  die  Bedingung  a  S  —  ft  y  =  1  gebunden  sind.  Aus 
ihr  folgt:  wenn  a  gerade  ist,  miissen  ft  und  y  notwendig  ungerade 
sein,  S  aber  kann  gerade  oder  ungerade  sein  —  das  giebt  zwei 
Klassen.  Ist  a  ungerade  und  b  gerade,  so  miissen  ft  und  y  un- 
gerade sein  —  eine  Klasse.  Sind  a  und  §  beide  ungerade,  so 
diirfen  ft  und  /  nur  nicht  beide  ungerade  sein  —  drei  Klassen. 
Da  man  sich  leicht  durch  Bildung  von  Beispielen  (s.  unten)  davon 
iiberzeugen  kann,  daB  zu  jeder  dieser  Klassen  wirklich  lineare 
Periodentransformationen  gehoren,  so  kann  man  sagen: 

III.  Die  Modidgruppe  kann  zerlegt  werden  in  seeks  Klassen1  von 
je  untereinander  modulo  2  kongruenten  Transformationen. 

Es  ist  vielfach  zweckmaBig,  von  jeder  solchen  Klasse  einen  be- 
stimmten  Reprasentanten  anzugeben;  wie  schon  in  §§  69  und  96 
mogen  wir  als  Reprasentanten  etwa  wahlen: 

r0  =  i,  r,  =  s,  r2  =  t,  r3=  u,  r4  =  w,  r5  =  us. 


1  Man  beachte,  daB  von  diesen  Klassen  nur  eine  eine  Gruppe  ist;  namlich 
diejenige,  die  aus  den  zur  Identitat  kongruenten  Transformationen  besteht. 
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Man  kann  dann  jede  Modul substitution  V  auf  eine  und  nur  auf 
eine  Weise  auf  die  Form  bringen: 

in  der  V.  eine  der  secbs  genannten  Substitutionen,  vk  —  W^1  eine 
nach  dem  Modul  2  zur  Identitat  kongruente  Substitution  bedeutet. 
Man  kann  dasselbe  auch  durch  die  Kongruenz: 

4)  V  =  V.    (mod.  2) 

ausdriicken  und  sich  mit  Hilfe  der  Zusammensetzungsformeln  (I, 
§  14,  11)  davon  iiberzeugen,  daB  aus  V=W  und  V  =  W  folgt 
daB  auch  VV  =  WW  ist.  Infolgedessen  kann  man  von  der  „Zu- 
sammensetzung  der  Klassen"  reden:  sind  C.,  Ck,  Gl  Bezeichnungen  fiir 
drei  Klassen,  Vv  Vk  allgemein  Zeichen  fiir  Transform ationen  der 
ersten,  bezw.  der  zweiten  dieser  Klassen,  so  druckt  die  Gleichung: 

aus,  daB  die  Klasse  Cl  aus  den  samtlichen  Produkten  Vi  Vk  besteht. 
Diese  Zusammensetzungen  der  Klassen  bilden  eine  Gruppe,  die  ab- 
strakt  genommen  mit  der  Gruppe  der  sechs  linearen  Transformationen 
identiscb  ist,  die  die  sechs  Werte  von  I  ineinander  iiberfiihren  (I,  §  22). 

§  99.   Untergruppen  der  Modulgruppe  von  endlichem  Index. 

Es  sei  r  eine  Untergruppe  der  Modulgruppe  r  von  unendlich 
hoher  Ordnung,  d.  h.  eine  Gruppe,  die  aus  unendlich  vielen,  aber 
nicht  alien  Modulsubstitutionen  besteht.  Ihre  Substitutionen  seien 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit: 

1)  >:  V  %  .   vv  '  '  '  ' 

bezeichnet.  Ist  dann  F1  eine  Substitution  von  r,  die  nicht  zu  V 
gehort,  so  sind  die  Substitutionen: 

2)  rv  r>i,v..:.Yx»i 

alle  voneinander  und  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden.  Denn 
ware  VY  i\  =  7]  vk,  so  wiirde  folgen  vi  =  vk\  und  ware  V1  v{  =  vk,  so 
wlirde  folgen  V1  =  vkvi~1.  Da  aber  n.  V.  die  Substitutionen  (1) 
eine  Gruppe  bilden,  ist  vkvi~1  unter  ihnen  enthalten;  also  ware 
Vx  unter  ihnen  enthalten,  gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  auBer  den  Substitutionen  (1)  und  (2)  noch  andere  in  V 
enthalten,  so  sei  V2  eine  von  diesen.  Dann  folgt  ganz  ebenso,  daB 
die  Substitutionen: 

3)  rf,  rt*lt  ¥^,...7^... 
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alle  voneinander  unci  von  den  Substitutionen  (1)  verschieden  sind. 
Sie  sind  aber  auch  alle  von  den  Substitutionen  (2)  verschieden. 
Denn  ware  etwa  V2v.  =  V1vV)  so  wiirde  folgen:  V2  —  VY  vfcv._1;  und 
da  v1cv.~1  zu  (1)  gehort,  wiirde  V2  zu  (2)  gehoren,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. 

Sind  die  Substitutionen  von  r  damit  noch  nicht  erschopft,  so 
kann  man  eine  vierte  Zeile  ansetzen: 

4)  F8,    F3vt,    F3v2,  r3u.,  .  .  . 

und  von  dieser  ebenso  zeigen,  da6  alle  ihre  Substitutionen  von- 
einander und  von  den  Substitutionen  der  vorhergehenden  Zeilen 
verschieden  sind. 

Hatten  wir  bei  Aufstellung  der  Zeilen  z.  B.  an  Stelle  von  Vl 
irgend  eine  andere  Substitution  V.vk  benutzt,  so  wiirde  an  Stelle  der 
Zeile  (2)  die  folgende  getreten  sein: 

2a)  r.vk,  r.v^,  rtvkv2, —  r.vhv.... 

Aber  da  die  Substitutionen  (1)  n.  V.  eine  Gruppe  bilden,  so  sind 
die  Substitutionen: 

vk,    vkv^    vkv2  .  .  .vkv{.  .  . 

nur  durch  die  Reihenfolge  von  ihnen  verschieden.  Also  gilt  das- 
selbe  von  (2  a)  und  der  zten  Zeile  des  zuerst  erhaltenen  Schemas, 
und  es  besteht  der  Satz: 

I.  Die  durch  eine  Untergruppe  F'  gelieferte  Einteilung  der  Sub- 
stitutionen von  r  in  Zeilen  ist  bis  auf  die  Reihenfolge  der  Zeilen  und 
die  Reihenfolge  der  Substitutionen  innerhalb  der  einzelnen  Zeile  durch 
T"  allein  vollstdndig  bestimmt  und  nicht  abhdngig  von  der  Auswahl 
der  Substitutionen  V1>  V2  .  .  .  . ,  die  wir  zur  Bildung  der  Zeilen  be- 
nutzt haben. 

Ein  solches  System  von  Substitutionen  1 ,  Vlt  V2  .  .  . ,  deren 
jede  aus  je  einer  Zeile  dieser  Einteilung  im  iibrigen  ganz  will- 
kiirlich  herausgegriffen  ist,  nennen  wir  ein  zu  F'  innerhalb  r  ge- 
horendes  System  von  Reprdsentanten. 

Es  kann  vorkommen,  daB  immer  noch  Substitutionen  iibrig 
bleiben,  wieweit  man  auch  in  der  Bildung  der  Zeilen  gehen  mag; 
es  kann  aber  auch  vorkommen,  daB  nach  Bildung  der  fiteQ  Zeile 
samtliche  Substitutionen  der  Gruppe  erschopft  sind.  Wir  wollen 
uns  hier  nur  mit  dem  letzteren  Falle  weiter  beschaftigen.  Man 
pflegt  zu  definieren: 

II.  Besteht  das  aufgestellte  Schema  aus  fi  Zeilen,  so  heiflt  die 
Untergruppe  2~"  innerhalb  T  vom  Index  fi. 

Burkhardt,  Funttionen.    II.  16 
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§  100.    Fundamentalbereich  einer  Untergruppe  der  Modulgruppe. 

Den  abstrakten  Uberlegungen  des  vorigen  Paragraphen  stellen 
wir  nun  auch  entsprechencle  geometrische  Darstellungen  zur  Seite. 
Um  sie  bequem  formulieren  zu  konnen,  definiert  man  zunachst: 

I.  Geht  ein  Punkt  r  durch  eine  Substitution  von  Tv  in  einen 
andern  t  uber,  so  heifien  x  und  t  ^aquivalent  in  Bezug  auf  T'u  oder, 
wo  kein  MiBverstandnis  moglich  ist,  einfach:  „relativ  aquivalent^1. 

In  demselben  Sinne  spricht  man  auch  von  zwei  in  Bezug  auf 
rr  aquivalenten  Dreiecken,  bezw.  Doppeldreiecken  der  Modulteilung. 

Wir  wahlen  nun  irgend  ein  Doppeldreieck  der  Modulteilung  als 
Ausgangsbereich  1  und  bezeichnen  jedes  andere  mit  dem  Zeicben 
derjenigen  Substitution,  durcb  die  es  aus  dem  ersten  hervorgeht.  An 
das  Doppeldreieck  1  stoBen  drei  weitere  Doppeldreiecke  an;  diese 
sind  jedenfalls  nicbt  alle  drei  zu  1  in  Bezug  auf  T'  aquivalent. 
Denn  sonst  wiirde  JT  die  Substitutionen  S  und  T  enthalten  und 
folglich  nach  §  68  mit  r  identisch  sein.  Sei  Vx  eines  von  ihnen, 
das  zu  1  nicht  relativ  aquivalent  ist;  wir  fiigen  es  zu  1  hinzu. 
Das  von  1  und  Vl  gebildete  Polygon  ist  von  einem  Kranze  weiterer 
Doppeldreiecke  umgeben;  sind  unter  diesen  noch  eines  oder  mehrere 
vorbanden,  die  weder  mit  1,  noch  mit  Vl  relativ  aquivalent  sind,  so 
bezeichnen  wir  eines  von  ihnen  mit  V2  und  fiigen  es  dem  von  1 
und  V2  gebildeten  Polygon  hinzu.  So  fahren  wir  fort,  in  dem  wir, 
solange  es  moglich  ist,  dem  gerade  erreichten  Polygon  aus  dem  es 
umgebenden  Kranze  von  Doppeldreiecken  jedesmal  ein  solches  wei- 
teres  anhangen,  das  mit  keinem  der  bereits  in  das  Polygon  auf- 
genommenen  Doppeldreiecke  relativ  aquivalent  ist. 

Wir  setzen  nun  insbesondere  voraus,  die  Untergruppe  V  sei 
von  endlichem  Index  \i.  Dann  muB  der  eben  geschilderte  ProzeB 
nach  einer  endlichen  Anzahl  fi0  ^  fi  von  Schritten  zum  AbschluB 
kommen ;  denn  es  giebt  dann  nicht  mehr  als  \i  inaquivalente  Klassen 
untereinander  relativ  aquivalenter  Doppeldreiecke.  Man  habe  also 
ein  aus  fi0  Doppeldreiecken  bestehendes  Polygon  von  der  Beschaffen- 
heit  erhalten,  daB  jedes  an  dieses  Polygon  anstoBende  Doppeldreieck 
JDa  mit  einem  Doppeldreieck  I),  des  Polygons  relativ  aquivalent  ist. 
Dann  muB  Bi  am  Rande  des  Polygons  anliegen.  Denn  eines  der 
zu  Da  benachbarten  Doppeldreiecke  JDS  gehort  dem  Polygon  an  und 
ist  mit  einem  zu  J)i  benachbarten  Doppeldreiecke  Da'  relativ  aqui- 
valent. Dieses  letztere  kann  dem  Polygon  nicht  angehoren,  weil 
ihm  D!  angehort;  also  liegt  D.  zu  einem  dem  Polygon  nicht  an- 
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gehorenden  Doppeldreieck,  namlichDa',  benachbart,  mit  andern  Worten, 
es  liegt  am  Rande  des  Polygons  Dabei  ist  die  gemeinsame  Seite 
von  JDa  imd  D!  relativ  aquivalent  zu  der  gemeinsamen  Seite  von 
D.  und  Da'}  d.  h.  die  Randkurven  unseres  Polygons  sind  einander 
paarweise  relativ  aquivalent  Wie  in  friiheren  Fallen  rechnen  wir 
von  zwei  solchen  Randkurven  immer  nur  die  eine  mit  zu  dem 
Polygon. 

II.  Treffen  wir  diese  Festsetzung,  so  sind  in  dem  Polygon  keine 
zwei  zu  einander  relativ  aquivalente  Punkte  enthalten. 

Denn  zwei  solche  Punkte  wiirden  einander  auch  in  Bezug  auf 
r  Equivalent  sein,  also  an  bomologen  Stellen  zweier  Doppeldreiecke 
liegen.  Dann  wiirde  die  Modulsubstitution,  die  einen  dieser  Punkte 
in  den  andern  uberfiihrt,  gleichzeitig  das  eine  dieser  Doppeldreiecke 
ganz  in  das  andere  iiberfuhren  und  folglich  der  Untergruppe  V  an- 
gehdren,  gegen  die  Voraussetzung. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

III.  Das  Polygon  enthalt  zu  jedem  Punkte  r  der  positiven  Halb- 
ebene  einen  relativ  aquivalenten. 

Zum  Beweis  verbinden  wir,  was  stets  moglich  ist,  den  Punkt  r 
mit  irgend  einem  Punkt  r0  des  Polygons  durch  einen  Weg,  der  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Doppeldreiecken  der  Modulteilung  durch- 
setzt.  Durchlaufen  wir  diesen  Weg  von  r0  aus,  so  gelangen  wir  bei 
Uberschreitung  des  Polygonrandes  in  ein  Doppeldreieck  Da,  das 
n.  Konstr.  mit  einem  Doppeldreieck  D.  des  Polygons  relativ  Equi- 
valent ist.  Wir  konnen  also  zu  dem  nun  folgenden  Teil  unseres 
Weges  einen  relativ  aquivalenten  Weg  ausfindig  machen,  dessen 
Anfang  innerhalb  JDi  verlauft.  Indem  wir  ihn  verfolgen,  gelangen 
wir  entweder  zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  r 
relativ  aquivalenten  Punkt,  oder  wieder  an  den  Rand  des  Polygons 
und  iiber  ihn  hinuber  in  ein  Doppeldreieck  D^.  Auch  dieses  ist 
mit  einem  Doppeldreieck  D!  des  Polygons  relativ  aquivalent;  wir 
konnen  wieder  zu  dem  nun  folgenden  Teil  des  Weges  einen  relativ 
aquivalenten  Weg  angeben,  der  zunachst  innerhalb  JD!  verlauft  u.  s.  w. 
SchlieBlich  miissen  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten 
zu  einem  innerhalb  des  Polygons  gelegenen,  mit  r  relativ  aquivalenten 
Punkt  kommen.  Denn  da  der  urspriingliche  Weg  von  t0  nach  r 
nur  eine  endliche  Anzahl  Doppeldreiecke  durchsetzte,  muB  dasselbe 
mit  jedem  zu  ihm  relativ  aquivalenten  Weg  der  Fall  sein. 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen;  insbesondere  folgt,  daB  die  oben 
mit  fi0  bezeichnete  Zahl  der  Doppeldreiecke  des  Polygons  nicht 
<  fx,  sondern  =  fi  ist. 
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Seiner  Entstehung  aus  der  Modulteilung  zufolge  iiberdeckt  das 
Polygon  keinen  Teil  der  Ebene  mehrfach.  Man  kann  es  auch  stets 
als  einfach  zusammenhdngend  ansehen;  denn  wenn  auch  ja  etwa  ein 
neu  hinzukommendes  Doppeldreieck  mit  zweien  seiner  Rander  an 
das  vorher  schon  gebildete  Polygon  anstoBen  sollte,  so  brauchte  man 
es  doch  nur  langs  einer  dieser  Seiten  mit  jenem  zu  vereinigen, 
wahrend  man  langs  der  andern  keinen  Zusammenhang  anzu- 
nehmen  hatte. 

Man  nennt  ein  nach  den  Vorschriften  dieses  Paragraphen  kon- 
struiertes  Polygon  einen  Fundamentalbereich  der  Untergruppe  J7'. 
Unter  erlaubter  Abdnderung  desselben  versteht  man  die  Ersetzung 
eines  oder  mehrerer  seiner  Doppeldreiecke  durcb  relativ  aquivalente. 

§  101.  Modulfunktionen. 

Zur  Erlauterung  der  allgemeinen  Tbeorien  der  beiden  vorher- 
gehenden  Paragraphen  stehen  uns  bereits  zwei  durchgefiihrte  Bei- 
spiele  zu  Gebote:  n'amlich  einmal  die  Modulgruppe  F  selbst,  dann 
diejenige  Untergruppe  vom  Index  6,  die  aus  alien  modulo  2  zur 
Identitat  kongruenten  Modulsubstitutionen  besteht.  In  jedem  dieser 
beiden  Falle  hatten  wir  zu  der  Untergruppe  gehorende  Modulfunk- 
tionen kennen  gelernt,  namlich  Funktionen,  die  bei  alien  Substitutionen 
der  Gruppe  unverandert  bleiben,  die  ferner  im  Innern  und  am  Rande 
des  Fundamentalbereichs  der  Gruppe,  ausgenommen  seine  Ecken 
vom  Winkel  0,  bis  auf  Pole  regular  sind,  die  endlich  einem  be- 
stimmten  Grenzwert  sich  nahern  oder  in  dem  I,  §  48  definierten 
Sinne  bestimmt  un endlich  werden,  wenn  t  sich  im  Fundamental- 
bereich einer  solchen  Ecke  unbegrenzt  nahert.  Wir  hatten  in  beiden 
Fallen  gesehen,  daB  sich  alle  solchen  Funktionen  durch  eine  unter 
ihnen  (im  einen  Fall  J,  im  andern  Fall  I)  rational  ausdriicken  lassen 
und  daB  also  zwischen  irgend  zweien  unter  ihnen  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  r  unabhangigen  Koeffizienten  besteht.  Eine  solche 
Funktion  eines  Bereiches,  durch  die  sich  jede  andere  Funktion  des 
Bereiches  rational  ausdriicken  laBt,  nennt  man  eine  Haupt funktion 
des  Bereiches;  man  erkennt,  daB  jede  lineare  Funktion  einer 
Hauptfunktion  wieder  eine  Hauptfunktion  desselben  Bereiches  ist 
(daB  man  also  nicht  etwa  von  der  Hauptfunktion  eines  Bereiches 
sprechen  kann).  Fur  eine  solche  Hauptfunktion  ist  der  „Funda- 
mentalbereich.  der  Untergruppe"  zugleich  „Fundamentalbereich  der 
Funktion"  in  dem  I,  §  17,  VI  definierten  Sinne.    Man  beachte  aber, 
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daB  nicht  zu  jeder  Untergruppe  Hauptfunktionen  gehoren  (ebenso- 
wenig  wie  zum  Periodenparallelogramm,  vgl.  §  14,  VI). 

Jede  Funktion  des  Bereiches  irgend  einer  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe  bezeichnen  wir  als  Mo dul funktion1  im  allgemeinsten  Sinne;  eine 
Hauptfunktion  eines  solchen  Bereiches  speziell  als  einen  Hauptmodul. 

Betrachten  wir  mmmehr  gleichzeitig  zwei  Untergruppen  F'  und 
F"  von  F,  von  denen  die  letztere  in  der  ersteren  enthalten  sei. 
Wir  beschranken  uns  auf  den  Fall,  daB  zu  F"  Hauptfunktionen 
gehoren;  sei  z  eine  derselben.  Jede  Funktion  w  von  F'  ist  dann 
zugleich  eine  Funktion  von  F' also  eine  rationale  Funktion  von  z. 
Somit  ist  umgekehrt  z  eine  algebraische  Funktion  von  w,  d.  h.  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung,  der  en  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  w  sind;  das  Gleiche  gilt  von  jeder  rationalen  Funktion  von  z. 

Wir  werden  diesen  Satz  besonders  auf  den  Fall  anzuwenden 
haben,  daB  die  hier  mit  F'  bezeichnete  Gruppe  die  Modulgruppe  F 
selbst  ist.  Er  sagt  dann  aus,  daB  jeder  Hauptmodul  und  folglich 
jede  Mo  dul  funktion,  die  zu  einer  Untergruppe  mit  Hauptmodul  gehb'rt, 
eine  algebraische  Funktion  von  J  ist. 

(Wollten  wir  weitergehende  Satze  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  als  bekannt  voraussetzen ,  so  konnten  wir  zeigen,  daB 
die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  zur  Untergruppe  gehorenden 
Hauptmoduls  nicht  erforderlich  ist,  daB  vielmehr  jede  Modulfunktion 
algebraisch  von  /  abhangt.) 

§  102.  Ausgezeiehnete  Untergruppen  und  zugehorige  Faktorgruppen. 

In  dem  speziellen  Falle  von  §  98  hatten  wir  eine  „Zusammen- 
setzung  der  Klassen"  kennen  gelernt:  wenn  dort  das  Produkt 
Vi  Vk  =  Vl  war,  so  gehorte  das  Produkt  jeder  Substitution  der  iten 
Zeile  mit  jeder  Substitution  der  kten  Zeile  der  Zten  Zeile  an.  Etwas 
Analoges  findet  keineswegs  bei  jeder  der  in  §  99  besprochenen 
Untergruppen  statt.  Denn  soli  es  zu  jeder  Kombination  der  In- 
dices i,  k,  r,  s  einen  Index  t  von  der  Beschaffenheit  geben,  daB: 


ist,  so  folgt: 


y-k~^vry-k  =  vtvs~1  —  emer  Substitution  vu 


1  In  alteren  Darstellungen  wird  speziell  die  hier  mit  1{t)  bezeichnete 
Funktion  Modulfunktion  genannt. 
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(da  doch  die  Substitutionen  v  fur  sich  eine  Untergruppe  bilden  sollen). 
Umgekehrt,  wenn  es  zu  jedem  Indexpaare  k,  s  einen  Index  u  yon 
der  Beschaffenheit  giebt,  daB  die  Gleichung  (2)  oder: 

2a)  ^A-V. 
besteht,  so  folgt  daraus  riickwarts: 

und  daraus  wieder  Gleichung  (1).    Man  definiert  nun: 

I.  Die  Substitution  V1l~1vs  Vk  heifit  die  Transformierte  von  vg  ver- 
m'dge  Vk;  sie  heifit  audi:  inner halb  r  mit  vs  gleichberechtigt. 

Dann  gilt  der  Satz: 

II.  Die  Trans formierten  aller  Substitutionen  einer  Untergruppe  V 
von  r  vermoge  einer  Substitution  von  T  bilden  eine  Gruppe,  die  mit 
I"  innerhalb  JT  gleichberechtigt  heifit. 

Denn  aus  vrvu  —  vt  folgt: 

Definiert  man  weiter: 

III.  Eine  Untergruppe  von  r,  mit  der  jede  zu  ihr  innerhalb  r 
gleichberechtigte  identisch  ist,  heiflt  innerhalb  r  ausgezeichnet  — 

so  lautet'der  zu  Anfang  bewiesene  Satz: 

IV.  Eine  Zusammensetzung  der  Klassen  findet  dann  und  nur  dann 
statt,  wenn  F'  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  JT  ist. 

Es  sei  nun  z  eine  zur  Untergruppe  V  gehorende  Modulfunktion. 
Ersetzt  man  r  durch  irgend  einen  der  Werte  V.  (r) ,  Vi  v1  (r)  .  .  .  . , 
so  erhalt  man  aus  z  eine  3,mit  z  gleichberechtigte^  Modulfunktion  z.. 
Diese  geniigt  derselben  Grleichung: 

3)  f(z,  J)  =  0 

wie  z\  denn  die  linke  Seite  ist  als  Funktion  von  t  betrachtet  iden- 
tisch Null,  bleibt  also  Null  bei  der  Substitution  von  V.vk{r)  fiir  t, 
durch  die  z  in  z.  ubergeht,  wahrend  /  ungeandert  bleibt  (vgl.  I, 
§  66,  IV).    Wir  konnen  sagen: 

V.  Gleichberechtigte  Modulfunktionen  sind  Wurzeln  einer  und  der- 
selben algebraischen  Gleichung  mit  in  J  rationalen  Koeffizienten. 

Umgekehrt  kann  man  auch  immer  eine  solche  Gleichung  bilden, 
deren  samtliche  Wurzeln  untereinander  gleichberechtigte  Modul- 
funktionen sind.  Denn  die  symmetrischen  Funktionen  der  samtlichen 
untereinander  gleichberechtigten  Modulfunktionen  sind  nach  §97  a.  E. 
rationale  Funktionen  von  J. 
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Es  findet  aber  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  je  nach- 
dem  wir  es  mit  einer  ausgezeichneten  oder  mit  einer  nicht  aus- 
gezeichneten  Untergruppe  zu  thun  haben.  Die  Punktion  z.  namlich, 
die  aus  z  durch  die  Substitution  von  F.(r)  fur  r  hervorgebt: 

bleibt  ungeandert,  wenn  man  auf  t  eine  der  transformierten  Sub- 
stitutionen  Fi~1vsF.  anwendet;  denn  es  ist: 

Fr1 ».  rt •(»)]  =  z  \fjr 1 ^  (*)]-*  K  ^  (*)3  =  *  [  ^  W]  =  *,  M- 

Gleichberechtigte  Modulfunktionen  gehoren  also  zu  gleicbberechtigten 
Untergruppen.  istf  insbesondere  die  Gruppe  V  eine  ausgezeichnete,  so 
gehoren  alle  mit  z  gleichberechtigten  Modulfunktionen  zu  einer  und 
derselben  Gruppe,  namlich  eben  zu  F '. 

Eine  Folge  davon  ist,  dafi  sie  alle  bei  alien  Substitutionen  vv 
v2  .  .  .  ungeandert  bleiben  und  bei  alien  Substitutionen  V.vv  V{v2  .  .  . 
in  derselben  Weise  untereinander  vertauscht  werden.  Man  kann 
also  durch  Ausiibung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  nicht  beliebige 
Vertauschungen  der  Wurzeln  der  z-Gleichung  erzielen,  sondern  nur 
pi  bestimmte  solche  Vertauschungen.  Diese  bilden  eine  Gruppe, 
deren  Gesetze  sich  aus  den  Gesetzen  der  Zusammensetzung  der 
Klassen  ergeben;  sie  heifit  die  zu  V  in  Bezug  auf  F  gehorende 
Fakior gruppe  G.  Fiir  diese  Faktorgruppe  ergiebt  sich  aus  §  97 
am  Ende  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  der  Wurzeln  z,  die  ungeandert  bleibt,  wenn 
man  eine  beliebige  Vertauschung  der  Gruppe  G  unter  ihnen  vornimmt, 
ist  eine  rationale  Funktion  von  J. 

(Auch  wenn  F'  nicht  ausgezeichnet  ist,  kann  man  eine  Gruppe 
von  Vertauschungen  der  Wurzeln  konstruieren,  die  die  letztgenannte 
Eigenschaft  hat;  aber  die  Anzahl  dieser  Vertauschungen  ist  dann 
groBer  als  der  Index  {jl  von  F.) 

§  103.   Hauptkongruenzuntergruppen  der  Modulgruppe. 

Eine  der  Untersuchung  besonders  leicht  zugangliche  Untergruppe 
wird  von  denjenigen  linearen  Periodentransformationen: 

=  aco1  +  ft  ft?3, 

«V  =  7  wi  +  8  ^3 
gebildet,  die  in  Bezug  auf  irgend  einen  Zahlenmodul  zur  Identitat, 
d.  h.  zu  der  Transformation: 
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kongruent  sind  (§  98,  I);  man  iiberzeugt  sich  namlich  mit  Hilfe  der 
Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11),  daB  diese  Transformationen 
in  der  That  eine  Gruppe  bilden.  Man  nennt  sie  die  Hauptcongruenz- 
gruppe  nter  Stufe;  tiberhaupt  nennt  man  eine  Gruppe  linearer  Trans- 
formationen eine  Kongruenzgruppe  nier  Stufe,  wenn  sie  alle  Trans- 
formationen enthalt,  die  zu  irgend  einer  ihrer  Transformationen 
modulo  n  kongruent  sind. 

Wir  mussen .  zuerst  den  Index  der  Hauptkongruenzgruppe 
ntei  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  aller  linearen  Periodentransfor- 
mationen  bestimmen,  wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschranken, 
daB  n  Primzahl  ist.  Wir  beachten  zunachst:  Verstehen  wir  unter  T 
in  §  99  die  Hauptkongruenzgruppe  nter  Stufe,  so  enthalt  jede  Zeile 
des  dort  aufgestellten  Schemas  gerade  diejenigen  Substitutionen,  die 
mit  der  ersten  Substitution  der  Zeile  nach  dem  Modul  n  kongruent 
sind.  Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  „der  Anzahl  der 
modulo  n  verschiedenen  Substitutionen";  mit  andern  Worten,  der 
modulo  n  verschiedenen  Zahlsysteme  (a,  y,  d),  die  der  Glei- 
chung  (§  67,  9): 

2)  ccS  -  py  =  1 
geniigen. 

Diese  Gleichung  kann  jedenfalls  nicht  bestehen,  wenn  a  und  /? 
beide  durch  n  teilbar  sind.  Sind  aber  a  und  /?  nicht  beide  durch 
n  teilbar,  so  kann  man  die  Gleichung  (2)  als  eine  diophantische 
Gleichung  fur  /  und  S  ansehen  und  sie  als  solche  nach  elementaren 
Methoden  auflosen;  ist  y0,  S0  irgend  eine  Losung,  so  ist  die  all- 
gemeinste : 

3)  y  =  y,  +  at,      S  =  S0  +  ft  t 

unter  t  irgend  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Sind  tx  und  t2  zwei 
Werte  derselben,  ylt  d1  und  y2,  S2  die  zugehorigen  Werte  von  y 
und  S,  so  ist  clann  und  nur  dann  gleichzeitig  yx  =  y2  und  d1  =  ^2 
(mod.  n\  wenn  tY  =  t2  (mod.  n)  ist;  denn  a  und  /?  sollten  nicht  beide 
durch  n  teilbar  sein,  und  n  war  als  Primzahl  vorausgesetzt.  Man 
hat  also  n2  —  1  Moglichkeiten,  a  und  $  zu  wahlen,  und  dann  noch 
fur  jede  derselben  n  Moglichkeiten  in  der  Wahl  von  t.  Im  ganzen 
besitzt  also  die  Gleichung  (2)  n(n2  —  1)  modulo  n  verschiedene 
Losungssysteme ;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Wenn  n  Primzahl  ist,  betragt  der  Index  der  Hauptkongruenz- 
gruppe nter  Stufe  innerhalb  der  Gruppe  der  linearen  Periodentrans- 
formationen: 

4)  n{n2-i). 
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Betrachten  wir  aber  nicht  die  Gruppe  der  homogenen  linearen 
Transformationen  der  Perioden,  sondern  die  der  gebrochenen  linearen 
Substitutionen  des  Periodenverhaltnisses,  so  ist  der  Index  im  all- 
gemeinen  ein  anderer.  Denn  die  beiden  linearen  Periodentrans- 
formationen  (a,  /?,  y,  S)  und  {—a,  —  [3,  —  y ,  —  S)  sind  als  solche, 
wenn  n  ungerade  ist,  modulo  n  verschieden,  geben  aber  dieselbe 
Modulsubstitution ;  sonst  geben  verschiedene  Periodentransformationen 
auch  verschiedene  Modulsubstitutionen.  Die  Anzahl  der  modulo  n 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  also  dann  nur  halb  so  groB 
als  die  der  verschiedenen  Periodentransformationen,  mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

II.  Wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  betragt  der  Index  der 
Hauptkongruenzgruppe  nter  Stufe  inner  halb  der  Gruppe  der  Modul- 
substitutionen : 

M  n  (n2  -  1) 

*>)  2 

1st  aber  n  —  2,  so  sind  die  beiden  Periodentransformationen 
(«,  @,  y,  S)  und  {—a,  —  @,  —  y,  —  §)  modulo  n  kongruent;  dann 
ist  also  in  der  Zahl  n(n2  —  1)  von  je  zwei  solchen  schon  nur  die 
eine  mitgerechnet  und  es  tritt  beim  Ubergang  zu  den  Modulsubsti- 
tutionen keine  weitere  Eeduktion  ein;  die  Anzahl  der  modulo  2 
verschiedenen  Modulsubstitutionen  ist  6,  wie  wir  bereits  in  §  98,  III 
gesehen  haben. 

Fiir  beliebige  (nicht  nur  fur  primzahlige)  Werte  von  n  gilt 
iibrigens  der  Satz: 

III.  Die  Hauptkongruenzgruppe  nter  Stufe  rn  ist  in  der  GesamU 
gruppe  der  linearen  Periodentransformationen,  bezw.  der  Modulsubsti- 
tutionen eine  ausgezeichnete  Untergruppe. 

Ist  namlich  A  eine  ihrer  Operationen,  V  irgend  eine  andere 
lineare  Period entransformation,  bezw.  Modulsubstitution,  so  ist,  wie 
aus  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  folgt,  A  V=  V 
(mod.  n)  und  ebenso  7  A  =  V\  also  ist  auch 

6)  7-^AV=A~\ 

und  diese  Substitution  gehort  also  ebenfalls  zu  Tn,  w.  z.  b.  w. 

lnfolgedessen  gelten  fiir  sie  die  Satze  von  §  102;  und  man 
kann  darauf  eine  einfache  Darstellung  der  zugehorigen  Faktorgruppe 
griinden.  Diese  Darstellung  erscheint  jedoch  in  konkreterer  Be- 
deutung,  wenn  man  sie  an  die  Untersuchung  der  gegeniiber  der 
Hauptkongruenzuntergruppe  invarianten  Funktionen  ankniipft,  was 
im  folgenden  Paragraphen  geschehen  soil. 
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Ubrigens  kann  man  den  Begriff  der  Hauptkongruenzuntergruppe 
auch  auf  die  Gruppe  derjenigen  linearen  Transformationen  in  den 
drei  Variabeln  u,  coY,  w3  iibertragen,  bei  denen  pu  nnd  pu  un- 
geandert  bleiben,  namlich: 

Eine  solche  Transformation  heiBt  „modulo  n  zur  Identitat  kon- 
gruent",  wenn  k1}  ks,  a  —  1,  /?,  y,  d  —  1  alle  durch  n  teilbar  sind. 
Auch  hier  bilden  die  modulo  n  zur  Identitat  kongruenten  Trans- 
formationen eine  Untergruppe,  die  man  auch  als  Hauptkongruenz- 
gruppe  ?zter  Stufe  bezeichnet;  und  eine  Funktion  von  u,  cov  co3,  die 
bei  alien  diesen  Transformationen  ungeandert  bleibt,  heiBt  eine 
elliptische  Funktion  nter  Stufe. 

Aus  den  Satzen  von  §  34  und  §  72  geht  hervor,  daB  die  Sigma- 
quotienten  und  die  Funktionen  Jacobis  in  der  That  Funktionen 
zweiter  Stufe  im  Sinne  dieser  Definition  sind,  wie  wir  sie  im 
IV.  Abschnitt  schon  vorgreifend  genannt  haben. 

§  104.   Das  spezielle  Teilungsproblem. 

Die  Aufgabe:  aus  den  Werten  der  elliptischen  Funktionen  eines 
bestimmten  Feriodenparallelogramms  fur  den  Argumentwert  u  die  Werte 
derselben  Funktionen  fur  den  Argumentwert  ujn  zu  berechnen  (also  die 
Umkehrung  der  in  §  27  behandelten  Aufgabe)  bezeichnet  man  als 
das  allgemeine  Teilungsproblem  der  elliptischen  Funktionen.  Den 
speziellen  Fall  dieses  Problems,  daB  u  eine  Periode  ist,  bezeichnet 
man  als  das  spezielle  Teilungsproblem.  Die  Losungen  dieses  letzteren  sind 
also  Funktionen  allein  der  Perioden;  wollen  wir  aber  untersuchen, 
was  fur  Funktionen  sie  sind,  so  miissen  wir  erst  eine  Festsetzung 
dariiber  treffen,  was  fiir  elliptische  Funktionen  wir  „teilen"  wollen. 
Wir  wollen  zunachst  die  spezielle  Teilung  der  elliptischen  Funk- 
tionen erster  Stufe  untersuchen. 

Sei  f(u  |  col}  co3)  eine.  solche,  d.  h.  also  eine  rationale  Funktion 
von  p  (u  |  cov  co3)  und  p  (u  |  cov  ©3),  deren  Koeffizienten,  falls  sie  noch 
von  co1  und  w3  abhangen,  rationale  Funktionen  von  g2  und  g3  sind; 
dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Werte: 
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Man  erkennt1  zunachst,  da6  von  diesen  Werten  nur  m2  unter- 
einander  verschieden  sind;  denn  zufolge  der  Voraussetzung,  da8  f 
eine  Funktion  erster  Stufe  sei,  ist  allgemein: 

2)  fl  +  Uy_m,  (a,  +  hlm  —  fx,  ^  > 

wenn  k1}  k2  irgend  zwei  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Man  driickt  das 
wohl  so  aus,  daB  man  sagt: 

I.  Die  Indices  A,  fjb  Jcommen  nur  modulo  m  in  Betracht. 
Nehmen  wir  nun  eine  lineare  Periodentransformation  (§  67,  2) 

vor.  Da  f  eine  Funktion  erster  Stufe  sein  sollte,  so  erhalten  wir 
zunachst  die  Gleichung: 

Q,         j.  (  2  I'  ax'  +  2  a'  co3'  ,      ,       ,\       r  I  2  I      +  2  a  co3  ,  \ 

3)  f[  '„  I  "i,  «>s)=f[—  V^-l0'"  "»)' 

wenn  namlich  X,  fx'  aus  der  Gleichung: 

4)  X  etfj'  -f  fx  co3'  —  X  ml  +  fjLG)3 
bestimmt,  also: 

X  ==  SI  —  y  fx 
\i  —  —  (f  X  +  ctfi 

gesetzt  wird;  mit  andern  Worten: 

II.  Werden  die  Perioden  linearer  Transformation  unterworfen, 
so  wird: 

6)  fx,  ft  K',  ®3')  =  fx,  i*  K,  <o8), 

ofo  Indices  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  sind;  die  trans- 
formierten  Teilwerte  sind  also  dieselben,  wie  die  urspriinglichen,  nur 
in  anderer  Reihenfolge. 

Man  schreibt  auch  wohl: 

dann  sind  die  Indices  aus  den  Gleichungen: 

X  =  a  I  +  y  jfi, 
p'  =  /?  I  +  8  pi 
zu  bestimmen. 

(Man  nennt  die  Substitution  (5)  die  zur  Transformation  der 
Perioden  kontragrediente,  (8)  die  transponierte  Substitution.) 

Ist  insbesondere  die  Periodentransformation  modulo  m  zur  Iden- 
tity kongruent,  so  wird  aus  (5)  oder  (8): 

9)  X  =  A,     {i  _  fi, 
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also  mit  Riicksicht  auf  (2): 

10)  U,  fi  {<*>!>  w3')  =  h,  1*  {pv  ®3) 
d.  h.: 

III.  Jeder  einzelne  der  m,tm  Teilwerte  fx  ^  bleibt  fur  sich  un- 
ge'dndert,  wenn  man  auf  die  Perioden  eine  Transformation  der  Haupt- 
kongruenzgruppe  nter  Stufe  anwendet. 

Betrachten  wir  insbesondere  solche  Teilwerte,  die  nur  vom 
Verhaltnis  der  Perioden  abhangen.  Solche  sind  im  Innern  der  posi- 
tiven  r-Halbebene  iiberall  bis  auf  Pole  regular,  wie  aus  den  Dar- 
stellungen  von  pu,  p'u,  g2,  g3  durch  gleichmaBig  konvergente  Reihen 
sich  ergiebt;  und  wenn  r  innerhalb  des  Fundamentaldreiecks  blei- 
bend  ins  Unendliche  geht,  so  nahern  sie  sich  entweder  einem  be- 
stimmten  Grenzwert,  oder  sie  werden  bestimmt  unendlich.  Daraus 
folgt  nach  §  96  a.  E.: 

IV.  leilwerte  fx}  ^  der  bezeichneten  Eigenschaft  sind  Wurzeln  einer 
Gleichung  vom  Grade  n2,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von 
J{r)  sind. 

Man  kann  jedoch  von  dieser  Gleichung  einen  Linearfaktor 
ohne  weiteres  abspalten:  denn  f00  ist  sofort  vermoge  der  Definition 
der  Funktion  f  rational  durch  /  ausdriickbar.  Die  so  auf  den 
Grad  n2  —  1  reducirte  Gleichung  heiBt  die  spezielle  Teilungs gleichung. 
Eine  weitere  Reduktion  dieser  Art  ist  namlich,  wenn  n  Primzahl  ist, 
nicht  mehr.  moglich,  solange  nicht  iiber  f  noch  speziellere  Voraus- 
setzungen  getroffen  werden.  Denn  dann  konnen  wir  a,  ft  y,  S  so 
bestimmen,  daB  I',  p'  beliebig  vorgeschriebene  Werte,  auBer  (0,  0) 
annehmen,  wenn  (X,  fi)  gegeben  sind.  Fuhren  wir  dann  t  auf  einem 
ganz  in  der  positiven  Halbebene  verbleibenden  Wege  von  r  nach 

x  =  ^  ^  ^  iiber,  so  folgt  durch  analytische  Fortsetzung  langs  dieses 

Weges  nach  I,  §  66,  IV  aus  der  Gleichung: 

11)  G(n,^),  /(*))=-o 

die  andere: 

G(fx,,(r'),  J(r'))  =  0, 
oder  wegen  (7)  und  §  97,  (5): 

d.  h.: 

V.  Genugt  (fur  n  Primzahl)  irgend  ein  von  f00  verschiedener  Teil- 
wert  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J 
sind,  so  genugt  ihr  jeder  von  f00  verschiedene  Teilwert. 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n2  —  1  Teilwerte  fx,  p,  auBer 
f0Qf  sind  also  rationale  Funktionen  von  J.  Aber  auBer  ihnen  giebt 
es  auch  noch  andere  rationale  Funktionen  der  fxt  ^,  die  dieselbe 
Eigenschaft  haben.  Denn  wenn  man  dadurch,  daB  man  /  in  seiner 
Ebene  beliebige  geschlossene  Wege  durchlaufen  laBt,  t  in  alle 
moglichen  aquivalenten  Punkte  iiberfuhrt,  erhalt  man  nach  §  103  II 
nur  ±n(n2  —  1)  [bezw.  6  fur  n  =  2]  relativ  zu  r  inaquivalente 
Punkte;  durch  solche  „Monodromie  von  J"  (vgl.  §  78)  erhalt  man 
also  aus  einer  beliebigen  ersten  Anordnung  der  fx,  ^  nicht  (n2  —  1)!, 
sondern  nur  \n(n2—  1)  [bezw.  6]  verschiedene  andere  Anordnungen. 
Man  driickt  das  so  aus: 

VI.  Die  Monodromiegruppe  der  speziellen  Teilungsgleichung  in 
Bezug  auf  J  enthalt, 

wenn  n  eine  ungerade  Primzahl  ist}  \n(n2  —  1), 
wenn  n  —  2  ist,  seeks 

Vertauschungen  der  Wurzeln. 

Fur  diese  Monodromiegruppe  geben  die  bereits  aufgestellten 
Formeln   eine  iibersichtliche  Darstellung:   ersetzen   wir  t  durch 

^  *        so   tritt  an  Stelle  der  Wurzel  fx,  ^  allgemein  diejenige 

Wurzel  fv,  ^,  deren  Indices  durch  die  Gleichungen  (8)  bestimmt 
sind.  Wir  bekommen  aber  noch  eine  etwas  einfachere  Darstellung, 
wenn  wir  die  Zahlen  a,  (2,  y,  8  auf  ihre  kleinsten  Reste  modulo  n 
reduzieren.  Fur  diese  kleinsten  Eeste  (fur  die  wir  keine  neuen  Be- 
zeichnungen  einfiihren  wollen),  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (9)  von 
§  67  die  Kongruenz: 

13)  a8-(2y=l    (mod.  n). 

(In  der  That  kann  man  zu  jedem  Zahlenquadrupel,  das  diese 
Kongruenz  befriedigt,  ein  anderes  . 

14)  a  —  a  -f  na,    ft  =  ft  +  nb,    /  =  y  -f-  nc,    S'  —  8  +  nd 

so  bestimmen,  daB  es  die  Gleichung  a  8'  —  ft  y'  —  1  erfiillt;  man 
hat  dazu  nur,  wenn  ccd  —  ($y  —  1  +  kn  ist,  die  Gleichung: 

n{ad  —  bc)+{aS-{-dci  —  by  —  cft  +  k  =  0 
zu  befriedigen. 

VII.  Dann  treten  zur  Darstellung  der  Monodromiegruppe  an  Stelle 
der  Gleichungen  (8)  die  Kongruenzen: 

15  /P    mod.  (w); 
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und  in  den  Zusammensetzungsformeln  (I,  §  14,  11)  ist  ebenfalls  an 
Stelle  des  Gleichheitszeichens  das  Kongruenzzeichen  modulo  n 
zu  setzen. 

Man  sieht,  daB  diese  Monodromiegruppe  eben  die  im  vorigen 
Paragraphen  erwahnte  Faktorgruppe  ist. 

Man  beach te  iibrigens,  daB  bei  ungeradem  n  je  zwei  der  Trans- 
formationen  (14),  die  sich  nur  durch  einen  gemeinsamen  Vorzeichen- 
wechsel  der  Koeffizienten  modulo  n  unterscheiden,  die  Wurzeln  der 
Teilungsgleichung,  sofern  sie  nur  yom  Periodenverhaltnis  abhangen, 
in  derselben  Weise  versetzen. 

§  105.   Resolventen  des  speziellen  Teilungsproblems  und 
Untergruppen  seiner  Gruppe. 

Es  sei  if)  irgend  eine  rationale  Funktion  der  Wurzeln  des 
speziellen  Teilungsproblems.  Wenden  wir  auf  diese  Wurzeln  die 
samtlichen  Vertauscbungen  der  Monodromiegruppe  an,  so  erbalten 
wir  aus  ip  eine  Reihe  von  \n(n2  —  1)  Funktionen.  Wie  im  vorigen 
Paragrapben  siebt  man  ein,  daB  die  symmetrischen  Funktionen 
dieser  Funktionen  rationale  Funktionen  von  /  sind,  daB  also  ip 
einer  Gleichung  vom  Grade  fi{n)  =  \n(n2  —  1)  geniigt,  deren  Koeffi- 
zienten rationale  Funktionen  von  /  sind.  Eine  solche  Gleicbung 
nennt  man  eine  GALOissche  Resolvente  des  speziellen  Teilungsproblems, 
wenn  die  fji(n)  Werte  von  ip  alle  voneinander  verschieden  sind. 

Es  kann  aber  aucb  vorkommen,  daB  von  den  fi(n)  Werten,  die 
durch  die  Vertauschungen  der  Monodromiegruppe  des  Teilungs- 
problems aus  ip  hervorgehen,  mehrere,  sagen  wir  etwa  v,  einander 
gleich  werden,  und  zwar  fur  beliebige  Werte  von  r.  Aus  I,  §  66,  IV 
folgt  dann,  daB  die  fx{n)  Werte  von  \p  zu  je  v  einander  gleich 
werden,  daB  also  v  ein  Teiler  von  fx  (n)  ist  und  daB  ip  bei  den  Opera- 
tionen  der  Monodromiegruppe  in  nur  \x\v  verschiedene  Werte  iiber- 
gefiihrt  wird.  Wieder  sind  die  symmetrischen  Funktionen  dieser 
fijv  Werte  rationale  Funktionen  von  /;  ip  geniigt  also  in  diesem 
Falle  einer  Gleichung  des  Grades  [a/v,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  von  J  sind.  Auch  diese  Gleichung  bezeichnet  man  als 
eine  Resolvente  des  Teilungsproblems. 

Die  v  Operationen  der  Monodromiegruppe,  bei  denen  der  ein- 
zelne  Wert  ip  sich  nicht  andert,  bilden  notwendig  eine  Gruppe 
(I,  §  18,  6),  eine  Untergruppe  der  Monodromiegruppe  von  der  Ord- 
nung  v  und  dem  Index  ixjv.  Die  Gruppen,  die  in  dieser  Weise  zu 
den  verschiedenen  Werten  von  ip  gehoren,  sind  im  allgemeinen  von- 
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einander  verschieden,  aber  innerhalb  der  Monodromiegruppe  des 
Teilungsproblems  untereinander  gleichberechtigt. 

Umgekehrt  werden  wir  Eesolventen  des  speziellen  Teilungs- 
problems erhalten,  wenn  wir  Untergruppen  seiner  Monodromiegruppe 
bestimmen  und  zu  jeder  solchen  Untergruppe  Funktionen  suchen, 
die  gerade  bei  ihr  unverandert  bleiben.  Von  solchen  Untergruppen 
seien  die  folgenden  aufgefiihrt: 

1.  Eine  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Substitutionen, 
fur  welche 

1)  «  =       /?=,0,    <?=1    (mod.  n) 

ist.  Die  Anzabl  der  Operationen  dieser  Untergruppe  betragt  n,  ent- 
sprechend  den  n  noch  moglichen  Werten  von  y.  Eine  Funktion  ip, 
die  bei  diesen,  und  nur  bei  diesen  Operationen  ungeandert  bleibt, 
ist  der  Teilwert  f10  selbst;  die  zu  dieser  Untergruppe  gehb'rige  Resol- 
ventengleichung  ist  also  die  spezielle  Teilungsgleichung  selbst.  Als  Grad 
dieser  Gleichung  finden  wir  hier  \{n2  —  1),  wahrend  wir  in  §  104 
n2  —  1  gefunden  baben;  das  erklart  sich  folgendermafien:  Aus  pu, 
pu,  g2,  g3  konnen  wir  keine  ungerade  Funktion  rational  zusammen- 
setzen,  die  nur  vom  ~Pevio&QiLverhaltnis  abhangig  ware;  denn  pu  ist 
die  einzige  ungerade  Funktion  unter  ihnen.  Es  ist  also  bei  den- 
jenigen Funktionen,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  notwendig 
f\  ^  =  f_x  die  Anzahl  der  verschiedenen  unter  ihnen  reduziert 
sich  daher  auf  \  (n2  —  1). 

2.  Eine  zweite  Untergruppe  wird  gebildet  von  denjenigen  Sub- 
stitutionen, die  die  n  —  1  Teilwerte : 

2)  fio>  /20?  •  •  •  /n-1,0 

nur  unter  sich  permutieren.  Sie  sind  charakterisiert  durch  die 
Kongruenz : 

3)  0  =  0    (mod.  n). 

Ihre  Anzahl  bestimmt  sich  folgendermaBen:  Aus  (3)  und  §  104,  (13) 
folgt: 

4)  a  d  =  1    (mod.  n). 

Diese  Kongruenz  kann  (n  immer  als  Primzahl  vorausgesetzt)  be- 
friedigt  werden,  indem  man  dem  a  einen  beliebigen  zu  n  inkon- 
gruenten  Wert  beilegt  und  dann  S  dazu  bestimmt;  (3  bleibt  ganz 
beliebig.  Man  erhalt  so  n(n—l)  Losungen  der  vorgelegten  Kon- 
gruenz; von  diesen  geben  aber  bei  ungeradem  n  je  zwei  dieselbe 
Modulsubstitution.  Die  Ordnung  dieser  Untergruppe  betragt  also 
\n(n—  1),  ihr  Index  folglich  n  +  1.    Daraus  folgt: 
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Die  symmetrischen  Funktionen  der  n  —  1  Teilwerte  (2)  genugen 
Gleichungen  der  Ordnung  n  +  i,  der  en  Koeffizienten  rationale  Funk- 
tionen von  J  sind. 

Wir  werden  dieser  Untergruppe  im  nachsten  Paragraphen  von 
einer  andern  Seite  her  wieder  begegnen. 


§  106.   Das  spezielle  Transformationsproblem. 

Im  VIII.  Abschnitt  haben  wir  die  lineare  Periodentransformation, 
d.  h.  den  Ubergang  von  wl  und  co3  zu: 

1  »3  =  7  wi  +  d  co3 

mit  der  Bedingung: 

2)  a.$-py  =  l 

untersucht.  Jetzt  wollen  wir  die  Frage  behandeln:  welche  Beziehung 
haben  die  Modulfunktionen  von  t,  insbesondere  J  (r),  zu  denjenigen  von  r, 
wenn  an  die  Stelle  der  Bedingung  (2 )  die  andere  tritt: 

3)  a  d  —  (3  y  =  n, 

unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden? 

Zu  diesem  Zweck  miissen  wir  vor  allem  zusehen,  welchen  Ein- 
fluB  auf  diese  Funktionen  eine  lineare  Transformation  der  urspriing- 
lichen Perioden  hat;  wir  wollen  zu  diesem  Zweck  zunachst  den 
speziellen  Fall:    a=l,    (3  =  y  =  0,    S  =  n,  also: 

4)  co1  =  co1}     co3  =  n  co3,     r  =  nr 

ins  Auge  fassen.  Uben  wir  auf  die  urspriinglichen  Perioden  die 
lineare  Transformation : 

I a*/  =  a  co1  +  (2  ft>3 , 
(aS-(3y=,l) 

aus,  so  treten  an  Stelle  der  a  neue  transformierte  Perioden: 

a>3  =  nco3  =  ny  cox  +  n  d  co3  =  nyco:  -f  S  co3 . 

Dieses  Periodensystem  ist  dann,  und  nur  dann  zu  w3)  Equi- 
valent, wenn  /?  durch  n  teilbar  ist.    Daraus  folgt: 
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I.  Der  transformierte  Ifert  der  Invariante  J,  J(nr)  bleibt  un- 
gedndert  bei  alien  denjenigen  Modulsubstitutionen,  fur  die 

7)  fi  =  'l    (mod.  n) 

ist. 

Diese  Modulsubstitutionen  bilden,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen  gesehen  haben,  in  der  Modulgruppe  eine  Untergruppe  vom 
Index  n  +  1.  Andererseits  folgt  aus  den  entsprechenden  Eigen- 
schaften  von  «7(t),  daB  J(nr)  im  Innern  der  positiven  Halbebene 
iiberall  regular  ist  und  einem  bestimmten  Grenzwert  sich  nahert 
oder  bestimmt  unendlich  wird,  wenn  r  innerhalb  eines  Dreiecks  der 
Fig.  44  (p.  230)  verbleibend  sich  der  Axe  der  reellen  ZaKlen  un- 
begrenzt  nahert.    Also  ergiebt  sich  aus  §  97  am  Ende: 

II.  J(nr)  genugt  einer  algebraischen  Gleichung  des  Grades  n  +  /, 
der  en  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J (r)  sind. 

Man  bezeichnet  diese  Gleichung  wohl  als  ^Modular gleichung 
erster  Stufe."  Ihre  iibrigen  Wurzeln  sind  die  Werte,  die  aus  J  (n  r) 
durch  Anvvendung  von  Modulsubstitutionen  auf  r  hervorgehen,  die 
der  Bedingung  (7)  nicht  geniigen;  also  allgemein  die  Werte: 

'(•my 

Aus  Satz  II  geht  hervor,  daB  unter  diesen  Werten  gerade  n  +  1 
verschieden  sind.  In  der  That:  ist  ft  durch  n  teilbar,  etwa  gleich 
/?x  n,  so  ist 

f  +  dx           n  y  +  d  .  n  x 

a  -f-  $x  a  +  ^  .  n  x 

mit  nr  Equivalent.  Ist  aber  /?  nicht  durch  n  teilbar,  so  bestimme 
man  die  Zahl  aY  so,  daB 

a  =  aY  ft  -f  \  71 

wird.    Dann  ist: 

v  —  o«1  +  no  

y  -h  ox    n 

r  n 

mit  T  +      Equivalent,  indem  die  Determinante 

kx  .  n  8  —  (y  —  d      .  /9  =  a  8  —  @  y  =  1 
ist.    Andererseits  sind  von  den  n  -f  1  Werten: 

Qx  x  x  +  1  r  +  2  t  +  ??  —  1 
O)  n  T,     —  i   ,   ,  .  .  .  .  

n  n  n  n 

Burkhakdt,  Funktionen.    II.  17 


258 


fur  allgemeine  Werte  von  r  keine  zwei  Equivalent;  wir  konnen 
daher  sagen: 

III.  Die  n  +  1  Wurzeln  der  Modulargleichimg  erster  Stufe  sind: 
9)  ,(„),  J(^),.-.S(^). 

Daraus,  da6  die  beiden  erstgenannten  GroBen  Wurzeln  einer 
und  derselben  Gleichung  mit  in  J{r)  rationalen  Koeffizienten  sind, 
ergiebt  sich  nocb  eine  merkwiirdige  Eigenschaft  dieser  Gleichung. 
Ersetzt  man  namlich  r  durch  r/n,  so  geht  J(nr)  in  J(t)  und  J(t) 

in  J  j^j  iiber;  daraus  folgt: 

IV.  Die  Modular  gleichung  bleibt  ungedndert,  wenn  man  J (r)  und 
J  (n  t)  vertausckt. 

Die  Modulargleichung  erster  Stufe  ist  iibrigens  schon  bei  den 
kleinsten  Werten  von  n  ziemlich  wenig  iibersichtlich ;  es  liegt  das 
daran,  daB  schon  bei  diesen  Werten  J(nr)  nicht  Hauptmodul  fiir 
die  durch  die  Kongruenz  (7)  definierte  Untergruppe  der  Modul- 
gruppe  ist. 

Im  Falle  u  =  2  konnen  wir  iibrigens  die  transformierten  Werte 
von  t  sehr  einfach  durch  bereits  friiher  eingefuhrte  GroBen  aus- 
driicken.  Fiir  jedes  n  ist  namlich  die  durch  (7)  definierte  Unter- 
gruppe in  der '  Hauptkongruenzgruppe  rcier  Stufe  enthalten.  Gehort 
also  zu  dieser  Gruppe  ein  Hauptmodul,  so  laBt  sich  J(?ir)  rational 
durch  ihn  ausdriicken;  das  Gleiche  gilt  von  den  iibrigen  Werten  (9), 
da  die  Hauptkongruenzgruppe  nter  Stufe  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe der  Modulgruppe  ist.    Fiir  n  =  2  haben  wir  gesehen,  daB 

X(t)  Hauptmodul  ist;  also  sind  J(2r),  1  ^" T  j  rationale 

Funktionen  von  l{r).  Um  diese  rationalen  Funktionen  wirklich 
aufzustellen,  beachten  wir  zunachst,  daB  jede  dieser  Funktionen 
auch  noch  bei  gewissen  Modulsubstitutionen  ungeandert  bleibt,  bei 
denen  l(r)  seinen  Wert  andert.  J(2r)  z.  B.  bleibt  ungeandert, 
wenn  man  r  durch  r  +  1  ersetzt;  dabei  geht  I  nach  §  96  iiber  in 

Y~Y'  daraus  folgt,  daB  J{2r)  eine  symmetrische  Funktion  von  A 
und  ^--y  ?  d.  h.  eine  rationale  Funktion  von 

A  +   —  =  -.  —     und  l- 


I -I       I  -  1  I  -  1       I -l 

ist. 

Um  sie  weiter  zu  bestimmen,  gehen  wir  davon  aus,  daB  / (2  r) 
im  Innern  des  Fundamentalbereichs  von  X  nirgends  unendlich  wird, 
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wohl  aber  in  seinen  Ecken.  In  der  Unigebung  von  r  =  zoo  wird 
nach  §  82,  (15): 

A(t)  =  16A(1  -  8h  +  44 h2  +  ..  -), 

also 

8  (1-8A  + 44  *»  +  ..)» 
a- -450  A    i-ie  A +128**  +  .. 

=  -  256/i2(l  -  16 /i  +  152  A*  +  ..)(1  +  16  7*  +  128  /<2  +  . .) 

=  -  256A2{l  +0.A+ 24A2-j-..}, 

ferner  nach  §  96,  (4): 

=  w  {^k 7t " 2 + 16  h + 104 A2>  -  ie  h~ 1  ^  + 8  *>  + 3  +  •  •} 

also: 


64  .27 

andererseits  wird  dort 

«-2  =  ^/'-4|l  -48/i»+  ...} 

In  der  Umgebung  von  a  =  0  nndet  also  eine  Entwicklung  statt, 
deren  Anfangsglieder  sind: 

10)  /(2T)  =  ^(a-2-|ra-i  +  ..). 

Um  das  Verhalten  in   der  Umgebung  von  r  =  0  zu  unter- 

71  i 

suchen,  setzen  wir  hj  —  e  7  ;  wir  haben  dann  nach  §  82,  (16) 
und  §  96,  (4): 

1  _  X(r)  =  16^(1  -8^  +  44^2  +  ..) 
1{t)  =  1  _  Uhx  +  128 /^2  +  .  ., 

(1  -  16^  +  128  V  +  ••)' 
-  16^(1  —  8/ix  +  44V  +  ."J 

= -  h 1(1  -  32Ai + 512Ai2 •  + 8/*i + 20Ai2 + •  -} 

17* 
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In  der  Umgebung  von  a  =  oo  lautet  also  die  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  a  mit  fallenden  Exponenten 

11)  •    ^*)--lfe«+T+"  . 

Endlich  setzen  wir:  A2  =  e71*'^  +    =  —  h\  dann  kommt: 

Z2  =         =  -16A(l  +  8A  +  44-Aa  +  ..), 
A  =     7**  1  =  16A(1  +8A  +  44A2+  ..)  (1  +  16^+  128 A2  + 

—    A2    +  1 

=  16  A(l  +  8.A  +  44A2  +  . .)  (1  -  16 A  +  128 A8  +  . .) 

=  16A(1  -8A  +  44A2+  .,), 

a  =  -  256Aa{l  +  24 A2  +  ..}, 

iibereinstimmend  mit  dem  oben  gefundenen  Werte. 

Es  ist  also  / (2  t)  eine  rationale  Funktion  von  a,  die  fur  a  ==  0 
von  der  zweiten,  fur  a  =  oo  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  grofi 
wird,  sonst  iiberall  endlich  bleibt.  Die  angegebenen  Anfangsglieder 
der  Eeihenentwicklung  geben  den  Ausdruck: 

Tie\  \  _  -  ft3  +  3.2*  a2  -  3.28a  +  212  _    (-  a  +  16)3 
^     '  ~~  108  a2  "~        108  a2 

Aus   diesem  Ausdruck  erhalt  man  die  Formeln  fur  J  ^—^j  und 

/  ^  *  T  j ,  wenn  man  bezw.  die  Substitutionen  I7  und  27  #  anwendet; 

dabei  geht  a  nach  §  96  bezw.  liber  in: 

(l  -  if  (l  -  A)» 

1  —  A  —  1  A 

und: 

A~ 2  1 

C  ~    X-1  -1     ~~     JL(jl  -  1) 


§  107.   Transformation  von  Funktionen  hoherer  Stufe. 

Sei  z{t)  eine  Modulfunktion  mter  Stufe;  mit  andern  Worten, 
die  Untergruppe  der  Modulgruppe,  bei  deren  Operationen  z(r) 
ungeandert  bleibt,  sei  durch  Kpngruenzen  modulo  m  definiert.  Wie 
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wir  in  §  101  gesehen  haben,  besteht  dann  zwischen  z  und  J(r)  eine 
algebraische  Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  z  gleich  fx  ist; 
ihren  Grad  in  Bezug  auf  J  nermen  wir  v  und  schreiben  sie: 

1)  g{z,  J)  =0. 
Durch  die  Transformation  nieT  Ordnung: 

2)  r  =  : —  ,     [ad  —  be  =  n) 

1  a  +  ot       v  ' 

entsteht  aus  z(t)  eine  transformierte  Funktion: 

3)  z(t)  =  J(r), 

die  ebenfalls  eine  Modulfunktion  ist;  zwischen  ihr  und  J  besteht 
ganz  ebenso  die  Gleichung: 

4)  j)  =  0. 

Andererseits  besteht  nach  §  106,  II  und  IV  zwischen  /  und  /  eine 
Gleichung: 

/n  +  1,  raj^lx 

5)  H\J,  /j=0; 

durch  Elimination  von  /  aus  (4)  und  (5)  erhalt  man  eine  Gleichung: 

6)  /)  =  0, 

die  in  'z  vom  Grade  \i{n  +  1),  in  J  vom  Grade  v[n  +  1)  ist.  Eli- 
miniert  man  noch  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (1)  das  «/, 
so  erhalt  man  eine  Gleichung  hoheren  Grades,  die  jeden  der  fji  Werte 
von  z  mit  jedem  der  [i(n  +  1)  Werte  von  z~  verkniipft.  In  beson- 
deren  Fallen  zerfallen  aber  diese  letzteren  in  \k  Systeme  von  je 
n  +  1  von  der  Beschaffenheit,  da6  die  Werte  eines  jeden  solchen 
Systems  Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Koeffizienten  rationale 
Funktionen  eines  bestimmten  z  sind.  Eine  solche  Gleichung  nennt 
man  eine  Modular  gleichung. 

Urn  hieriiber  noch  einige  nahere  Angaben  machen  zu  konnen, 
bestimmen  wir  die  Gruppe  eines  der  transformierten  z  -Werte,  z.  B. 
die  von  z(nr).    Soil  die  Substitution: 

t>  =  r  +  8x 

diesen  Wert  in  sich  iiberfuhren,  so  muB 

7)  jit  =  1  

a  -f-  —  m 
n 
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mit  nr  relativ  zu  der  Gruppe  von  z  aquivalent  sein.  Es  inuB 
also  (t/n  eine  ganze  Zahl,  d.  h. 

8)  0  =  0    (mod.  n) 

sein;  und  auBerdem  miissen  die  vier  ganzen  Zahlen: 

9)  a,  ny,  S 

den  Bedingungen  geniigen,  durch  die  die  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe       charakterisiert  sind.    Mit  andern  Worten: 

I.  Die  Gruppe  T%  von  z(nr)  ist  die  grofite  gemeinsame  Unter- 
gruppe der  durch  die  Kongruenz,  (8)  definierten  Untergruppe  JTn  +  i 
(§  106,  I)  und  derjenigen  Gruppe  ,  die  aus  der  Gruppe  von  z(r) 
entsteht,  indem  man  /?  und  y  durch  fijn  und  ny  ersetzt. 

Diese  Gruppe  T'^  selbst  ist  an  und  fur  sich  nicht  in  der  Modul- 
gruppe  enthalten;  aber  die  ibr  mit  rn  +  1  gemeinsame  Untergruppe 
gebort  der  Modulgruppe  an. 

Ist  speziell  durch  Kongruenzen  nach  einem  Modul  m  definiert, 
der  zu  n  relativ  prim  ist,  so  sind  die  beiden  Bedingungssysteme  (8) 
und  (9)  ganz  unabbangig  voneinander  und  konnen  durch  ein  ein- 
ziges  Bedingungssystem  modulo  mn  ersetzt  werden.  Mit  andern 
Worten,  es  gilt  der  Satz: 

II.  Ist  m  relativ  prim  zu  n,  so  fuhrt  Transformation  nter  Ordnung 
einer  Modulfunktion  mtcr  Stufe  auf  eine  Modulfunktion  mnter  Stufe. 

Man  kann  dann  auch  leicht  aus  einem  B-eprasentantensystem  K 
von  (§  99,  I)  ein  solches  fiir  rx  ableiten.  Man  kann  namlich  zu 
jeder  Modulsubstitution  V(t)  von  K  eine  Modulsubstitution  V  {r)  an- 
geben,  deren  Koeffizienten  sich  aus  denjenigen  von  V{r)  durch  die 
Kongruenzen  bestimmen: 

10)  a  —  a,    n^  =  0,    y'  =  ny,    S'  =  S    (mod.  m). 

Dann  kann  man  eine  Modulsubstitution  v(r)  bilden,  die  modulo  m 
zu  V'{t),  modulo  n  aber  zu  irgend  einer  andern  Modulsubstitution  w{r) 
kongruent  ist.  Nimmt  man  dabei  fiir  w(r)  der  Keihe  nach  die 
samtlichen  Substitutionen  eines  Reprasentantensystems  der  jT„  + 1, 
so  erhalt  man  die  fx(n  +  1)  Substitutionen  eines  Reprasentanten- 
systems der  rv  Die  fi(n  +  1)  Werte,  die  durch  diese  Substitutionen 
aus  z{nr)  hervorgehen,  miissen  dann  samtlich  derselben  Gleichung  (6) 
geniigen,  wie  aus  I,  §  66,  IV  folgt;  denn  /  bleibt  bei  alien  diesen 
Substitutionen  ungeandert. 

Wenn  wir  aber  nicht  nur  J(r),  sondern  auch  z(r)  als  gegeben 
ansehen,  so  diirfen  wir  nur  solche  Substitutionen  in  Betracht  ziehen, 
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die  der  Untergruppe  F^  angehoren;  wir  miissen  also  statt  der 
Gruppe  r'p  die  groBte  gemeinsame  Untergruppe  von  F^  und  in 
die  vorhergehenden  Uberlegungen  einfiihren.  Dabei  konnen  sehr 
verschiedene  Moglichkeiten  eintreten;  am  einfachsten  gestaltet  sich 
die  Sache,  wenn 

11)  n  =  1    (mod.  m) 

und  auBerdem  F^  die  Hauptkongruenzuntergruppe  mter  Stufe  (§  103) 
ist.  Denn  dann  wird  (vgl.  10)  mit  F^  modulo  m  identisch,  also 
die  gemeinsame  Untergruppe  von  Fn  +  1  und  F^  mit  der  von  Fn  +  1 
und  Fp.  F%  ist  also  in  diesem  Falle  selbst  Untergruppe  von  Fu, 
und  zwar  Untergruppe  vom  Index  n  +  1.  Man  erhalt  dann  ein 
Reprasentantensystem  von  Fx  innerhalb  F^,  wenn  man  jede  Sub- 
stitution eines  Keprasentanten  systems  der  Fn  +  1  durch  eine  modulo  n 
zu  ihr,  modulo  m  zur  Identitat  kongruente  ersetzt.  Die  symmetri- 
schen  Funktionen  der  n  +  1  Werte,  die  aus  z{nr)  durch  die  Sub- 
stitutionen  dieses  Reprasentantensystems  hervorgehen,  sind  dann 
zu  F^  gehorige  Modulfunktionen;  also  rationale  Funktionen  von  z, 
wenn  z  Hauptmodul  (§  101)  ist.    Demnach  gilt  der  Satz: 

III.  Eine  Modulargleichung  existiert  insbesondere  dann,  wenn  z 
Hauptmodul  m ttr  Stufe  und  der  Transformationsgrad  n  =  l( mod.  m )  ist 

Z.  B.  existieren  Modulargleichungen  zwischen  l(nr)  und  l(r) 
fur  jeden  ungeraden  Transformationsgrad. 


§  108.   Transformation  zweiten  Grades  der  Modulfunktionen 
zweiter  Stufe. 

Ist  der  Transformationsgrad  n  nicht  relativ  prim  zu  der  Stufen- 
zahl  m  der  zu  transformierenden  Funktionen,  so  ist  eine  grofie 
Mannigfaltigkeit  verschiedener  Falle  zu  unterscheiden.  Wir  wollen 
uns  daher  mit  der  Untersuchung  eines  besonders  wichtigen  Falles 
begniigen. 

Das  Doppelverhaltnis  I  bleibt,  wie  wir  §  94,  IV,  VII  geseben 
haben,  bei  denjenigen  Modulsubstitutionen  invariant,  die  modulo  2 
zur  Identitat  kongruent  sind.    Soil  also  die  Substitution 

1)  *'  =  i:±4L    Oder    2t'=  ''^i'V 

den  transformierten  Wert  l{2r)  in  sich  iiberfiihren,  so  muB  /?  gerade 
sein,  und  auBerdem  muB  die  Substitution  (cc,  2y,  d)  mod.  2  zur 
Identitat  kongruent  sein;  mit  andern  Worten: 
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I.  Die  Gruppe  der  Funktion  l(2r)  besteht  aus  denjenigen  Modul- 
substitutionen,  die  den  Kongruenzen: 

2)  a  =  S=  \    (mod.  2),      ft  =  0    (mod.  4) 

genugen;  X(2r)  ist  also  eine  Modulfunktion  vierter  Stufe. 

Wir  miissen  zunachst  den  Index  dieser  Untergruppe  bestimmen. 
Zu  diesem  Zweck  fragen  wir  vor  allem,  wieviele  mod.  4  verschiedene 
Modulsubstitutionen  es  giebt,  und  dann,  wieviele  unter  ihnen  den 
Bedingungen  (2)  genugen. 

Seien  cc,  ft  irgend  zwei  Zahlen,  die  nur  nicht  beide  gerade 
sein  diirfen,  so  kann  man  zu  ihnen  stets  zwei  andere  y,  8  so  be- 
stimmen, daB 

3)  ccS-py=l    (mod.  4) 

wird;  und  das  allgemeinste  Losungssystem  dieser  Kongruenz  ergiebt 
sich  aus  irgend  einem  speziellen  in  der  Form: 

4)  r  =  To  +  at,     $=§0  +  ftt. 

Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Paare  von  Zahlen  cc,  ft,  die 
nicht  beide  gerade  sind,  betragt  12;  nimmt  man  namlich  cc  =  1 
oder  a  =  3,  so  kann  man  ft  =  0,  1,  2,  3  setzen  (8  Moglichkeiten); 
nimmt  man  aber  cc  =  0  oder  a  =  2,  so  sind  nur  ft  =  1  und  ft  =  3 
zulassig  (4  Moglichkeiten).  Zu  jedem  dieser  12  Paare  (cc,  ft)  liefern 
die  Gleichungen  (4)  4  Paare  (/,  8),  wenn  man  der  Reihe  nach 
t  =  0,  1,  2,  3  setzt;  und  diese  sincl  inkongruent,  da  a  und  ft  nicht 
beide  gerade  sind.  Also  erhalten  wir  im  ganzen  12.4  =  48  ver- 
schiedene Losungen  der  Kongruenz  (3).  Aus  jeder  dieser  Losungen 
laBt  sich  eine  zu  ihr  kongruente  Losung  der  Gleichung: 

5)  a  8'  -  ft'y'  =  1 
durch  die  Formeln  ableiten  (vgl.  §  104,  13):  . 

6)  cc=cc,    ftf  =  ft+U,    y'  =  y  +  4c,   ^  =  ^  +  4^. 

cc  und  ft  konnen  namlich  nicht  beide  gerade  sein;  infolgedessen 
konnen  wir  b  so  bestimmen,  daB  ft'  zu  d  relativ  prim  wird.  Setzen 
wir  dann 

a'  8-  ft'y  =  1  +  4e 
und  bestimmen,  was  dann  stets  moglich  ist,  c  und  d  so,  daB: 

cc  d  —  ft'  c  =  —  e 
wird,  so  erfullen  die  Werte  (6)  die  Gleichung  (5). 
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Von  den  so  gefundenen  48  modulo  4  verschiedenen  Klassen 
von  Losungssystemen  der  Gleichung  (1)  geben  zwei  solche,  und  nur 
zwei  solche,  die  sich  nur  durch  die  Vorzeichen  samtlicher  vier 
GroBen  unterscheiden,  dieselbe  Modulsubstitution ;  wir  erhalten  also 
den  Satz: 

II.  Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  Modul- 
substitutionen  betragt  24. 

Wollen  wir  aus  diesen  nur  diejenigen  herausgreifen ,  die  den 
Bedingungen  (2)  geniigen,  so  haben  wir  statt  der  oben  abgezahlten 
12  Paare  von  Zahlen  [a,  /?)  nur  die  beiden  (1,0)  und  (3,0)  zu  beruck- 
sichtigen.  Soil  dann  die  Kongruenz  (3)  bestehen,  so  muB  im  ersten 
Falle  S  =  1,  im  zweiten  £=3  (mod.  4)  sein;  die  Kongruenz  S  =  1 
(mod.  2)  ist  also  in  jedem  Falle  erfiillt  und  es  sind  fur  t  alle  vier 
Werte  zulassig.  Wir  erhalten  also  8  modulo  4  verschiedene  Zahlen- 
quadrupel,  die  den  Kongruenzen  (2)  und  (3)  gleichzeitig  geniigen 
und  folglich  4  modulo  4  verschiedene  Klassen  von  Modulsubstitutionen, 
die  X(2t)  in  sich  iiberfiihren.    Hieraus  und  aus  Satz  II  folgt: 

III.  Der  Index  der  Gruppe  von  l(2r)  inner halb  der  Gruppe 
samtlicher  Modulsubstitutionen  betragt  6. 

Daraus  folgt  (§  101),  daB  l(2r)  einer  Gleichung  sechsten  Grades 
geniigt,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  J(t)  sind.1 

Sehen  wir  aber  neben  J(r)  auch  noch  A(t)  als  bekannt  an,  so 
erhalten  wir  eine  Gleichung  niedrigeren  Grades.  Die  Gruppe  von 
I  (2  t)  ist  namlich,  wie  aus  ihrer  Definition  durch  die  Kongruenzen  (2) 
bervorgeht,  eine  Untergruppe  der  Gruppe  von  X(t);  es  kommt  also 
nur  noch  darauf  an,  ihren  Index  innerhalb  dieser  letzteren  zu  be- 
stimmen.  Dazu  bestimmen  wir  wieder  zunachst  die  Anzahl  der 
modulo  4  verschiedenen  Substitutionen ,  die  modulo  2  zur  Identitat 
kongruent  sind.  Das  geschieht  auf  demselben  Wege,  auf  dem  oben 
Satz  II  abgeleitet  worden  ist;  der  Unterschied  ist  nur,  daB  jetzt 
von  den  oben  bestimmten  Zahlenpaaren  (a,  /?)  nur  4,  namlich  (1,  0), 
(1,  2),  (3,  0),  (3,  2)  zulassig  sind,  und  daB  t  nur  die  beiden  Werte  0 
und  2  annehmen  darf.  Da  auch  hier  je  zwei  Losungssysteme  die- 
selbe Modulsubstitution  geben,  so  sehen  wir: 

1  Die  iibrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 
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IV.  Die  Anzahl  der  modulo  4  verschiedenen  Klassen  von  modulo  2 
zur  Identitat  kongruenten  Modulsubstitutionen  betragt  4. 

Als  Reprasentanten  dieser  4  Klassen  kann  man  z.  B.  die  4  Sub- 
stitutionen  betrachten,  die  t  bezw.  durch: 

t  .   0        2  +  5r 


1  +  2t  '  '      '      1  +  2i 

ersetzen. 

Von  diesen  vier  Klassen  geniigen  zwei,  namlich  die  durch  r 
und  r  +  2  reprasentierten,  den  Bedingungen  (2);  daraus  folgt: 

V.  Der  Index  der  Gruppe  von  X(2r)  innerhalb  der  Gruppe  von 
X(r)  ist  gleich  2. 

In  der  That  uberzeugt  man  sich  direkt,  etwa  mit  Hilfe  des 
Satzes  V  von  §  94,  dafi  bei  jeder  modulo  2  zur  Identitat  kon- 
gruenten Modulsubstitution  die  beiden  Werte: 

X(2t)  =  X(2r  +  4) 

und: 

entweder  jeder  fur  sich  ungeandert  bleiben  oder  unter  sich  ver- 
tauscht  werden.    Daraus  folgt  wegen  §  95: 

VI.  Die  beiden  Funktionen  X(2r)  und  Xi — — — )  sind  Wurzeln 

v     '  \  1  +  2t  ) 

einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von  X(r)  sind. 

Es  existiert  also  auch  in  diesem  Falle  eine  Modular  gleichung 
der  in  §  107  bezeichneten  Art. 


§  109.   Explicite  Aufstellung  der  Modulargleichung  fur  die  qua- 
dratische  Transformation  von  X(t). 

Der  letzte  Satz  des  vorigen  Paragraphen  wiirde  bereits  zur  ex- 
pliciten  Aufstellung  der  Modulargleichung  ausreichen:  wir  wiirden 
nur  noch  notig  haben,  die  symmetrischen  Funktionen  (Summe  und 

Produkt)  von  X  (2  r)  und  X  ^  1  ^2 1 )  ^urcn  *nre  ^°^e  un(^  NuUpunkte 
oder  Eesiduen  zu  charakterisieren. 

Wir  gelangen  aber  mit  weniger  Aufwand  von  Rechnung  zum 
Ziele,  wenn  wir  noch  weitere  Eigenschaften  der  Modulargleichung 
mit  herbeiziehen.  Zunachst: 
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I.  Neben  die  Gleichung: 

1)  /;(A(r),  *(2r))=0 

treten  zicei  analog  abzuleitende  (vgl.  audi  §  106,  III): 

2)  /i(l(T),    !'(!-))  =0, 

Ersetzt  man  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen  r  durch  2r,  so 
geht  sie  iiber  in: 

4)  /2(M2r),  A(r))=0. 

Da  zwischen  A(r)  und  l(2r)  keine  Gleichung  von  niedrigerem  Grade 
bestehen  kann,  so  niuB  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  sein. 
Daraus  folgt": 

II.  Das  Polynom  fx  (x,  y)  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
mit  f2  (y}  x)  identisch  und  folglich  auch  in  Bezug  auf  x  vom  zweiten 
Grade. 

Ferner  folgt  aus  §  108,  VI  und  §  96,  (2): 

III.  Ist  y  =  X(2t)  eine  Wurzel  der  Gleichung  f  \(x}  y)  =  0,  so  ist 
/L  ^  ^  ^2  j  =  *  -  die  andere;  das  Polynom  fx  ist  also  rucksichtlich  y 
reciprok. 

Ersetzt  man  ferner  r  durch  1  -f-  r,  so  geht  x  =  l(r)  nach 

x  1 
§  96,  I  iiber  in   1  —  x  also  in  ,  y  bleibt  ungeandert; 

X  —  1  1  —  X 

daraus  folgt: 

IV.  Fuhrt  man,  statt  x}  1  —  x  —  |  ein,  so  erhalt  man  aus  f  \  (x,  y ) 
ein  Polynom  (p1  (£,  y),  das  auch  in  Bezug  auf  |  reciprok  ist,  also  die 
Gestalt  hat: 

5)  (^f2  +  B$  +  A)f  +  (Ci"  +  -0|  +  C)y  +  [A?  +  £§  +  A). 

Weiteren  AufschluB  erhalt  man  durch  Bestimmung  des  Ver- 
haltens  von  g  und  y  in  den  Ecken  des  Fundamentaibereichs 
von  I  (§  93): 

2  T 

Fur  r  =  i oo  wird  x  =  0,  f  =  1 ,  2t  =  ice,  -   =  1 ,  also 

1  ~j~  2  x 

ein  Wert  von  y  =  0,  der  andere  =  oo;  daraus  folgt: 

6)  A  +  B  +  A  =  0. 
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Fiir  r  =  0  wird  *  =  1,  g  =  0,  2r  =  0,  y^Tc  =  °'  also  beide 
Werte  von  y  =  1 ;  daraus  folgt: 

7)  C=-2A. 

Fiir  t  =  1  wird  x  =  oo,  |  =  oo,   -     ^   aquiv.  2t  =  2,  also 

beide  Werte  von  y  =  1 ;  das  giebt  nichts  Neues. 
Die  Gleichung  (1)  hat  also  die  Form: 

8)  A(i-  \f  {y  -  If  +  (J)-4  A)$y  =  0. 

Das  einzige  hier  noch  unbekannte  Koeffizientenverhaltnis  D :  A  be- 
stimmen  wir,  indem  wir  an  einer  der  genannten  Stellen  noch  die 
Art  des  Unendlichwerdens  herbeiziehen.  Wir  brauchten  dazu  nur 
je  den  ersten  Koeffizienten  der  betr.  Reihenentwicklungen ,  wollen 
aber  doch  die  drei  ersten  Koeffizienten  berechnen,  urn  die  vorher- 
gehenden  Uberlegimgen  wenigstens  teilweise  zu  verifizieren.  Wir 
haben  nach  §  82,  (16)  (vgl.  auch  §  106): 

£  =  1  —  16  A  +  128  h2  +  .  ., 

y  =        16  h2  -  128  A4  +  .  ., 

(|  -  l)2  =  256A2{1  -  16A  +  152A2  +  .  .}, 

(y-  1)2=  1  -32A2  +  ... 

(|  -  l)2(y  -  l)2  =  256A2(1  -  16 h  +  120 h2  +  .  .), 

gy  =  16A2(1  -  16  A  +  120  A2  +  .  .). 

Gleichung  (8)  ist  also  erfiillt,  wenn 

256  4  +  16(2) -44  =  0 

ist;  mit  andern  Worten: 

V.  Die  zwischen  g  =  1  —  l(r)  und  y  =  I  (2  r)  bestehende  Modular- 
gleichung  lautet: 

9)  (|_l)2(3/_l)2_16|y  =  0. 

Aus  ihr  erhalt  man  die  Modulargleichung  fiir  y1  =  I  ^-j ,  indem 

man  r  durch  ^  ersetzt;  dabei  geht  nach  §96(1)^  in  1  —  X(r)  =  g 

und  y  in   =  1  —  I         =  1  —  yx  iiber;  die  Modulargleichung 

fur  yl  =  A         lautet  also: 

10)  (*-l)<V-  16*(1  -*)-(>. 
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Lie  Modular  gleichung  fur  )J — Y~)  ernalt  man  wohl  am  be- 
quemsten,  wenn  man  in  der  eben  abgeleiteten  Gleichung  die  Sub- 
stitution S  vornimmt,  wodurch  x  in  l  ,  yY  m  3/2  =  ^  ( 1  \  *  ) 
iibergeht;  man  erhalt  so: 

11)  y22+  16*(1  -x)(l-g2)  =  0. 

§  110.   Berechnung  des  Periodenverhaltnisses  durch  iterierte 
Transformation. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  quadratischen  Transformation 
kann  man  zur  Berechnung  des  Periodenverhaltnisses  zu  einem  ge- 
gebenen  Werte  von  X  gelangen.    Man  kann  z.  B.  successive: 

1)  Ax  =  X{2t),    l2  =  /l(4r),  .  .  .  lv  =  A(2"t) 

berechnen,  solange  bis  man  in  §  82,  (16)  die  hoheren  Potenzen 
von  kv  bei  der  verlangten  (relativen)  Genauigkeit  gegeniiber  der 
ersten  vernachlassigen  kann;  dann  giebt  diese  Gleichung: 

2)  rrcz^logA-. 
Oder  man  berechnet  successive: 

solange  bis  man  in  der  aus  §  82,  (16)  durch  Anwendung  der  linearen 
Substitution  T,  hervorgehenden  Gleichung  die  hoheren  Potenzen  von 
1  —  I  _  v  vernachlassigen  kann ;  dann  erhalt  man : 

A.  2ni         1  -,       1  —  X—  v 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  muB  man  beach  ten,  welcher 
Wert  der  auftretenden  mehrdeutigen  Funktionen  jedesmal  zu  nehmen 
ist.  1st  der  gegebene  Wert  von  I  reell  und  zwischen  0  und  1  ge- 
legen  und  will  man  denjenigen  von  den  zugehorigen  Werten  von  r 
berechnen,  der  rein  imaginar  ist  (vgl.  §  93,  I),  so  ist  die  Ent- 
scheidung  einfach:  fur  jede  der  Grbfien  (1)  und  (2)  ist  derjenige  Wert 
zu  nehmen,  der  ein  reeller  positiver  echter  Bruch  ist  (es  giebt  jedes- 
mal nur  einen  solchen),  und  die  Logarithmen  in  (2)  und  (4)  sind 
reell  zu  nehmen. 

Die  erforderlichen  Rechnungen  nehmen  eine  elegante  Gestalt 
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an,  wenn  man  die  Modulargleichungen  nock  etwas  uniform t.  Aus 
§  109,  (9)  erhalt  man  z.  B.: 

(|-l)(^-l)  =  4l/|l/y 

oder: 

1-21/1 )^  +  |y='l  +  2l/|#  +  y 
und  daraus  durch  abermalige  Wurzelausziehung: 

oder: 

5) 

;  ^    - 1  + 

(In  dieser  Gleichung  ist  fur  0  <  g  <  1  der  positive  Wert  der 
Wurzel  zu  nehmen,  wenn  man  auch  fur  y  einen  echten  Bruch  er- 
lialten  will.) 

Eine  andere  aus  dieser  leicht  abzuleitende  Gestalt  der  Modular- 
gleichung  ist  die  folgende: 


2]/T 


6)  1/1  -  y 

(in  der  in  dem  bezeichneten  Falle  den  Wurzeln  ihr  Hauptwert 
(I,  §  63,  III)  beizulegen  ist,  wenn  man  den  Hauptwert  der  linken 
Seite  und  zugleich  einen  echt  gebrochenen  Wert  fur  sie  erhalten 
will).    Setzt  man  allgemein: 

7)  1  -A(2-r)  =  |„  =  ^V, 

so  kann  man  Gleichung  (6)  in  die  beiden  folgenden  spalten: 


8)  av  +  i  ==  °v  +  bv  y    bv  +  1  =  ]/avbv. 

Man  hat  also  aus  den  beiden  GroBen  a0  und  b0  (von  denen  die  eine 
ganz  willkiirlich  angenommen  werden  kann,  wahrend  die  andere 
dann  durch  sie  bestimmt  ist)  das  arithmetische  und  das  geometrische 
Mittel  zu  bilden,  dann  mit  diesen  beiden  Mittelwerten  ebenso  zu 
verfahren  u.  s.  w.,  bis  schlieBlich  der  Unterschied  der  beiden  Mittel 
unterhalb  der  verlangten  Genauigkeitsgrenze  fallt. 

Man  kann  durch  elementare  Schliisse  bestatigen,  daB  die  durch  (8) 
definierten  GroBen  av,  bv  mit  wachsendem  Index  v  gegen  eine  ge- 
meinsame  Grenze: 

9)  M(a0 ,  ^»0)  =  lim  av  =  lim  bv 
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konvergieren ;  man  neimt  diese  Grenze  das  arithmetuch - geometrische 
Mittel  von  a0  und  b0.  Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  auch  die  Perioden 
selbst  (nicht  bloB  ihr  Verhaltnis)  berechnen;  doch  wollen  wir  darauf 
nicht  naher  eingehen. 

Andererseits  gewinnt  man  auch  noch  eine  einfache  Formel, 
wenn  man  je  zwei  Schritte  der  ersten  Keihe  von  Transformationen 
in  einen  zusammenzieht.    Man  erhalt  namlich  aus 


r  V  1  +  ]/l  -  A(t) 


und 


zunachst : 


]/*(4r)  = 


1  —  V 1  —  A(2t) 
1  +1/1-  I  (2  t) 


]/A(4r) 


1  _  2]/l  -  A(t)  +  j/l  -  A(r) 


1  +  2  l/l  -  A(t)  +  ]/l-  A(x) 

und  daraus  durch  eine  abermalige  Wurzelausziehung: 


10)  ]/A(4rj  =  l^Vl^L. 

l+l/l-A(x) 

Man  kann  diese  Formel  mit  Hilfe  der  Ausdriicke  von  I  und 
1  —  I  durch  die  Thetanullwerte  (§56  und  63)  leicht  verifizieren. 


§  III.   Die  Modulfunktionen  als  Umkehrfunktionen  der  Quotienten 
von  Integralen  linearer  Differentialgleichungen. 

Bevor  wir  die  Theorie  der  Modulfunktionen  verlassen,  wollen 
wir  noch  eine  Eigenschaft  derselben  kennen  lernen,  aus  der  allein 
ihre  ganze  Theorie  entwickelt  werden  kann.  Wir  kniipfen  zu  diesem 
Zwecke  etwa  wieder  an  die  Satze  von  §  78  an,  indem  wir  sie  mit 
clen  ersten  Entwicklungen  von  §  93  in  Verbindung  bringen. 

Fassen  wir  auf  Grund  von  §  93  den  dort  definierten  Wert 
von  als  Element  (I,  §  66)  einer  analytischen  Funktion  von  I 
auf,  so  zeigt  §  78,  daB  die  Gesamtheit  der  analytischen  Fortsetzungen 
dieser  Funktion  nicht  eine  eindeutige  Funktion  von  X  bilden,  sondern 
eine  unendlich  vielwertige,  deren  samtliche  Werte  aus  zweien  von 
ihnen,  w1  und  co3  in  der  Form: 


i) 


=  a  cq1  +  (1  ft?3 
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erhalten  werden  konnen,  in  der  a  und  ft  beliebige  ganze  Zahlen 
bezeichnen.  Setzt  man  simultan  (I,  §  70  am  Ende)  den  Zweig  o>3 
dieser  Funktion  fort,  so  erhalt  man  ebenso 


2) 


co'  =  ym  +  Soj3, 


mit  ad  —  (3y=  1.  Daraus  geht  hervor,  da6  wir  aus  eoj,  co3  und 
ihren  Ableitungen  eindeutige  Fnnktionen  von  X  kombinieren  konnen ; 
denn  aus  (1)  und  (2)  folgt: 


3) 


CO, 


dl 


—  CO, 


d  col 
dl 


(o 


1  dl 


—  (O 


d  cox 

s~dT 


mit  andern  Worten: 
I.  Die  Funktion: 

4) 


Po 


CO, 


dl 


CO 


d  w1 

s~cW 


ist  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  analytische  Funktion  von  X. 
Ebenso  wird  dasselbe  bewiesen  von  den  beiden  Funktionen: 


5) 

und 
6) 


Pi  = 


d2  o)1 

'dW 


  d  cox   d2  co3 

P2  ~  ~dl    d  W 


d2  qj8 

iijr  ^ 


d  co3    d2  cox 


dl  dV 


Von  diesen  eindeutigen  Funktionen  folgt  aus  §  93,  daB  sie  fur 
alle  von  0,  1,  oo  verscbiedenen  Werte  von  I  sicb  regular  verbalten. 
Ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  von  I  =  0  kann  aus  den  Formeln 
von  §  82  entnommen,  ibr  Verbalten  in  der  Umgebung  von  I  =  1 
und  I  =  oc  daraus  mit  Hilfe  der  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation (§  96)  erschlossen  werden.  Man  findet,  daB  diese  Funk- 
tionen rationale  Funktionen  von  X  sind.  Da  andererseits  die 
Determinante: 


CO 


d  co 

d2  co 

dl 

dl2 

dcox 

d2  cox 

dl 

dl2 

dco3 

d2co3 

dl 


dl2 


Null  wird,  wenn  man  co  durch  irgend  eine  lineare  Kombination 
von  cox  und  co3  ersetzt,  so  erhalt  man  durch  Entwicklung  dieser 
Determinante  nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Zeile  den  Satz: 
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II.  Die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  genugen 
einer  linear  en  homogenen  Differ  entialgleichung  II.  Ordnung: 

o\  d2  o)    t       do)    .  n 

deren  Koeffizienten  rationale  Funlttionen  von  X  sind. 

Man  kann  diese  Differentialgleichung  auf  dem  angegebenen 
Wege  aufstellen,  indem  man  diese  rationalen  Funktionen  durch  ihre 
Pole  und  Residuen  bestimmt.  Eine  symmetrischere  Gestalt  derselben 
erhalt  man,  wenn  man  statt  des  I  direkt  einen  Verzweigungspunkt 
als  unabhangige  Variable  nimmt,  unter  Konstanthaltung  der  andern. 
Setzt  man: 

9)  /;,(*)  =  (z-«)/3(z), 

so  erhalt  man,  wie  in  §  59: 

6  u         1  f  dx 

d  a  ~~  2  J   (x  -  ctfk  fk 

und  daraus  weiter: 

6 


2  u         3   C  dx 


Das  ist  ein  Integral  II.  Gattung  (vgl.  §  57),  das  bei  z  =  a  von  der 
3.  Ordnung  unendlich  wird.  Von  derselben  Ordnung  mit  demselben 
Koeffizienten  unendlich  wird  die  algebraische  Funktion  der  Flache: 

'  ^{z)  =  i__tYZ& 

>K}  2{x-  afk       x  (a) 

=  1  ff  i  *  y*w     t    yw  \dz 

2% (a) J  1      2  (x  -  afk       2  {x  -  a)]/ fix)  1 

Die  Differenz: 


4  /  (a)  J 


da2  4x(a)J  (x-ap*}/x(x) 


%(a)J  {*-ayl*Yx(*>) 

wird  bei  z  =  a  nur  noch  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  und 
zwar  wie 

x  («)  d  u 


Es  ist  also: 


X  (a)    d  a 


da2  ^  /(a)    da        1  K  ' 


Bukkhardt,  Funktioneii.    II.  lg 
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ein  Integral  I.  Gattung  und  zwar,  wie  die  Rechnung  zeigt, 

_      j  x"W) 


Daraus  folgt  zun'achst: 
III.  Das  Integral: 


.  u. 
8  X(a) 


z 

f  d% 

U  =  ;  — 

J  ]/(*  -  a)X  (* 


mit  von  a  unabhdngigen  Grenzen  genugt  ah  Funktion  von  a  der  linearen 
Differ  entialgleichung  „mit  zweitem  Gliedu: 

10)  _i_         ^  4.  1  C^l  u-xu(z)-w(z)- 
iUj                 d  a*  +  X(a)    da  +  »  ,(a)  M  ~  ^ 

und  wenn  man  als  Integrationsweg  einen  Periodenweg  nimmt: 

IV.  Die  Perioden  dieses  Integrals  genugen  der  linearen  Differential- 
gleichung  „ohne  zweites  Gliedu: 

11)  ^4*to'*iL+iq&a  =  o.. 

'  da2       /(a)    da       8  X  ia) 

Setzt  man  insbesondere  x(z)  =  z{\  —  z),  so  wird  /(a)  =  1  —  2  a, 
%"  (a)  =  —  2 ,  also  die  Gleichung : 

ion  d2(o-      (  1    t       1     \  dco    .   ,  /  1  1     \  n 

Umgekehrt  ist  durch  eine  solche  Gleichung  a,  bezw.  I  als 
Funktion  des  Quotienten  zweier  linear  unabhangigen  Integrale  dieser 
Gleichung  definiert. 


ZWOLFTER  absohnitt. 

Teilung  und  Transformation. 

§  112.    Mehrwertige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  elliptischen 
RiEMANN'schen  Flache. 

w  ir  kehren  nun  zu  den  elliptischen  Funktionen  zuruck.  In 
den  fruheren  Abschnitten  haben  wir  unser  Augenmerk  in  erster 
Linie  auf  solche  Funktionen  gerichtet,  welche  auf  der  vorgelegten 
RiEMANNSchen  Flache  einwertig  waren;  dariiber  hinaus  wollen  wir 
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nunmehr  auch  Funktionen  in  Betracht  ziehen,  die  in  jedem  Punkte 
der  Flache  mehrere  Werte  besitzen. 

Natiirlich  wird  eine  auf  unserer  zweiblattrigen  Flache  w-wertige 
Funktion  auch  einfach  als  eine  in  der  z-Ebene  2  ra-wertige  Funktion 
aufgefaBt  und  auf  einer  iiber  dieser  Ebene  (2  m)  blattrig  ausgebreiteten 
Flache  untersucht  werden  konnen.  Das  Umgekehrte  wird  aber  nicht 
immer  der  Fall  sein.    Seien  namlich: 

die  Werte,  die  eine  auf  unserer  Flache  F  m-wertige  Funktion  in 
zwei  iibereinanderliegenden  Punkten  z  und  z  der  Flache  besitzt; 
sie  werden  im  allgemeinen  alle  2  m  voneinander  verschieden  sein. 
LaBt  man  z  einen  geschlossenen  Weg  auf  F  beschreiben,  so  werden 
die  ersten  m  Werte  irgendwie  unter  sich  permutiert,  ebenso  die 
letzten.  LaBt  man  dagegen  z  einen  Weg  beschreiben,  der  nur  in 
der  z-Ebene  geschlossen  ist,  auf  F  aber  von  z  nach  z  fiihrt,  so  wird 
die  Gesamtheit  der  m  ersten  Werte  mit  der  Gesamtheit  der  m  letzten 
vertauscht.    Daraus  folgt  zunachst: 

I.  Eine  auf  der  z- Ebene  2m-wertige  Funktion  g  kann  nur  dann 
als  auf  der  Flache  F  m-wertige  Funktion  angesehen  werden,  wenn  es 
moglieh  ist,  die  2.m  Werte  von  a  so  in  zwei  Systeme  zuje  m  zu  verteilen, 
dap  bei  Umkreisung  einer  geraden  Anzahl  der  Ferzweigungspunkte 
von  F  die  Werte  jedes  Systems  nur  unter  sich  permutieren,  bei  Um- 
kreisung einer  ungeraden  Anzahl  die  beiden  Systeme  miteinander  ver- 
tauscht werden, 

II.  JDiese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend. 

Denn  wenn  sie  erfiillt  ist,  kann  man  die  m  Werte  des  einen 
Systems  dem  einen,  die  m  Werte  des  andern  Systems  dem  andern 
von  zwei  iibereinanderliegenden  Punkten  der  EiEMANNSchen  Flache 
zuweisen;  und  an  dieser  Zuteilung  wird  dann  auch  nichts  geandert, 
wenn  man  die  unabhangige  Variable  beliebige  auf  der  Flache  ge- 
schlossene  Wege  beschreiben  laBt. 

Will  man  fur  die  Untersuchung  einer  solchen  Funktion  ein 
geometrisches  Substrat  haben,  auf  dem  sie  als  eindeutige  und  stetige 
Funktion  des  Ortes  ausgebreitet  werden  kann,  so  muB  man  sich  die 
zweiblattrige  RiEMANNsche  Flache  noch  m-fach  iiberdeckt  vorstellen; 
ebenso  wie  man  sich  (vgl.  I,  §§  55,  67)  die  Ebene,  bezw.  die  Kugel 
mehrfach  iiberdeckt  vorstellt,  um  auf  diesen  Flachen  mehrwertige 
Funktionen  zu  untersuchen.  Es  ist  nicht  leicht,  sich  von  einer 
solchen  ra-fachen  Uberdeckung  einer  RiEMANNschen  Flache  eine 
einigermaBen  klare  Vorstellung  zu  verschaffen,  wenn  man  an  der 

18* 
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mehrblattrig  iiber  der  Ebene  oder  Kugel  ausgebreiteten  Gestalt 
einer  solchen  Flache  festhalt.  Dagegen  hat  es  gar  keine  Schwierig- 
keit,  sich  eine  solche  Uberdeckung  der  Torusflache  vorzustellen,  in 
die  wir  in  §  2  die  zweiblattrige  Flache  mit  vier  Verzweigungs- 
punkten  deformiert  haben.  Eine  solche  Torusflache  kann  ebenso 
bequem  wie  die  einfache  Kugel  mit  einer  Anzahl  Blatter  iiberdeckt 
werden,  die  in  geeigneter  Weise  durch  in  Verzweigungspunkten 
endigende  Ubergangslinien  miteinander  in  Verbindung  stehen. 

Dabei  tritt  aber  eine  Moglichkeit  auf,  die  auf  der  Kugel  aus- 
geschlossen  ist.  Wollen  wir  die  Kugel  mehrfach  iiberdecken  und 
die  verschiedenen  Blatter  der  Uberdeckung  in  Ubergangslinien  mit- 
einander zusammenhangen  lassen,  so  miissen  diese  Ubergangslinien 
notwendig  in  Verzweigungspunkten  endigen.  Geschlossene  Ubergangs- 
linien sind  auf  der  Kugel  illusorisch.  Denn  jede  geschlossene  Linie 
auf  der  Kugel  zerlegt  sie  in.  zwei  ganz  voneinander  getrennte  Teile; 

fiihren  wir  also  durch  beide  Blatter  einer  doppelt 
A  iiberdeckten  Kugel  einen  Schnitt  L  aus,  der  das 

eine  Blatt  in  A  und  B,  das  andere  in  A'  und  B' 
zerlegt,  und  heften  nun  A  an  B'  und  A'  an  B 
(Fig.  46),  so  haben  wir  einfach  zwei  Kugeln  {A  +  B') 
und  [A!  +  B)  vor  uns,  die  langs  L  durcheinander 
durchgesteckt  (miteinander  verschlungen)  sind.  Wenn 
also  nicht  etwa  noch  an  andern  Stellen  Zusammen- 
hang  zwischen  beiden  Blattern  stattfindet,  ist  er  durch  die  Uber- 
gangslinie  L  auch  nicht  hergestellt;  die  beiden  Kugeln  [A  +  B) 
und  (A'  +  B')  haben  nur  die  Stiicke  B  und  B'  miteinander  aus- 
getauscht.  Ein  auf  einer  derartigen  doppelten  Uberdeckung  stetig 
ausgebreiteter  Wertevorrat  wiirde  nicht  eine  zweiwertige,  sondern 
zwei  getrennte  einwertige  Funktionen  vorstellen;  es  wiirde  nicht 
moglich  sein,  durch  analytische  Fortsetzung  von  der  einen  zu  der 
andern  zu  gelangen. 

Auf  der  Torusflache  ist  das  anders.  Denn  eine  solche  wird 
nicht  durch  jede  geschlossene  Linie  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt; 
z.  B.  nicht  durch  einen  Meridiankreis.  Infolgedessen  erhalten  wir 
eine  einzige  zusammenhangende  Flache,  wenn  wir  zwei  ineinander- 
steckende,  langs  eines  Meridiankreises  aufgeschnittene  Torusflachen 
langs  dieses  Sclmittes  kreuzweise  aneinanderheften.  Bezeichnen  wir 
namlich  die  beiden  an  den  Schnitt  anstoBenden  Gebiete  des  einen 
Blattes  bezw.  mit  A,  B,  die  des  andern  mit  A',  B',  so  ist  es  sowohl 
moglich,  iiber  die  Ubergangslinie  hiniiber  von  A  nach  B'  und  von 
A'  nach  B  zu  kommen,  als  audi,  etwa  langs  eines  Parallelkreises 
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der  Flache,  von  A  nach  B  unci  von  A  nach  B.  Ein  auf  einer 
solchen  doppelt  iiberdeckten  Ringflache  stetig  ausgebreiteter  Werte- 
vorrat  wird  also  eine  auf  der  einfachen  Ringflache  zweiwertige 
Funktion  vorstellen,  die  relativ  zu  dieser  nirgends  verzweigt  ist. 

In  der  That  haben  wir  solche  auf  der  Flache  zwar  vieldeutige, 
aber  unverzweigte  Funktionen  bereits  in  den  Integralen  I.  und 
II.  Gattung  kennen  gelernt.  Uberhaupt  ist  jede  eindeutige  Funktion 
von  u  eine  auf  der  Flache  unverzweigte  Funktion. 

Diese  letztere  Behauptung  gestattet  folgende  Umkehrung: 
III.  Jede  auf  unserer  zweibldtlrigen  Flache  unverzweigte  und  von 
ivesentlichen  Singularitaten   freie   Funktion   ist   eine  eindeutige  Funk- 
tion von  u. 

Es  ist  namlich  nach  §  7,  V  die  zu  irgend  einem  Punkt  der 
Flache  gehorende  regularisierende  Hilfsvariable  stets  eine  regulare 
Funktion  von  u.  Ist  also  eine  Funktion  auf  der  Flache  gegeben, 
die  in  der  Umgebung  jedes  Punktes,  in  clem  sie  uberhaupt  definiert 
ist,  eine  eindeutige  Funktion  von  t  ist,  so  wird  sie  als  Funktion 
von  u  betrachtet  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  u,  fur  den  sie 
definiert  ist,  sich  entwecler  regular  verhalten  oder  einen  Pol  haben. 
Daraus  wird  geschlossen  werden  konnen,  da6  sie  eine  in  ihrem 
ganzen  Definitionsbereiche  eindeutige  Funktion  von  u  ist,  sofern 
dieser  Bereich  einfach  zusammenhangend  ist.  Das  wird  namentlich 
clann  der  Fall  sein,  wenn  dieser  Bereich  die  ganze  M-Ebene  iiber- 
cleckt;  dazu  ist  aber  erforderlich,  dafi  der  Definitionsbereich  auf  der 
Flache  die  ganze  Flache  iiberdeckt,  da  nach  den  Ergebnissen  des 
VI.  Abschnitts  jedem  Wert  von  u  ein  Punkt  der  Flache  entspricht. 


§  113.   Endlichvieldeutige  unverzweigte  Funktionen  auf  der  ellip- 
tischen  RiEMANN'schen  Flache; 
das  allgemeine  Transformationsproblem. 

1st  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  f(u),  als  Funktion  von  z 
betrachtet,  auf  unserer  Flache  endlichvieldentig ,  sodaB  zu  ihrer 
Darstellung  nur  eine  Uberdeckung  der  Flache  mit  einer  endlichen 
Blatterzahl  erforderlich  ist,  so  konnen  die  unendlich  vielen  Werte 
(bezw.  Funktionselemente): 

f{u  +  2  kx  ojj),    kx  =  6,  ±  1 ,  ±  2  ...  in  inf. 

nicht  alle  voneinander  verschieden  sein.    Es  mu6  also  notwendig 
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mindestens  zwei  ganze  Zahlen  kv  k^  von  der  Beschaffenheit  geben, 
daB  identisch,  d.  h.  fur  alle  Werte  von  u,  die  Gleichung  besteht: 

1)  f{u  +  2]hoh)  =  f{u  +  2A/Wl). 

Ersetzen  wir  in  dieser  Gleichung  u  durch  u  —  2kla>l,  und  schreiben 
m1  fur  —  kl}  so  sagt  sie  aus:  es  giebt  eine  ganze  Zahl  m1  von 
der  Beschaffenheit,  daB  identisch: 

2)  /•(«  +  2  »!,«,)  =/'(«) 

ist.  Da  wir  ebenso  eine  Zahl  m3  so  bestimmen  konnen,  daB 
identisch: 

3)  f(u  +  2  m3o,3)  =  />,) 

ist,  so  konnen  wir  den  Satz  aussprechen: 

I.  Jede  auf  unserer  zweibldttrigen  Flache  endlich  vieldeutige,  un- 
verzweigte  und  von  toesentlichen  Singularitdten  freie  Funktion  ist  eine 
elliplische  Funktion  des  Integrals  I.  Gattung,  fiir  die  aber  nicht  schon 
die  Periodicitdtsmoduln  dieses  Integrals,  sondern  erst  gewisse  Vielfache 
derselben  Perioden  sind. 

Die  Bestimmung  der  Funktionen  des  Periodenparallelogramms 
(2  m1  ,  2  m3  co3)  aus  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms 
(2  oj1,  2  093)  kann  in  zwei  Schritte  zerlegt  werden,  indem  man  von 
cj1,  o)3  zuerst  zu: 

4)  a>l  =  m1w1,    w3  =  w3 
und  dann  erst  zu: 

5)  ^l  =  ^U  %  =  W3^3 

iibergeht.  Da  wir  vermoge  der  linearen  Periodentransformation  T 
die  beiden  Fundamentalperioden  vertauschen  konnen,  sind  die  beiden 
durch  (4)  und  (5)  geforderten  Schritte  im  wesentlichen  von  der- 
selben Natur  und  es  geniigt,  wenn  wir  uns  mit  einem  von  ihnen 
beschaftigen. 

II.  Den  Ubergang  von  Funktionen  des  Periodenparallelogramms 
(2  col ,  2  (x)3)  zu  solchen  des  Periodenparallelogramms  {2mco1,  2  co3)  be- 
zeichnet  man  als  Transformation  mtm  Grades  der  elliptischen  Funk- 
tionen (vgl.  §  106). 

(In  alteren  Biichern  wird  dieses  Problem  als  das  inverse,  seine 
Umkehrung  als  das  direkte  Transformationsproblem  bezeichnet.) 

1st  m  eine  zusammengesetzte  Zahl,  =  [tv,  so  sieht  man,  daB 
man  das  Problem  der  Transformation  mten  Grades  dadurch  erledigen 
kann,  daB  man  erst  eine  Transformation  /zten,  dann  eine  «/ten  Grades 
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vornimmt.  Wir  durfen  uns  daher  auf  die  Betrachtung  primzahliger 
Transformationsgrade  beschranken. 

Sei  also  m  eine  Primzahl,  f(u)  irgend  eine  elliptische  Funktion 
des  Periodenparallelogramms  (2  m  col ,  2  co3).  Vermehren  wir  das 
Argument  u  urn  irgend  welche  Perioden  des  ursprunglichen  Systems, 
so  erhalten  wir  aus  jedem  Werte  f(u)  im  ganzen  m  verschiedene 
Werte : 

6)  fk{u)=f{u  +  2kw1)]    (A  =  (),  1,  2  .  ;  .  m-1); 

bei  Vermehrung  von  u  um  irgend  welche  Perioden  des  urspriing- 
lichen  Systems  werden  diese  m  Werte  nur  unter  sich  vertauscht. 
Ihre  symmetrischen  Funktionen  bleiben  also  dabei  ganz  ungeandert; 
daraus  folgt: 

III.  Jede  elliptische  Funktion  mit  den  Perioden  (2mcj1,  2  co3) 
genugt  einer  algebraischen  Gleichung  mten  Grades,  deren  Koeffizienten 
elliptische  Funktionen  mit  den  Perioden  (2  w1 ,  2  w3)  sind. 

Wir  konnen  aber  von  dieser  algebraischen  Gleichung  noch  mehr 
aussagen.  Denn  durch  Vermehrung  von  u  um  Perioden  konnen 
wir  nicht  jede  beliebige  Vertauschung  der  m  Funktionswerte  (6)  er- 
reichen,  sondern  nur  ganz  bestimmte.  Gehen  wir  z.  B.  von  der 
Anordnung: 

/o  »     /l  '     fzmm'  fm  -  3'     fm  -  2)     fm  —  l 

aus,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  wiederholte  Vermehrung  des 
Arguments  um  2  rox  nur  die  folgenden  m  —  1  weiteren  Anordnungen : 

fl  i  f%i  fs  '  •  •  fm  -  2j     fm-U  fo 

/a  >         fz '         f±  '  '  '  fm  -  1  >    fo  y  fi 


1) 


fm  —  2  j  fm  —  1  j  fo  '  '  '  fm  —  5  j  fm  —  4  >  fm  —  3 
fm  —  1?     fo>  fl  '  '  '  fm  —  4»     fm  —  3j     fm  —  2 


und  hierauf  wieder  die  urspriingliche.  Man  kann  diese  Umsetzungen 
sehr  einfach  durch  Kongruenzen  zwischen  den  Indices  charakteri- 
sieren;  fur  die  htQ  von  ihnen  ist: 

8)  k!  =  k  +  h    (mod.  m). 

Man  pflegt  das  in  der  in  der  Algebra  iiblichen  Terminologie  (vgl. 
§  104,  VI)  so  auszudriicken: 

IV.  Die  Monodromiegruppe  des  Transformationsprohlems  in  Bezug 
auf  die  elliptischen  Funktionen  des  ursprunglichen  Periodenparallelo- 
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gramms  ist  die  durch  die  Kongruenzen  (8)  charakterisierte  cyklische 
Gruppe. 

Daraus  geht  hervor,  daB  die  algebraische  Gleichung,  deren 
Existenz  unter  (III)  behauptet  wurde,  von  sehr  spezieller  Natur  ist: 
nicht  allein  ihre  Koeffizienten,  also  die  symmetrischen  Funktionen 
der  Wurzeln  sincl  bekannt,  sondern  auch  noch  gewisse  unsymmetrische 
Funktionen  derselben.  Jede  rationale  Funktion  der  fk  namlich,  die 
unverandert  bieibt,  wenn  man  auf  die  fk  eine  der  Vertauschungen  (7) 
ausiibt,  bieibt  ungeandert,  wenn  man  u  um  eine  der  urspriinglichen 
Perioden  vermehrt,  ist  also  eine  elliptisclie  Funktion  des  gegebenen 
Parallelogramms.  Eine  solche  Funktion  konnen  wir  uns  auf  fol- 
gende  Weise  verschaffen: 

Wir  bilden  zunachst,  indem  wir: 

n>  ..  e  m    =  6 

setzen,  die  vlsAGRANGESche  Resolvcntenfunktion": 

io)         ■f1  =  f0  +  £/;  +  «2/;  +  . . .  + ««-  %- 

Fiir  sie  ergiebt  sich: 

(und  nattirlicli  F1  (u  +  2  a>3)  —  FA  (?/)).  Diese  Funktion  ist  also  eine 
elliptiscbe  Funktion  II.  Art,  und  ihre  ?^te  Potenz  ist  eine  elliptisclie 
Funktion  I.  Art.  Ebenso  wircl  gezeigt,  daB  die  mten  Potenzen  der 
m  —  1  Funktionen 

12)  Fk  =  f0  +  b%  ■+  £2 %  +  . . .  +  a<-  ~  *>*/•  -  u  *  =  h  2,  •  •  •  m  -  1 
elliptisclie  Funktionen  I.  Art  sind,  sowie  audi  die  Funktion 

is)  ^„=^, +  /;+/;  +  ••• +/;«-!• 

Diese  Funktionen  Fkm  und  F0  kann  man  durch  die  Funktionen 
pu  und  p  u  des  urspriinglichen  Periodenparallelogramms  rational 
ausdriicken,  sowie  man  die  Pole  der  Funktion  /*(?/)  und  die  zu- 
gehorigen  Entwicklungskoeffizienten  kennt.  Die  Bestimmung  der 
Funktionen  Fk  selbst  scheint  dann  auf  den  ersten  Blick  noch  die 
Ausziehung  von  (m  —  1)  772 ten  Wurzeln  zu  erfordern;  man  iiberzeugt 
sich  jedoch  folgendermaBen,  daB  die  Ausziehung  einer  einzigen 
solchen  Wurzel  geniigt:  Ebenso  wie  die  Funktion  F1  der  Glei- 
chung  (10)  geniigt,  geniigt  Fk  der  Gleichung: 

14)  Fu{u  +  2«h)  =  i-*Fk{u). 
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Daraus  folgt,  daft 

eine  elliptische  Funktion  I.  Art  ist,  die  wir  wieder  aus  ihren  Poien 
und  Entwicklungskoeffizienten  bestimmen  konnen.  Also  bedarf  es, 
sobalcl  F1  bekannt  ist,  keiner  weiteren  Wurzelausziehung  mehr,  um 
samtliche  Fk  zu  bestimmen.  Sind  sie  gefunden,  so  bedarf  es  zur 
Bestimmung  der  f\  nur  nocb  cler  Auflosung  der  linearen  Glei- 
chungen  (10),  (12)  und  (13),  die  vermoge  elementarer  Eigenscliaften 
der  Einheitswurzeln  durch  die  Formel  geschieht: 

15)    fl=~-(K  +  e-k-i>\  +        +  ...  + «-(— 

lit 

Wir  konnen  also  sagen: 

V.  Das  Transformationsproblem  li'tfit  sich  durch  Ausziehung  einer 
intm  Wurzel  losen. 

Man  beacbte  aber  wohl,  in  welchem  Sinne  clieser  Satz  allein 
bewiesen  und  iiberhaupt  ricbtig  ist.  Wir  haben  im  Laufe  der 
Untersuchung  obne  weiteres  alle  rationalen  Funktionen  cles  urspriing- 
lichen  Periodenparallelogramms  als  ^rational  bekannt"  a,ngesehen. 
Das  sind  sie  audi,  da  man  sie  nacb  §  24,  III  rational  durch  die 
Funktionen  pu  und  p'u  dieses  Parallelogramms  ausdriicken  kann  — 
aber  nur  insofern  man  sich  iiber  die  Natur  der  Koeffizienten  dieser 
Ausdriicke  keine  Sorgen  macht.  Fragt  man  aber  nach  diesen,  so 
sieht  man:  es  sind  Funktionen  der  Perioden,  die  nicht  bei  beliebigen 
linearen  Transform ationen  clerselben  ungeandert  bleiben,  sondern 
nur  bei  solchen,  bei  welchen  die  Periode  gj1  ungeandert  bleibt;  also 
Modulfunktionen,  die  zu  der  in  §  106  definierten  Untergruppe  der 
Modulgruppe  gehoren.  Wir  mussen  also  Satz  V  durch  den  Zusatz 
erganzen: 

VI.  Satz  V  gilt  in  dem  Sinne,  dap  dabei  die  transformierten 
Moduln  als  bekannt  angesehen  werden  mussen,  von  denen  wir  in  §  106 
bereits  erwahnt  haben,  da/3  sie  sich  nicht  durch  Wurzelziehen  be- 
stimmen lassen. 

§  114.   Das  allgemeine  Teilungsproblem. 

Nahe  zusammen  mit  dem  allgemeinen  Transformationsproblem 
hangt  das  in  §  104  schon  formulierte  allgemeine  Teilungsproblem, 
d.  h.  die  Aufgabe: 

I.  Gegeben  sind  die  Werte  der  elliptischen  Funktionen  eines  be- 
stimmten  Periodenparallelogramms  fur  das  Argument  u;  gesucht  die 
Werte  der  Funktionen  desselben  Parallelogramms  fur  das  Argument  ujn. 
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Sei  f{u\col,  co3)  die  vorgelegte  Funktion.  Unbeschadet  der 
Allgemeinheit  diirfen  wir  voraussetzen,  sie  sei  eine  homogene  Funktion 
der  drei  Variabeln  u,  colf  o?3,  d.  h.  es  gebe  einen  Exponenten  k  von 
der  Beschaffenheit,  daB  fur  jedes  Wertesystem  dieser  drei  Variabeln 
und  fur  jeden  Faktor  n: 

f(n  u\ncol,  n  co3)  =  nkf(u  |  a>1  ,  co3) 

ist.  Denn  jede  beliebige  elliptische  Funktion  kann  aus  Funktionen 
dieser  Eigensehaft,  namlich  aus  pu  und  p'u,  zusammengesetzt  werden 
(§  17,  IV;  §  24,  III).    Dann  ist  aber  die  Aufgabe  der  Bestimmung 

von  fl^  w1 ,  o?3j  identisch  mit  der  der  Bestimmung  von  f(u\nwv  noj3), 

also  ein  spezieller  Fall  der  in  §  113,  I  besprochenen  allgemeinen 
Aufgabe  (fur  ml  =  m3  =  n).  Ihre  Losung  kann  daber  ganz  wie  es 
dort  gescheben  ist,  in  zwei  Scbritte  zerlegt  werden,  indem  man  von 
f(u  \co1,  co3)  zunachst  zu  f\u  \  n  col ,  co3)  und  dann  von  diesem  zu 
f\u\ncov  nco3)  iibergebt.  Wir  sprechen  diesen  Satz  noch  einmal  in 
ausdriicklicher  Formulierung  so  aus: 

II.  Die  Losung  des  allgemeinen  n- Teilung sproblems  geschieht  da- 
durch,  dafi  man  nacheinander  zwei  Trans formationen  nten  Grades  aus- 
fuhrt;  sie  erfordert  also  die  Ausziehung  zweier  nten  Wurzeln. 

Auch  bei  diesem  Satze,  wie  bei  §  113,  V,  sind  die  Modulfunk- 
tionen  wter  Stufe  als  schon  bekannt  anzuseben.  . 


§  115.   Die  quadratische  Transformation  von  pu. 

Die  allgemeinen  Ansatze  der  beiden  vorhergebenden  Paragrapben 
mogen  fur  den  einfacbsten  Fall  n  =  2  noch  im  einzelnen  durcb- 
gefuhrt  werden. 

Was  zunachst  die  Transformation  zweiten  Grades  betrifft,  so 
haben  wir  zufolge  §  113,  (10),  (13),  wenn  wir  abkiirzend  pu  fur 
p(u\2rov  <x)s)  schreiben,  die  beiden  Funktionen  zu  betracbten: 

p'u  +  p(u  +  2^), 
(pu  —  p{u  +  2ft>3))2. 

Die  erste  ist,  als  Funktion  des  ursprunglichen  Period enparallelo- 
gramms,  eine  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  bei  u  =  0  unendlich 
wird,  wie 


§  115.    Die  quadratiache  Transformation  von  pu.  28.°) 


die  zweite  ist  eine  Funktion  vierter  Ordnung,  die  bei  u  =  0  un- 
endlich  wird,  wie: 


(vgl.  §  24,  I).    Man  erhalt  also: 

3)  2pu  =pu  ^-p(2oj1)  ±  ^\p"u  -  2p(2col)pu  -\-p2(2m1). 

Man  sieht,  iibereinstimmend  mit  Satz  VI  von  §  113,  daB  in 
diesen  Formeln  die  transformierte  Modulfunktion  p  (2  coj)  —  \  auftritt. 

Man  kann  die  Beziehung  zwischen  pu  und  pu  aucli  auf  anderem 
Wege  erhalten,  indem  man  umgekehrt  pu  als  Fnnktion  des  Perioden- 
parallelogramms  (2  (oY ,  2  co3)  betrachtet.  Als  solche  wird  sie  un- 
endlich  grofi  in  den  beiden  fiir  dieses  Parallelogramm  inkongruenten 
Punkten  0  und  2  wv  ist  also 

4)  =pu+  p  (u  +  2  rox). 

Ersetzt  man  den  zweiten  Summanden  durch  seinen  Wert  aus  §  23,  (6), 
so  erhalt  man  nach  einiger  Umrechnung: 


Man  kann  iibrigens  aucli  Gleichung  (4)  (einfacher  noch  die  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  u  sich  ergebende  Gleichung  fiir  p'u) 
direkt  aus  der  definierenden  Partialbruchentwicklung  (§  17,  (3) 
oder  (4))  gewinnen,  indem  man  in  ihr  die  Glieder  mit  geradem  und 
die  mit  ungeradem  kx  je  fiir  sich  zusammenfafrt. 

Zu  den  Funktionen  des  Periodenparallelogramms  (4  co1 ,  2  w3) 
gehort  nach  §  33,  II  auch  der  Sigmaquotient 


\p"  u  —  2  p  (2  (o^)p  u  +  /; 


2  (2«,) 


(73  (u-\  G)8)  . 

a{u  I  wn  w3)  ' 


er  mu6  sich  daher  rational  durch  p  u  und  fj  u  ausdriicken  lassen, 
und  zwar,  da  er  eine  ungerade  Funktion  ist,  als  Produkt  aus  p  u 
in  eine  rationale  Funktion  von  pu.    Man  erhalt  diesen  Ausdruck 
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clurch  Vergleicliung  der  Formeln  dieses  Paragraphen  mit  §  30,  (5), 
oder  clurch  Vergleichung  der  Pole  und  Eesiduen.    Man  fmdet: 


6) 


(T3  (it) 


p  u 


(nach  §  23,  (4)). 


§  116.   Algebraische  Formulierung  des  allgemeinen 
Transformationsproblems. 

Die  Entwicklungen  der  vorhergehenden  Paragraphen  zeigen: 
wenn  x  =  p  (u  |  mv  co3),  y  =  p{u\ncoY,  o;3)  gesetzt  wird,  so  sind  x 
und  j/X  rationale  Funktionen  von  y  und  Man  kann  diesen 

Satz  auch  anders  wenden,  indem  man  an  die  Integrale  ankniipft;  er 
sagt  dann  aus:  wenn  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung: 

dx 

vx 

vorgelegt  ist,  so  ist  .es  in  mannigfaltiger  Weise  moglich,  x  und  ]/X  so 
als  rationale  Funktionen  einer  neuen  Variabeln  y  und  der  Quadrat- 
wurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten  Grades  Y  von  y 
auszudrucken,  daft: 

i\  C  dx        r  dy 

■  J  Yx  ~J  yf 

wird.  Man  kann .  dieses  Problem  auch  algebraisch  angreifen ;  wir 
wollen  uns  aber  dabei  auf  den  Fall  beschranken,  dafi  x  eine  rationale 
Funktion  von  y  allein,  ohne  ]/?,  werden  soil.1 

Sei  x  =  ~ ,  unter  U,  V  teilerfremde  ganze  Funktionen 
nten  Grades  von  y  verstanden.    Dann  geht  das  Integral: 

2)  u  =  f— — '  dx 

J  }/  (x  -  «0)  (x  -  otj  (x  —  a2)  (x  —  a3) 

iiber  in: 

r  VdU  -  Ud  V  

J  V(U  -  «0  V)(U  -  %  V){U-  «2  V)(U  -  «3/F) ' 


1  Ohne  Beweis  sei  erwahnt,  daB  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  speziellen 
durch  Anwendung  der  Additionstheoreme  zuruckgefulirt  werden  kann. 
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und  dieses  Integral  ist  dann,  und  nur  dann  ein  elliptisches,  wenn 
von  den  4n  linearen  Faktoren,  in  die  die  ganze  Funktion  (4 n)tGn  Grades 
unter  dem  Wurzelzeichen  zerlegt  werden  kann,  nur  vier  unter  ihin 
stehen  bleiben,  wahrend  die  4n  —  4  iibrigen  paarweise  einander 
gleich  sind,  sodaB  eine  Funktion  (2n  —  2)ten  Grades  vor  das  Zeichen 
gesetzt  werden  kann.  Nun  konnen  zwei  der  Funktionen  U  —  ak  V 
keinen  Faktor  gemein  haben;  denn  da  die  csk  alle  voneinander  ver- 
schieden  sind,  ware  ein  solcber  Faktor  auch  in  U  und  V  enthalten, 
gegen  die  Voraussetzung,  da6  U  und  V  teilerfremd  sein  sollten. 
Also  ist  das  transformierte  Integral  dann,  und  nur  dann  ein  ellip- 
tisches,  wenn  die  vier  Funktionen  U  —  cckF  zusammengenommen  gerade 
2n  —  2  J)  opp  el  faktor  en  haben. 

Dann  ist  es  aber  auch  stets  ein  Integral  erster  Gattung.  Denn 
jeder  Doppelfaktor  einer  der  Funktionen  U  —  cc]cF  ist  zugleich  ein- 

facher  Faktor  von  4—  —     4— -  ?  also  auch  Faktor  der  Funktional- 

dx        k  dx  7 

determinante : 

4)  rdU_udV^Fd(U-ntV)  _{U_  ndv 

'  dx  dx  dx  v  k    '  dx 

und  hebt  sich  folglich  aus  Zabler  und  Nenner  von  (3)  heraus.  Die  Funk- 
tionaldeterminante  scbeint  nach  ihrer  Definition  vom  Grade  2  n  —  1 
zu  sein;  in  der  That  ist  sie  nur  vom  Grade  2n—  2,  da  die  Glieder 
(2n  —  l)ter  Ordnung  sich  wegheben.  Daraus  folgt,  daB  die  Funktional- 
determinante  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  jedenfalls  dann, 
wenn  ihre  2n  —  2  Faktoren  alle  verschieden  sind,  gerade  aus  dem 
Produkt  jener  2n  —  2  Doppelfaktoren  besteht,  sich  also  aus  Zahler 
und  Nenner  von  (3)  vollstandig  weghebt.  Es  bleibt  also  im  Zahler 
nur  dy,  im  Nenner  die  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion 
dritten  oder  vierten  Grades  von  y  stehen ;  das  transformierte  Integral 
ist  also  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  y,  w.  z.  b.  w. 

Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  natiirlich  nur  insofern  be- 
stimmt,  als  man  sowohl  auf  x,  wie  auf  y  noch  eine  lineare  Trans- 
formation (§  62)  anwenden  kann.  Man  kann  versuchen,  sie  durch 
geeignete  Wahl  dieser  Transformationen  moglichst  zu  vereinfachen ; 
wir  wollen  das  an  den  einfachsten  Beispielen  durchfiihren. 

Im  Falle  n  —  2  miissen  zwei  von  den  Faktoren  U  —  akF  voll- 
stiindige  Quadrate  linearer  Funktionen  von  y  werden;  wir  konnen 
auf  y  eine  lineare  Transformation  ausuben,  sodaB  der  Nullpunkt 
einer  dieser  Funktionen  nach  0,  der  der  andern  nach  oo  fallt. 
Ferner  konnen  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  erreichen, 
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claB  von  den  zugehdrigen  Verzweigungspunkten  der  Flache  liber  der 
^-Ebene  auch  der  eine  nach  0,  der  andere  nach  go  fallt.  Dann 
hat  die  Gleichnng  zwischen  x  und  y  einfach  die  Form: 

5)  x  =  y2 

und  man  erhalt  so  den  Satz: 

Jedes  elliptische  Integral  der  Form: 

6)  u  =  /   - 

J    y  x  {x  -  a2)  (x  -  «,) 

ttwrfl?  durch  die  quadratische  Transformation  (5)  Yibergefuhrt  in  ein 
ebensolches  Integral  der  Form: 


7)  u=2f 


dy 


V(y2  -  «2)  (y*  -  «3) 

A#rm  also  die  quadratischen  Trans formationen,  die  ein  vor- 
y  elegies  elliptisches  Integral  zulaftt,  so  fort  angeben,  sowie  man  seine 
Ferzweigungspunkte  kennt:  die  Aufsuchung  der  moglichen  quadratischen 
Trans  formationen  und  die  Aufldsung  der  Gleichung  f  (x)  =  0  sind 
dquivalente  algebraische  Probleme. 

Hat  insbesondere  das  vorgelegte  Integral  (6)  die  erste  Normal- 
form  (§  63),  so  erscheint  das  transformierte  Integral  (7)  in  der 
dritten  (§  65)..  Man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  dadurch  auf 
die  LEGENDEEsche  Normalform  bringen,  daB  man  es  erst  durch  eine 
lineare  Transformation  in  die  erste  Normalform  iiberfuhrt  und  dann 
eine  quadratische  Transformation  anwendet.  Von  dieser  Methode 
wird  in  alteren  Schriften  vielfach  Gebrauch  gemacht. 

Hieraus  erklart  es  sich  auch,  weshalb  bei  unserer  Entwicklung 
die  Funktionen  Jacobis,  die  urspriinglich  als  Umkehrungsfunktionen 
von  Integralen  der  LEGENDEEschen  Normalform  definiert  waren,  als 
Funktionen  zweiter  Stufe  auftraten:  setzt  man  z.  B. 

8)  *-Pu-ei,   y  =  ^, 

so  besteht  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  (5)  und  man  erhalt 
einerseits  aus  §  18,  (9):  ' 

o\  C         '  dx 

9)  u  =  L   , 

J    y  4 x  (x  —  (e2  —  ex)){x  -  (e3  —  ex)) 
andererseits  aus  §  34,  (8): 

10)  ^  —  > 
in  Ubereinstimmung  mit  den  Formeln  (6)  und  (7). 
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Ubrigens  ist  durch  diese  Uberlegungen  auch  eine  im  XI.  Ab- 
scbnitt  noch  beiseite  gelassene  Frage  beantwortet,  namlich  die  nach 
der  Abhangigkeit  des  in  der  LEGENDEEschen  Normalform  auftretenden 
Koeffizienten  ^  vom  Perioclenverhaltnis  r.    Man  sieht: 

Wird  ein  elliptiscbes  Integral  durch  eine  lineare  Transformation 
in  die  LEGENDEESche  Normalform  iibergefiihrt,  so  erhalt  die  auf- 
tretende  Konstante  jti4  einen  der  24  verschiedenen  Werte  von  I  (2  r). 

Wir  wollen  uns  noch  direkt  davon  tiberzeugen,  in  welcber  Weise 
die  Perioden  der  Integrale  (6)  und  (7)  miteinander  zusammenhangen. 
Wir  sehen: 

Dem  Perioden  weg  A  des  Integrals  (6),  der  von  —  oo  auf  der 
einen  Seite  der  Halbaxe  der  negativ  reellen  Zablen  nach  0,  um  0 
herum  und  auf  der  andern  Seite  jener  Halbaxe  nach  —  go  zuriick- 
fiihrt,  entspricht  in  der  y-Ebene  ein  Weg  langs  der  Axe  der  rein 
imaginaren  Zahlen  von  oo  iiber  0  nach  oo  zuriick.  Dieser  Weg  kann  auf 
eine  Umkreisung  von  ]/«2  und  ~\/a3,  oder  von  —  ]/«2  und  —  ]/ct3 
zusammengezogen  werden,  ist  also  auch  fur  das  Integral  (7)  ein 
Periodenweg. 

Dem  Wege  B,  der  die  Punkte  0  und  a2  umgiebt,  entspricht 
auf  der  y-Flache  ein  Weg,  der  vom  Nullpunkt  des  einen  Blattes 
um  ]/«2  (oder  um  —  ]/«2)  herum  nach  dem  Nullpunkt  des  andern 
Blattes  zuriickfuhrt,  also  ungeschlossen  ist.  Durchlaufen  wir  dann 
den  Weg  B  in  der  a;-Ebene  noch  einmal,  so  werden  wir  auf  der 
y-Flache  um  den  Punkt  —  (bezw.  +  ]/a2)  herum  nach  dem 
Nullpunkt  des  ersten  Blattes  zuruckgefuhrt.  Es  ist  also  nicht  2  cov 
sondern  erst  4  mx  eine  Periode  des  Integrals  (7).    Es  folgt  also: 

Wenn  x  durch  die  Gleichung  (6)  als  elliptische  Funktion  von  u 
mit  den  Perioden  2  co1  und  2  co3  definiert  ist,  wird  y  —  ]/#  durch  die 
Gleichung  (7 )  als  elliptische  Funktion  von  u  mit  den  Perioden  4  col 
und  2  G)3,  also  durch  die  Gleichung : 

u  =  r      dy  - 

J  V(y2  -  «2)  (y2  -  «8) 

als  elliptische  Funktion  von  u   mit  den  Perioden  2  oj1  und  co3  definiert. 

Im  Falle  n  =  3  miissen  alle  vier  Faktoren  U  —  cchV  ]q  einen 
Doppelfaktor  haben.  Sind  aber  U,  V  Formen  dritten  Grades,  so 
giebt  es  uberhaupt  im  allgemeinen  nur  vier  Formen  U —  al~,  die 
einen  Doppelfaktor  haben;  denn  die  Diskriminante  einer  Form 
dritten  Grades  ist  vom  vierten  Grade  in  den  Koeffizienten.  Es  folgt 
daraus,  daB  jede  beliebige  rationale  Substitutionsfunktion  dritten 
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Grades  y=  TJ \V  geeignet  ist,  ein  and  nur  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung  in  ein  ebensolches  zu  transformieren.  Die  Frage 
dagegen:  welches  sind  die  moglichen  Transformationen  dritten 
Grades,  die  ein  vorgelegtes  elliptisches  Integral  erlaubt,  fiihrt  auf 
das  algebraische  Problem:  alle  Biischel  von  kubischen  Formen  zu 
finden,  cleren  Diskriminante  als  Funktion  des  Biischelparameters 
vorgegebene  Nullpunkte  hat. 

§  117.   Transformation  von  Funktionen  hoherer  Stufe. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  den  Wert  zu  bestimmen,  den 
eine  elliptische  Funktion  hoherer  Stufe  (§  103  a.  E.)  —  sie  heiBe 
cp  {v)  —  fur  die  transformierten  Perioden  annimmt,  so  kann  man 
so  verfahren,  da6  man  zuerst  nach  Anleitung  von  §  113  die 
Funktionen  pu  und  p  u  bestimmt  unci  dann  noch  die  Gleichung 
auf  lost,  die  cp(u)  mit  dieseri  Funktionen  verbindet.  Man  kann  aber 
audi  den  urspriinglichen  Wert  der  Funktion  cp(u)  als  gegeben  be- 
trachten;  dann  konnen  Eeduktionen  ganz  derselben  Art  eintreten, 
wie  wir  sie  bei  dem  Problem  der  Transformation  der  Modulfunk- 
tionen  hoherer  Stufe  in  §  105  als  moglich  erkannt  haben.  Ein 
genaueres  Eingehen  wiirde  wie  dort  zahlreiche  Fallunterschiede 
erfordern. 

Was  speziell  die  Transformation  der  Funktionen  zweiter  Stufe 
und  der  zu  ihnen  in  enger  Beziehung  stehenden  Thetafunktionen 
betrifft,  so  hat  man  zu  deren  Behandlung  auch  noch  verschiedene 
andere  Mittel.  Man  kann  z.  B.  in  den  unendlichen  Produkten  fur 
die  Sigma-,  bezw.  die  Thetafunktionen  (§§  21  und  31)  immer  alle 
diejenigen  Terme  fur  sich  zusammenfassen,  deren  Index  modulo  der 
Transformationszahl  zu  einem  bestimmten  Rest  kongruent  ist;  man 
kann  ferner  ein  analoges  Verfahren  auf  die  Thetara'Aew  anwenden; 
man  kann  endlich  die  fertigen  Formeln  mit  Hilfe  der  Satze  des 
V.  Abschnitts  verifizieren. 

§  118.   Realitatsverhaltnisse  bei  quadratischer  Transformation. 

Wir  wollen  noch,  -  als  Erganzung  zu  den  Entwicklungen  des 
X.  Abschnitts,  zusehen,  wie  sich  bei  quadratischer  Transformation 
die  Realitatsverhaltnisse  gestalten. 

Dabei  konnen  wir  an  die  einfachste  Form  ankniipfen,  in  der 
uns  diese  Transformation  begegnet  ist,  namlich  an  die  Formeln  (5) 
bis  (7)  von  §  11G.    Sie  zeigen:  Wenn  das  Doppelverhaltnis  X  der 
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Verzweigungspunkte  der  vorgelegten  Flache  (iiber  der  rr-Ebene)  reell 
und  positiv  ist,  wird  auch  das  der  Verzweigungspunkte  iiber  der 
?/-Ebene  reell;  ist  aber  I  negativ,  so  erhalten  wir  in  der  z/-Ebene 
zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  imaginare  Verzweigungspunkte. 
Umgekehrt  konnen  wir  also  ein  Integral  mit  zwei  reellen  und  zwei 
konjugierten  Yerzweigungspunkten  in  ein  solches  mit  vier  reellen  Ver- 
zweigungspunkten  transformieren,  indem  wir  es  zuerst  auf  die 
LEGENDREsche  Normalform  bringen  und  dann  von  clieser  durch  die 
quadratische  Transformation : 

y  =  fa 

zur  ersten  Normalform  iibergehen.  In  der  That :  ist  das  aus  2  co1 
und  2  033  gebildete  Periodenparallelogramm  ein  Rhombus  (§  88,  I), 
so  ist  das  aus  2  co2  und  2  co2  gebildete  ein  Rechteck;  der  Ubergang 
von  co1  und  w3  zu: 

w2  =  —  w1  —  o)3 

ist  aber  eine  quadratische  Transformation.  Man  erhalt  ihn  durch 
die  drei  successiven  Schritte: 

oj^  =  coY  +  co3,  co3  =  co3  (lineare  Transformation); 

(0i  =  co^,  co3  =  2  w3         (quadr.  Transformation); 

co2  -—  —  qj1?       m2  =      —  w3    (lineare  Transformation). 


§  119.   Complexe  Multiplikation. 

Die  Formeln  §  89,  (7)  unci  §  90  (4)  legen  die  Frage  nahe: 
unter  welchen  Umstanden  kann,  wenn  (p  (u)  eine  elliptische  Funktion 
mit  den  Perioden  (2  cov  2  co3)  ist,  cp  u)  flir  einen  nicht  ganzzahligen 
Wert  von  fi  eine  elliptische  Funktion  mit  denselben  Perioden  sein? 

Vermehren  wir  u  um  2co1}  so  vermehrt  sich  p  urn  2  ficov 
Schreiben  wir  dann  fiir  fxu  wieder  u,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

1)  cp(u  +  2  u  ojj)  =  cp  [u), 

mit  andern  Worten,  2fiwl  muB  eine  Periode  von  (p(u)  sein.  Nehmen 
wir  an,  2co1}  2co3  seien  ein  primitives  Periodenpaar  von  cp{u)  (was 
wir  doch  unbeschadet  der  Allgemeinheit  diirfen),  so  folgt  aus 
der  Gleichung  (1)  und  der  entsprechenden  Gleichung  fiir  co3  die 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  19 
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Existenz  von  vier  ganzen  Zahlen  a,  /9,  y,  S  von  der  Be- 
schaffenheit,  daB: 

{jl  oj1  =  a  o)1  -f  /9  w3 
//  o;3  =  y  o)1  -j-  d  o>3 
ist,  oder: 

jtt  =  a  +  /5  r 
r  =  y  +  ^  t . 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  zur  Abkivrzung  gesetztwird: 

4)  a  S  —  ft  y  =  n, 

durch  Elimination  von  r  fur  fi  die  Gleichung  zweiten  Grades  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten : 

5)  n2  —  [a  +  S)  fx  -f  n  =  0 

und  durch  Elimination  von  fx  die  Gleichung  derselben  Art  fur  r: 

6)  /2r2  +  {a  -  S)t  -  y  =  0. 

Der  Fall,  da8  diese  Gleichung  identisch,  d.  h.  fur  alle  Werte 
von  r  besteht,  da6  also  =  y  =  0,  a  =  S  ist,  bedingt  fx  =  a  =  S, 
fiihrt  also  auf  die  in  §  27  bereits  behandelte  ganzzahlige  Multi- 
plikation  zuriick.    Man  driickt  das  so  aus: 

I.  Multiplikation  mit  einer  andern  als  einer  ganzen  Zahl  kann  nur 
stattfinden,  wenn  das  Periodenverhaltnis  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  ist 

Wir  nennen  ein  solches  Periodenverhaltnis  ein  singuldres,  indem 
wir  den  Satz  als  bekannt  voraussetzen,  daB  nicht  jede  Zahl  Wurzel 
einer  solchen  Gleichung  ist.1 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  miissen  nach  §  11,  IV  complex 
sein;  es  muB  also: 

7)  D  =  -  4/9/  -  [a  -  S)2  =  4n  -  (<*  +  S)2 

und  umsomehr  n  positiv  sein. 

1st  umgekehrt  r  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen 
Teiler  haben: 

8)  At2  +  Br  +  C  =  0, 

1  Ubrigens  sei  ohne  Beweis  bemerkt,  da8  die  singularen  Werte  in  der 
x-Ebene  uberall  dicht  liegen. 
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und  ist: 

9)  A  =  4  A  C  -  i?2 

positiv,  so  wird  die  allgemeinste  Gleichung  der  Form  (6),  der  r  ge- 
niigt,  erhalten,  indem  man*  mit  x  eine  ganze  Zahl  bezeichnet  und: 

10)  (3  =  Ax,    y'=*  —  Cx,    a  -  <)  =  B  x 
setzt.    Setzt  man  noch: 

11)  a  +  d  =  y, 
so  wird: 

12)  »  =  i(ya  +  Ax% 
13s)  r  =  —  B  +  i  y  A  __  2(7 

1.4)  p=-«  +  /?T«=Hy  +  iaryZ). 

Was  den  wirklichen  Ausdruck  von  (p([xu)  durch  die  elliptischen 
Funktionen  von  m  betrifft,  so  ist  zu  beachten:  Aus  den  Glei- 
chungen  (2)  folgt,  da6  die  samtlichen  Punkte 

15)  ixu  -\-  2  n  kx  cox  -{-  2  n  kz  co3, 

die  aus  einem  System  kongruenter  Punkte 

u  +  2  kY  w1  +  2  ^3  cos 

durch  Multiplikation  mit  fji  hervorgehen,  selbst  untereinander  kon- 
gruent  sind.  Umgekehrt  aber  erhalt  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  zu  flu  kongruenten  Punkte,  sondern  nur  solche  Punkte 

(jiu  +  2  kx'  os1  +  2  k3'  co3, 

fur  die  es  moglich  ist,  die  Gleichungen: 

=  a  k±  +  y  k3 

in  ganzen  Zahlen  aufzulosen;  und  das  ist  nur  dann  fur  alle  ganz- 
zahligen  Werte  von  und  k3  der  Fall,  wenn  die  bei  dieser  Auf- 
losung  als  Nenner  auftretende  Determinante  n  gleich  1  ist  (vgl. 
§  67,  (3)).  Wenn  also  n  nicht  gleich  1  ist,  zerfallen  die  zu  fiu 
kongruenten  Punkte  in  mehrere,  sagen  wir  v,  Klassen,  deren  jede 
aus  einer  Klasse  untereinander  kongruenter  Punkte  u  hervorgeht; 
und  es  ist  dann  cp  (fxu)  eine  elliptische  Funktion  der  Ordnung  k .  v, 
wenn  cp{u)  eine  Funktion  der  Ordnung  k  ist.    Insbesondere  kann 

19* 


16) 
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es  nur  fur  n—1  elliptische  Funktionen  cp  (u)  geben,  fur  die  cine 
Gleichung  der  Form: 

17)  cp  ([JL  u)  —  c  cp  (u) 

besteht. 

Gleichung  (12)  zeigt,  daB  aus  n  =  1  folgt:  entwecler  x  =  0, 
y  =  2,  was  die  identische  Transformation  ergiebt; 

oder  x .—  ±  1 ,    y  —  -f  1 ,    z/  =  3 ,    \i  —  +  l  ±  % j/g_  . 

oder    a:  =  ±  2,    y  =  0,        zf  =  1,    jit  =  +  i. 

II.  .Zfo  beiden  in  den  §§  89  und  90  behandelten  speziellen  F'dlle 
elliptischer  Funktionen  sind  also  in  der  That  die  einzigen,  bei  denen 
Gleichungen  der  Form: 

Cf  (fill)  =  CCp{u) 

fur  nicht  reelle  Werte  von  fi  bestehen. 


DREIZEHNTER  ABSCHNITT. 

Nuinerische  Berechnung  elliptischer  Integrate 
und  Funktionen. 

§  120.  Berechnung  desWertes  eines  elliptischen  Integrals  I.  Gattung. 

Nachdem  wir  nun  in  den  Besitz  aller  erforderlichen  Hilfs- 
mittel  der  Theorie  gelangt  sind,  konnen  wir  uns  der  Frage  zuwenden, 
in  welcher  Weise  schlieBlich  numerische  Rechnungen  zu  fuhren 
sind,  in  denen  elliptische  Funktionen  auftreten.  Es  handelt  sich 
dabei  namentlich  um '  zwei  Aufgaben:  einmal  urn  die  Berechnung 
des  Wertes  eines  elliptischen  Integrals,  dessen  Koeffizienten  und 
Grenzen  numerisch  gegeben  sind,  dann  um  die  numerische  Losung 
des  Umkehrproblems. 

Wir  beschaftigen  uns  zunachst  mit  der  ersteren  Aufgabe;  sie 
wird  mit  Hilfe  von  Reihenentwicklungen  zu  erledigen  sein.  Dabei 
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tritt  uns  die  Schwierigkeit  entgegen,  daB  die  zunachst  liegenden 
Reihenentwicklungen  nicht  in  der  ganzen  Ebene  und  auch  innerhalb 
ihres  Konvergenzkreises  nicht  geniigend  schnell  konvergieren.  Man 
kann  jedoch  dieser  Schwierigkeiten  auf  Grund  der  Satze  des 
XII.  Abschnitts  Herr  werden:  die  Gleichung  (7)  von  §  116  zeigt,  daB 
man  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  in  ein  anderes  iiberfiihren 
kann  durch  eine  Substitution,  bei  der  die  ganze  x- Ebene  auf  eine 
Halbebene  der  y- Ebene  abgebildet  wird  (I,  §  17,  2).  Indem  man 
dann  noch  eine  lineare  Substitution  vornimmt,  die  diese  Halbebene 
auf  das  Innere  eines  Kreises  abbildet,  kann  man  erreichen,  da6  alle 
vorzunehmenden  Entwicklungen  in  diesem  Kreisinnern  vor  sich 
gehen  und  dort  so  gut  konvergieren,  als  es  fur  die  wirkliche  Be- 
nutzung  zu  numerischen  Rechnungen  erforderlicb  ist.  Nur  wenn 
der  urspriingliche  Integrationsweg  in  der  x-  Ebene  den  behufs  der 
Abbildung  in  dieser  Ebene  zu  ziehenden  Einschnitt  (Ubergangslinie, 
I,  §  59)  iiberschreitet,  mu8  das  Integral  erst  in  Teile  zerlegt  und 
jeder  dieser  Teile  fur  sich  behandelt  werden. 

Fur  die  Ausfiihrung  bringt  man  das  Integral  am  besten  zu- 
nachst auf  die  erste  Normalform  (§  63,  9): 


Von  den  sechs  Werten,  die  X  haben  kann,  sind  je  zwei  zu  einander 
reciprok;  die  abzuleitenden  Formeln  andern  sich  nicht  wesentlich, 
wenn  man  X  und  gleichzeitig  £  durch  ihre  reciproken  Werte  ersetzt. 
Man  kann  daher  1 1  \  ^  1  voraussetzen.   Macht  man  die  Substitution : 


Legen  wir  den  erwahnten  Einschnitt  langs  der  Halbaxe  der  negativ 
reellen  so  entspricht  ihm  die  Axe  der  rein  imaginaren  y.  Diese 
soil  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden,  und  zwar  so,  daB  den 
Punkten  y,  deren  reeller  Bestandteil  positiv  ist,  Punkte  des  Kreis- 
innern entsprechen;  dabei  konnen  wir  noch  drei  Bedingungen  er- 
fiillen.  Wir  konnen  z.  B.  verlangen,  daB  die  beiden  Verzweigungs- 
punkte,  die  dem  Kreisinnern  angehoren,  nach  +  1  kommen,  und 
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daB  die  beiden  andern  einander  entgegengesetzt  gleich  werden,  sodaB 
wir  sie  mit  +  l~2  bezeiehnen  konnen  und  das  transformierte  In- 
tegral abermals  in  der  Legend  BEschen  Normalform  (§  65)  erscheint. 
(Dabei  ist  nur  der  Fall  auszuschlieBen,  daB  I  in  (1)  negativ  reell 
ist;  Fig.  14  von  I  zeigt,  daB,  wenn  dies  mit  einem  Wert  von  I  der 
Fall  ist,  zwei  andere  reell  positiv  und  kleiner  als  1  sind.)  Sollen 
den  Punkten 

5)  y  =  1  -A"1/,  -1 
bezw.  die  Punkte 

6)  |  =  1     -1     -/-2  /-2 

entsprechen,  so  muB  nach  I,  §  15,  IV  /  aus  der  Gleichung  be- 
stimmt  werden: 

/~2  -  l      _/-2_i         -i-i         -  l-lk  -  l 


oder: 

4]/I 


(i  +  yir 

Dabei  sind  unter  X-1!*  und  ]/A  die  Hauptwerte  (I,  §  58,  V)  zu  ver- 
stehen.  Zieht  man  noch  einmal  die  Wurzel,  so  kann  man  iiber 
das  Vorzeicben  beliebig  verfiigen;  man  kann  also  in  der  sich  er- 
gebenden  Gleichung: 

i  -  /2     2  yi 


8) 


i  +i*    i  +  yx 


auch  unter  ]/l  den  Hauptwert  verstehen.  Endlich  konnen  wir  auch 
nocb  unter  I  denjenigen  von  den  beiden  Werten  der  Quadratwurzel 
aus  der  bisher  allein  definierten  GroBe  I2  verstehen,  fiir  den  die 
Gleichung  gilt: 

9)  l-'i^- 

i  +  yx 

Man  erkennt,  daB  diese  Gleichung  mit  §  110,  (10)  ubereinkommt, 
wenn  man  dort  1  durch  1  —  I  ersetzt. 

Die  Substitutionsformel  selbst,  die  die  Punkte  (5)  in  (6)  iiber- 
fuhrt,  lautet  dann: 

10)  |  =  l+V^  l-yy* 
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oder: 

11)  ^|  =  ^ii.^4? 

1  +  \/l       1  +  y  ]/k 

und  umgekehrt: 

12)  ,/=-4Li±-^. 

yi  \-n 

Sie  zeigt,  da6  in  der  That  der  Axe  der  rein  imaginaren  y  der  Kreis 
vom  Radius  um  den  Nullpunkt  der  |-Ebene  entspricht,  und 

4  — 

bei  der  getroffenen  Verfiigung  iiber  den  Wert  von  \l  den  y  mit 
positiv  reellem  Bestandteil  das  Innere  dieses  Kreises. 
Man  erhalt  weiter: 


1-1  = 


2 1/A  1-y 


■  yi  l+y]/l 
2  1-2/1/1 


-yi  \+y)/l 

4  _ 

2]/A  1+2/ 


l-f-l/A  l+y)/X 

2      i  +  2/  y  i 


l  +  V*  l+yyi 

i  4  _ 

1  +  j/A  -  2  ]/l  dy  m 

i_yi  (i+2/K)2 


damit  geht  das  Integral  (4)  iiber  in: 

4(1  +  yi)2  r  d$ 


i3)  ni^vi)2.  r 

y-<  vi  J  Vd 


V-<  V*    V(i  -f2)(i-^4i2) 

Da  nun  nur  noch  Werte  von  g  in  Betracht  kommen,  die  dem  ab- 
soluten  Betrage  nach  <|/-1j  sind,  so  konnen  wir  den  Faktor 
(1  —  Z4|2)-V2  unter  dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz  entwickeln  und  gliedweise  integrieren.  Die  dazu  erforder- 
lichen  Rechnungen  sind  im  wesentlichen  schon  in  §  82  ausgefiihrt; 
wir  erhalten  ganz  wie  dort: 
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14) 


und: 


15) 


J       -  £2)(i  -  I*?1)     J  ]/i 


1.3.5 


(2^-1) 


1  2.4.6...     2  « 


J  VI 


V^I2 


J  VI 


|2  2.4.6 


l.3.5...[2n-1)  C_dJ_ 
2n     J  VT^T* 


_nAz_i_!( .2w_2  ,2^-i  2n_4 

2w       Is         ~  2^- 2  s 

(2w-l)(2w-3)^,2H_fi  (2w-l)(2w-3)..:5.3j 
(2w-  2)  (2w  -  4)  $-  •  •  •  ~r  (2ro-  2)(2«  -  4). ..4. 2  j  * 


Dabei  ist  der  Wert  der  Quadratwurzel  ]/l  —  g2  so  zu  wahlen,  daB 
]/l  —  |2 .  ]/l  —  /4|2  den  vorgeschriebenen  Wert  erhalt,  wenn  fur 
]/l  —  Z4|2  der  Hauptwert  gesetzt  wird;  denn  die  vorgenommene  Ent- 
wicklung  bezieht  sich  auf  diesen  Hauptwert. 

Da  die  Eeilien  wie  geometrische  Eeihen  konvergieren,  so  kann 
man  (I,  §  25,  VI)  auch  nach  Potenzen  von  §  ordnen,  was  zuweilen 
bequemer  ist.    Man  erhalt  dann: 


16) 


J  y(i  -  f2)  (i  - 11  f 2)     0  J  yr-^ 

wo  zur  Abkiirzung  gesetzt  ist: 


17) 
18) 


^  /1.3.5  .  .  .  (2w-l) 


n=l 


2.4.6 


1.3.5  .  .  .  (2n-  1) 


ri  V2.4.« 


(2w) 


-l)\2/4n 
)     )  ' 


§  121.   Auswahl  von  /.  unci  Bestimmung  der  Grenzen  fiir  /. 

Wir  haben  im  vorigenParagraphen  bereits  gesehen,  daB  von  den 
sechs  Werten,  die  I  haben  kann,  im  allgemeinen  drei,  ausnahmsweise 
nur  zwei  fiir  unseren  Zweck  brauchbar  sind;  wir  miissen  noch-zu- 
sehen,  welchen  von  diesen  Werten  wir  zweckmaBigerweise  benutzen. 
Dariiber  entscheidet,  daB  die  Eeihen  des  vorigen  Paragraphen  im 
allgemeinen  urn  so  besser  konvergieren,  je  kleiner  |/|  ist.    |/|  wird 
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aber  moglichst  klein,  wenn  X  moglichst  nahe  an  1  liegt.  Daraus 
folgt  (vgl.  I,  Fig.  14): 

I.  Wollen  ivir  fur  die  numerische  Rechnung  moglichst  gut  kon- 
vergente  Reihen  haben,  so  mussen  wir  es  bei  der  Transformation  auf 
die  erste  Normalform  so  einrichten,  da/3  X  =  X1  +  iX2  dem  von  den 
Linien  Xx  —  \  und  Xx2  +  X22  =  1  begrenzten  Kreisabschnitt  angehdrt. 

Man  kann  sich  nun  folgendermaBen  iiberzeugen,  daB  \l\  in 
keinem  Punkte  dieses  Kreisabschnitts  einen  groBeren  Wert  annimmt, 
als  in  den  Ecken  desselben.  Auf  dem  Einheitskreis,  wo  I  =  eiff} 
(p  reell  ist,  wird 

rein  imaginar;  und  man  erkennt  sofort,  daB  sein  absoluter  Betrag 
yon  dem  Scheitel  des  Kreisabschnitts,  wo  er  0  ist,  wachst  bis  zu  den 
Ecken,  wo  er  den  Wert: 

2)  te£  =  0,13165  <  A. 
erreicht. 

Um  ferner  das  Verbalten  von  I  auf  der  Begrenzungslinie  l1  =  \ 
zu  untersuchen,  setze  man: 

3)  I  =  1  +  "-igw  =  — - — ewi- 
'  *        2    °  2  cos  w 

laBt  man  dann  w  alle  reellen  Werte  von  —  ^  bis  +  ~  durch- 

Li  U 

laufen,  so  durchlauft  X  die  ganze  Gerade,  von  der  diese  Begren- 
zungslinie ein  Stuck  ist.    Es  ist  dann: 


4) 


und  da  sich 
5) 

ergiebt,  so  folgt: 


a? log  I    i  X~ %       *  ^ 

dw  2  1  —  r/t  dw 


UX-'L  +  X-*/.)***}1-1)  ; 
2  v  '  dw 


d log (1  -  I)  _     _  il_ 
dw  '  ~2~ 
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Das  hat  fur  alle  in  Betracht  komrnenden  Werte  von  w  dasselbe 
Vorzeichen  wie  w ;  auf  der  Geraden  X1  =  \  hat  also  1 1  |  im  Punkte 
I  =  i-,  w  ==  0  ein  Minimum  und  wachst  von  da  nach  beiden  Seiten. 
Der  Logarithmus  des  absoluten  Betrags  einer  analytischen  Funktion 
complexen  Arguments  ist  namlich  gleich  dem  reellen  Teil  ihres 
Logarithmus.  Da  dieser  Logarithmus  im  Innern  des  Bereichs 
regular  ist,  kann  man  Satz  III  von  I,  §  36  anwenden  und  findet  so: 
II.  In  dem  bezeichneten  Kreisabschnitt  ist  uberall: 

also: 

|  Z4  |  <- 0,0003005, 

|  /8  !  kleiner  als  eine  Einheit  der  siebenten,  |  Z12  |  kleiner  als  eine 
Einheit  der  zehnten  Dezimalstelle. 

§  122.   Spezielle  Rechenvorschriften  fur  den  Fall  reeiler 
Verzweigungspunkte. 

Sind  alle  vier  Verzweigungspunkte  reell,  so  erhalt  man  fur  |  / 1 
eine  noch  niedrigere  obere  Grenze.  Denn  wenn  X  abnehmend  die 
reellen  Werte  von  1  bis  \  durchlauft,  durchlauft  /  zunehmencl  reelle 
Werte  von  0  bis 

4 

1)  ¥*^A  =  0,08642; 

]/2  +  l 

es  ist  also  hier  |  /4  |  <  0,000057,  |  Z8 1  kleiner  als  eine  halbe  Einheit 
der  8.,  |  Z 12 1  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der  12.  Dezimalstelle. 

Die  Transformation  auf  die  erste  Normalform,  die  der  Ent- 
wicklung  von  §  120  vorauszugehen  hat,  kann,  wenn  uber  den  zu 
wahlenden  Wert  von  I  Verfiigung  getroften  ist,  noch  auf  vier  ver- 
schiedene  Arten  geschehen  (§  63  a.  E.);  wir  miissen  noch  unter- 
suchen,  welche  von  diesen  Arten  wir  in  jedem  Falle  zweckmaBiger- 
weise  wahlen.  Wir  werden  dabei  zwei  Kiicksichten  zu  beobachten 
haben:  einerseits  werden  wir  wiinschen,  |||  moglichst  klein  zu  be- 
kommen,  andererseits  reelle  Werte  audi  in  reeiler  Form  ausgedriickt 
zu  erhalten. 

Seien  zunachst  die  vier  Verzweigungspunkte  reell  und  der  GroBe 
nach  geordnet  (wie  in  §  8): 


2) 


«0  <         <  «a«.,. 
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Dann  sind  von  den  sechs  Werten  ihres  Doppelverhaltnisses  die 
beiden  folgenden: 

3        =  «0  -  «3  :  und    ,  =  v: 1*  :  ^ ~  <**  =  1  —  2 

zwischen  0  und  1  entlialten;  und  man  hat  nur  noch  zu  entscheiden, 
welcher  von  ihnen  groBer,  welcher  kleiner  als  ^  ist;  den  ersteren 
hat  man  zu  wiihlen.  Den  Fall  X1  >  i  bezeichnen  wir  als  Haupt- 
fall  I,  den  Fall  l2  >  \  als  Hauptfall  II.  Beidemal  sind  zwei  Falle 
zu  unterscheiden,  je  nachdem: 

A.    a0  <  0       oder      B.    a0  >  0 

ist;  und  in  jedem  dieser  beiden  Falle  kommen  insbesondere  die- 
jenigen  Intervalle  der  Axe  der  reellen  Zahlen  in  Betracht,  in  denen 
die  zu  integrierende  Funktion  reell  ist;  namlich  im  Falle  A.  die 
Intervalle : 

1.  von  cc2  bis  #3;     2.  von  a0  bis  ce1 ; 
im  Falle  B.  die  Intervalle: 

1.  von  aY  bis  a%\    2.  von  #3  liber  oo  bis  a0. 

Die  in  §  63  gegebenen  Formeln  sind  im  Hauptfalle  I  anzuwenden. 
In  diesem  haben  a0  und  a0'  dasselbe  Zeichen:  da  in  §  120,  (13) 
]/—  a0'  auftritt,  werden  sie  uns  im  Falle  I  A.  reelle,  im  Falle  I  B. 
imaginare  Werte  geben. 

Im  Falle  1  A.  1.  fallt  bei  Anwendung  der  Formeln  von  §  63 
f  zwischen  1  und  X1  ~  \  also  £  zwischen  —  1  und  -f  1 ,  und  die 
Formeln  sind  unmittelbar  zur  Anwendung  fertig.  Fur  das  in  §  1 20 
auftretende  Integral: 

ist  in  diesem  Falle  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  sin  |,  d.  h.  der 
zwischen  den  Grenzen  —  ^  und  +  —  gelegene  Wert  dieser  Funk- 
tion  zu  nehmen. 

Im  Falle  I  B.  1.  fallt  bei  Anwendung  von  §  63,  (1)  £  zwischen 
0  und  1,  also  |  zwischen  1  und  l~l  (oder  zwischen  —  1  und  —  Z-1). 
Die  Reihen  von  §  120  konvergieren  in  diesem  Falle  weniger  gut, 
sind  aber  immer  noch  brauchbar.  Nur  wird  es  zweckmaBig  sein, 
sie  in  reelle  Form  umzusetzen  und  zu  schreiben: 
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5) 


'a'  J  1 


=  y<  [z0  log  (i  +  yi2^!)  +  vf^i  (A*  I  +  ..)]• 


Deni  Logarithmus  ist  sein  Hauptwert  beizulegen. 

Im  Falle  I  A.  2.  wiirde  bei  direkter  Anwendung  der  Formeln 
von  §  63  £  zwischen  —  oo  und  0  fallen,  also  y  rein  imaginar, 
|  eine  complexe  GroBe  vom  absoluten  Betrage  1  werden.  Man  ver- 
meidet  das,  indem  man  hier: 

e)  &  =  *-~? 


«0  —  a2 


setzt,  was  zu  demselben  Wert  von  I  fiihrt;  dieses  ^  fallt  dann  in 
diesem  Falle  zwischen  1  und  A-1,  das  aus  ihr  berechnete  gx  also 
zwischen  —  1  und  +  1. 

Im  Falle  IB.  2.  fallt  bei  Anwendung  der  Formel  (6)  £x  zwischen 
0  und  1;  und  es  wird  wie  im  Falle  I  B.  1.  zweckmaBig  sein,  sich 
der  Formel  (5)  zu  bedienen,  in  der  man  |  durch  |x  ersetzt. 

Durch  analoge  Uberlegungen  kommt  man  im  Hauptfalle  II  zu 
folgenden  Resultaten: 

In  den  Fallen  II  A.  1.  und  II B.  1.  ist  zu  setzen: 

rj\  <y-    &        fta  (X<i 


■  «0       a2  -  aQ 

Das  fallt  im  Falle ;  II  A.  1.  zwischen  0  und  1;  im  Falle  II  B.  1 
zwischen  1  und  /L-1;  also  fallt: 


8)  |  =  1  +  ^2 


im  ersteren  Falle  zwischen  1  und  Z2_1  (oder  —  1  und  —  /2_1),  im 
letzteren  zwischen  —  1  und  -f  1.  Man  hat  also  im  Falle  II  A.  1. 
die  Formel  (5),  im  Falle  II  B.  1.  die  Formel  §  120,  (16)  anzuwenden, 
nachdem  man  in  diesen  Formeln  |  durch  |2  und  /  durch 

9)  4  = 


i  +  VI 

ersetzt  hat. 

Endlich  in  den  Fallen  II  A.  2.  und  II B.  2.  hat  man  zu  setzen: 

4  _  4/ 

1  n\  y  _  *  ~~  at  .  «o  -  «i      &       1  +         1  ~  V^2  y s 

» —  «2  «0  — «!        i  —  ]/a2  i  +  ]/a2  yc3 
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mit  denselben  Werten  von  l2  und  l2  wie  in  den  beiden  letzten 
Fallen.  Im  ersteren  Falle  fallt  £3  zwischen  0  und  1,  |3  zwischen  1 
und  -f  /2_1  (oder  zwischen  —  1  und  —  /2_1),  im  letzteren  £3  zwischen 
0  und  1,  |3  zwischen  —  1  und  +  1.  Man  hat  also  in  diesen  beiden 
Fallen  §  durch  £3,  I  durch  l2  zu  ersetzen,  und  im  Falle  II  A.  2. 
die  Formel  (5),  im  Falle  II B.  2.  die  Formel  §  120,  (16)  an- 
zuwenden. 

In  jedem  dieser  acht  Falle  giebt  es  iibrigens  noch  eine  andere 
Substitution  derselben  Art,  die  dasselbe  leistet,  wie  die  hier  vor- 
geschriebene.    So  fallt  z.  B.  im  Falle  I  A.  1.  auch: 

£   =  %  ~  a°  •  0(3  ~  a°  —  1 
w  4       %  —  ax  '  «3  —  otj  X1'Q 

(vgl.  §  66,  4)  in  clas  Intervall  zwischen  1  und  (mit  demselben 

Wert  von  lY  wie  oben).  Der  zugehorige  Wert  von  |,  |4  ist  aber 
dem  friiheren  entgegengesetzt  gleich,  sodaB  man  hieraus  keinen 
weiteren  Vorteil  ziehen  kann. 


§  123.   Paarweise  konjugiert  compiexe  Verzweigungspunkte. 

Ein  elliptisches  Integral  I.  Art  nimmt  auch  dann  fur  reelle 
Werte  des  Arguments  reelle  Werte  an,  wenn  die  vier  Verzweigungs- 
punkte paarweise  konjugiert  complex  sind  und  a0  positiv  ist;  all- 
gemeiner  ausgedriickt  (vgl.  §  91):  wenn  die  Verzweigungspunkte 
paarweise  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  einen  Kreis  sind 
und  die  Integrationsvariable  auf  diesem  Kreise  sich  bewegt. 

Bei  geeigneter  Numerierung  der  Verzweigungspunkte  entspricht 
diesem  Kreis  in  der  f-Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Eadius  l-1!*,  also  in  der  y-Ebene  der  Kreis  vom  Mittelpunkt  0  und 
Radius  I-1!*,  also  in  der  |-Ebene  die  Axe  der  rein  imaginaren 
Zahlen.  Wir  mtissen  uns  vor  allem  ilberlegen,  welche  Numerierung 
der  Verzweigungspunkte  das  erzielt.  Bezeichnen  wir  dieselben  mit 
a  +  i [3  und  y  ±id,  so  werden  von  (/?  und  d  positiv)  den  sechs 
Werten  ihres  Doppelverhaltnisses  die  folgenden  beiden  positiv  und 
kleiner  als  1 : 

n     («  +  ifi  -  (y  +  id)  .  Q-^j-  (f-hid)  _  (a  -  r)2  +  (/?  -  df  _  . 
)     («  +ip)-(r-  id)  '  («  -  %fi  -  (r  _  id)       («  _  y)«  +  (p  +  Al 

und: 

j      (a  +  i$)  -  {r  -  id)  '  {f  +  id)  -  (y  -  id)        (a  -  rf  +  (0  +  df  ~  ^' 
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1st  \  >  i)  so  nehmen  wir  die  Substitution  vor: 

o\  y  _  *  -  (f  +  id)  m  (a  +  i  $)  -  (y  +  tfl)  . 

}  ^    ■    %  -iy  -  id)  '  (a  +  if?)  -  (r  -  i<5)  ' 

ist  aber  X2  >     'so  setzen  wir: 

a\  >  _  %  -  (<*  -  ^)  .  («  +  ^)  -  («  - 

1  ±2      %  _  '(y  _  ^3)  •  («  +  ^  _  (r  _  ^)  * 

Im  ersten  Falle  konnen  wir  schreiben: 
6)  =  2  arc  tg  arc  tg  J—  -  +  arc  tg 


wir  erhalten  dann: 


T/A, 


If. 2 


Dabei  bedarf  nur  noch  die  Bestimmung  des  Winkels  ifj  naherer 
Erorterung.  Fiir  die  untere  Grenze  darf  ein  beliebiger  Wert  von  ip 
genommen  werden,  fiir  die  obere  ist  dann  derjenige  zu  nehmen,  der 
aus  ihm  durch  stetige  Fortsetzung  entsteht.  Indem  man,  wenn  er- 
forderlich,  das  Integrationsintervall  zerlegt,  kann  man  erreichen,  daB 
nur  Werte  von  -ip  in  Betracht  kommen,  die  zwischen  —  %  und  -f-  % 
liegen.  Dann  wird  |  /  |  |  =i  1  un(^  ^ie  Remen  von  §  120  konvergieren 
rasch  genug,  um  zur  Berechnung  dieneu  zu  konnen. 

Weniger  giinstig  liegt  die  Sache,  wenn  Xl  >  \  ist.  Es  be- 
schreibt  namlich  £2,  wenn  z  die  Axe  der  reellen  Zahlen  durchlauft, 
einen  Kreis  vom  Mittelpunkt  und  Radius  /l2- 1  ]/l  —  /L2,  sodaB 

man  setzen  kann: 


8)  i_A2t2  =  yr- 

mit  demselben  Werte  von  ip  wie  unter  (6).  Da  dieser  Kreis  ganz 
auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  imaginaren  J2  liegt,  entspricht 
ihm  in  der  Ig-Ebene1  eine  geschlossene  Kurve,  die  ganz  im  Innern 
eines  Kreisbogenzweiecks  liegt,  dessen  Ecken  die  Punkte  + /_1  sind 
und  dessen  Seiten  mit  der  Axe  der  reellen  |2  Winkel  von  45°  ein- 


1  £2  istebenso  aus  £2  und  A2  zu  berechnen,  wie  £  in  §  120  aus  c  und  A. 
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schlieBen.  Die  nach  |2  fortschreitenden  Reihenentwicklungen  kon- 
vergieren  also  sehr  gut.  Sie  haben  aber  den  Ubelstand,  dafi  £2  fur 
reelle  x  complex  ist.  Man  wird  daher  auch  in  diesem  Falle  sich 
mit  Vorteil  der  Substitution  (5)  bedienen,  ausgenommen  allein  den 
Fall,  daB  /  sehr  nahe  an  1  liegt  und  man  gleichzeitig  iiber  Werte 

von  x  zu  integrieren  hat,  fiir  die  auch  tg  ~  nahe  an  1  riickt. 


y  —  i d 


§  124.   Zwei  reelle  und  zwei  konjugiert  complexe 
Verzweigungspunkte. 

Den  Fall,  daB  zwei  Verzweigungspunkte  reell,  die  beiden  andern 
konjugiert  complex  sind,  kann  man,  wie  wir  bereits  §  118  gesehen 
haben,  durch  eine  quadratische  Transformation  auf  den  Fall  von 
vier  reellen  Verzweigungspunkten  zuriickfiihren.  Bezeichnet  man 
namlich  die  beiden  reellen  Punkte  mit  cs0  und  cc3,  die  beiden  kon- 
jugiert imaginaren  mit  ax  —  y  +  iS  und  a2  =  y  —  i§,  so  werden 

\\  X  =  tt*  ~~  cts  •  — 

~~  «a  -  «0  *  ax  -  a0        y  +  id-a3'y  +  id-a0 

und 

2\  l    =  a*  ~  ao  .  "1  -  ao  l_ 

1        a2  —  «3  '  ofj  —  «3  X 

GroBen  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide  fuhren  zu  denselben 
Werten  von  /,  sodaB  es  geniigt,  X  ins  Auge  zu  fassen.    Wir  konnen: 

3)  %  =  ei(P 
setzen,  wenn  wir  den  Winkel  cp  durch 

4)  cp  =  2  arc  tg  —  2  arc  tg  — - —  =  2  arc  tg 


«s  -  r  <*o  -  r  K  -  r)  («s  -  r)  + 52 

bestimmen.  Dabei  ist  es  gleichgtiltig,  welche  Werte  der  arc  tg  wir 
nehmen,  da  eine  andere  Wahl  cp  nur  um  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches  von  2  %  andert;  wir  konnen  also  fiir  cp  den  Hauptwert 
wahlen.    Wir  erhalten  nach  §  120,  (9): 

1  +  yi 
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also  einen  rein  imaginaren  Wert,  dessen  absoluter  Betrag  hochstens 

6)  =  tg-^<  0,41422 
isi1 

Eine  der  zu  clem  Wert  (1)  von  I  gehorenden  Transformations- 
formeln  (§§  63;  66)  lautet: 

7)  y  —  x  ~     +  *     •  Y  +  id  -  ao  m 
'  %  —  {if  —  i  8)  '  y  —  i  8  —  a0 

Durchlauft  z  alle  reellen  Werte,  so  durchlauft  £  die  Werte  vom 
absoluten  Betrage  1;  wahlen  wir  also  in  der  Formel  (vgl.  §  120,  10): 

8)  t^-i^kvt 

i  +  yi  Yi 

  4  _      _  . 

die  WurzelgroBe  ]/£  so,  daB  ]//L  ]/£  gleich  clem  Hauptwert  der  Qua- 
dratwurzel  aus  ]//t.f  wird,  so  erhalten  wir  fiir  /|  rein  imaginare 
Werte,  deren  absoluter  Betrag  hochstens  gleich  1  ist,  sodaB  genugend 
rasche  Konvergenz  der  Keihen  gesichert  ist.  Wir  miissen  dabei 
nur  darauf  achten,  daB  wir  das  Integral  in  zwei  Teile  zerlegen, 
wenn  der  Integrationsweg  iiber  den  Punkt  wegfiihrt,  an  dem  der 
Hauptwert  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet. 
Setzt  man: 

8  '  8 

9)  -    ■£  =  e*v,    \p  =  2  arc  tg  —  2  arc  tg  — — - , 


so  erhalt  man: 

to)  --%(-!- +f) 

und  hat   dabei   den  Wert   des  Winkels  ifj   so   zu  wahlen,  daB 


v.  _i_  JL 

8  4 


^  —  wird. 


Eine  zweite  der  zu  dem  Werte  (1)  von  X  gehorenden  Substi- 
tutionsformeln  lautet: 

11)  r  =  %  ~  "°  :  r  +  id  ~  a°  =  z  ~  a°  c  ~  ^  > 

'  -1        %  —  «3  *  y  -f-  id  —  a3         %  —  a3 

wo  cp  den  in  Gleichung  (4)  angegebenen  Wert  hat.  Durchlauft  z 
die  Axe   der   reellen   Zahlen,   so   durchlauft  £  eine  unter  dem 


1  Wie  wir  in  §  121,  II  gesehen  haben,  konnten  wir  durch  andere  Wahl 
von  I  einen  noch  kleineren  Wert  von  /  erreichen;  aber  dann  werden  die 
Formeln  durch  das  Auftreten  complexer  GroBen  unhandlich. 
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Winkel  —  ~  gegen  diese  Axe  geneigte  Gerade,  also  Werte,  deren 
Arcus  teils  — |- ,  teils  +  y  ist.  Bestimmt  man  den  Winkel  ~ 
aus  den  Gleichungen: 

Y  —  aa  d 


cos  (p3  =        y      °        ,     sin  cp3 


d 


~2  =  (fs  - 


so  entspricht  der  zweite  Halbstrahl  der  Strecke  zwischen  ce0  und  a3, 
der  erste  den  auBerhalb  dieser  Strecke  gelegenen  Punkten.  Ver- 
steht  man  andererseits  wie  oben  unter  cp  den  Hauptwert,  ebenso 

unter  "j/f ,  so  liefert  der  Halbstrahl  vom  Arcus  ~  reelle  Werte  von 

l£i  =  r~  z ' 

i  +  yx  y-Qx 

die  zwischen  —  1  und  +1  liegen,  der  Halbstrahl  vom  Arcus  ~ 

dagegen  liefert  fur  l£x  Werte  vom  absoluten  Betrage  1.  Beide 
Arten  von  Werten  sind  zur  Berechnung  brauchbar. 

Genauere  Untersuchung  zeigt,  daB  zum  Hauptwert  von  —  ~- 

dasjenige  Stuck  der  Axe  der  reellen  z  gehort,  in  dem  die  zweiten 
Schnittpunkte  der  durch  y  +  i S,  y  —  id  und  a0  bezw.  a3  gelegten 
Kreise  mit  dieser  Axe  liegen;  also  das  endliche  oder  das  unendliche 
Stuck,  je  nachdem  y  +  id  innerhalb  oder  auBerhalb  des  iiber  a0 . .  a3 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegen.  Liegen  sie  auf  diesem 
Kreise,  so  wird  A  =  —  1 ;  es  kommt  dann  darauf  an,  ob  ce0  groBer 
oder  kleiner  als  a3  ist. 


§  125.   Berechnung  des  Periodenverhaltnisses  und  der  Grtisse  h. 

Die  Formeln  der  vorhergehenden  Paragraphen  gestatten  ins- 
besondere  auch  die  Berechnung  der  Perioden.    Den  Werten: 

f  =  oo  0  1 

entsprechen  namlich  die  Werte: 

f  =  -/-i      Z-i  1; 

Burkhakdt,  Funktionen.    II.  20 
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da  diese  Werte  alle  im  Innern  des  Konvergenzbereichs  der  Reihen 
liegen,  konnen  die  Perioden  aus  diesen  Reihen  entwickelt  werdeo. 
Man  erhalt  auf  diesem  Wege  Ausdriicke  der  Perioden  und  des 
Periodenverhaltnisses ,  die  sich  von  den  in  §  82  benutzten  dadurch 
unterscheiden,  daB: 


durch 


4w0         A4  V 


ersetzt  sind. 

Rascher  kommt  man  zumeist  zum  Ziele,  wenn  man  zunachst 
aus  der  Formel: 

die  durch  die  angegebene  Substitution  aus  §  82,  (16)  entsteht,  durcli 
Wurzelausziehung  die  folgende  ableitet: 

*  ^i{l^(a4  +  30(|)S+  300(4)%..} 

und  aus  ihr  vor  allem  h  direkt  aus  I  berechnet.  Fiir  die  praktische 
Verwendung  dieser  Formel  ist  es  wesentlich  zu  wissen,  wie  groB  der 
Fehler  ist,  den  man  begeht,  wenn  man  sie  an  einer  bestimmten 
Stelle  abbricht.  Man  gelangt  dazu  von  Gleichung  (9)  von  §  120 
aus,  muB  aber  dabei  folgenden  Umstancl  wobl  beachten:  Durch  die 
Entwicklungen  von  §§  82  und  93  war  ein  ganz  bestimmter  Wert 
von  X  als  Funktion  von  t  definiert;  wollen  wir  aus  diesem  den 
Wert  Z4  berechnen,  der  dieselbe  Funktion  von  4r  ist,  wie  X  von  r, 
so  miissen  wir  Gleichung  (10)  von  §  110  anwenden;  mit  andern 
Worten,  wir  mussen  den  in  Gleichung  (9)  von  §  120  auftretenden 
Wert  des  Doppelverhaltnisses  nicht  mit  X,  sondern  mit  1  —  X  bezeichnen. 
Thun  wir  das,  so  erhalten  wir  aus  ihr  durch  logarithmische  Dif- 
ferentiation (vgl.  §  121,  4): 

dlogl  =  |[(1  -  X) ~ 8/*  +  (1  -  A)-*] 

Die  Entwicklung  der  WurzelgroBen  nach  Potenzen  von  X  giebt 
nur  positive  Zahlenkoeffizienten ;  also  sind  auch  in  der  durch  In- 
tegration folgenden  Entwicklung:1 


Die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  ergiebt  sich  daraus,  daB 
lim  ~  =  lim 


A  =  0  A 

ist. 


1    l=0(i  +  yT-x)(i  +VT^rx)i 
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3)  log /=  log| +  2^/ 

alle  Koeffizienten  positiv.  Multipliziert  man  mit  m  und  geht  dann 
zum  Numerus  iiber,  so  sieht  man,  daB  auch  in  der  Reihe: 

4)  lm  =  \V    +?V.i"  +  ' 

alle  Koeffizienten  positiv  sind;  es  ist  also  fur  jedes  0  <  X  <  1  und 
fur  jedes  endliche  n: 

^evlv  <log/-log;,  +  log8;     (±)  +^V1«^<K 

Die  beiden  Glieder  jeder  dieser  Ungleichungen  bleiben  auch  fur  1  =  1 
stetig;  daher  folgt  aus  ihnen: 

m+1  n  +  l 

2«,^log  8;    8-- +  2  «m,v^l, 

v=l  v  =  l 

also  sicher: 

2er  <iog8;  8-m  +  2^,,<  i. 

V=l  7<  =  1 

Daraus  folgt,  daB  die  Reihen  (3)  und  (4)  auch  noch  fur  /I  =  1  kon- 
vergieren,  und  daB  folglich  (vgl.  I,  §  27,  VII)  die  Gleichungen 
bestehen: 

GO  GO  j_ 

5)  2<v  =  log8,    2£^  =  1  --^T" 
v= l  v  =  l  8 

Schreibt  man  nun  die  Gleichung  (16)  von  §  82  in  der  Form: 

GO 
71  =  0 

und  stellt  neben  sie  die  Gleichung 

6)  log(16A)  =  logA  + jyjft* 

71  =  1 

und  die  daraus  durch  die  Substitution  von  h4  fiir  A  und  /4  fur  2 
hervorgehende: 

GO 

7)  logA  +  log2  =  log/  +  i2ft^4n? 

71  =  1 

so  erhalt  man  die  ldentitat: 

|fti"=  log/  -  logl  +  i-2  P,lim 

71  =  1  °  m  =  l 

20* 
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oder  wenn  man  die  Keihen  (3)  und  (4)  einsetzt- 

8)  Sft^  =^enln  +i2  S^nft^4™^. 

n  =  l  n  =  l  n  =  0  m=l 

Aus  dieser  Identitat  ergiebt  sich  durch  Koeffizientenvergleichung : 

ft  —  £1>      ft  =  €2>      ft  =  €3>      ft  =  €4  +  i64>0  ft? 

allgemein : 

9)  ftr  +  e  =  «r  +  i{«4,  4r-4  +  eft  +  ^8,  4 r  -  8  +  q  ft  +  •  •  ■  +  £4r,  eft}- 

Es  sind  also  die  Koeffizienten  /?„  sdrntlich  positiv  reell,  folglich 
auch  die  Koeffizienten  der  daraus  durch  Ubergang  zur  Exponential- 
funktion  sich  ergebenden  Formel  (2). 

Durch  dieselben  Schlusse  wie  die  Gleichungen  (5)  beweist  man 
nun  auch  die  Gleichungen: 

=  log  16 

n=l 

und,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  so  schreibt: 

n  =  0 

10)  .  Sa»  =  L 

Daraus  folgt:  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  in  der 
Reihe  (2)  nur  die  beiden  ersten  Glieder  beriicksichtigt,  ist  kleiner  als : 

15    79     I      150   713    I     (-1  _    1  *  25    _    150  \  717  /I         /4     ,     78    .  \ 

512  1    +~2^1     +  I1      ~2~       16        29        2>«  r     ^  +  '    +  '    +  *  *} 

15   /9       ^50^  7i3   ,    1597       7 17 
~  512       +  Y1^       +  4096  l-/4' 

also  wenn  /  <  i  ist: 

/     15    79     ,    JO    79     ,    i59!  .il.  J_/9    ^     17     79    ^     1  79 

^512  213        ^  4096      15      28       ^  512       ^  30 

Da  wir,  wie  wir  §  121  gesehen  haben,1  es  immer  erreichen 

2 

konnen,  daB  l<- —  wird,  so  reichen  wir  mit  den  beiden  ersten 

15  '„ 

Gliedern  der  Eeihe  aus,  wenn  keine  groBere  Genauigkeit  als  neun 
Dezimalstellen  verlangt  wird.  Begniigt  man  sich  mit  geringerer 
Genauigkeit,  so  hat  man  nicht  einmal  notig,  es  so  einzurichten,  daB  I 

1  Die  §  124  erwahnten  Umstandlichkeiten  kommen  hier  nicht  in  Frage. 
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zwischen  \  und  1  fallt;  auch  Werte  von  I  zwischen  0  und  1,  wenn 
sie  nur  nicht  gar  zu  klein  sind,  geben  noch  Werte  von  I,  fur  die 
die  Reihe  gut  konvergiert. 

Hat  man  auf  diese  Weise  h  berechnet,  so  erhalt  man  cov  wenn 
man  die  Gleichung  (3)  von  §  83  auf  das  transformierte  Integral  an- 
wendet.    Fiir  dasselbe  ist  zu  setzen: 

4  a  (a  -  a0)  (a8  -  ax)  (1  +  ]/A  f  statt  a0 ; 


0  \w2 

1,    —  1,    /-2?    —  l~2j    statt  a2,  a0,  ct3,  ax, 


sowie  2  ojj  an  Stelle  von  cov  Was  die  Verteilung  der  Verzweigungs- 
punkte  betrifft,  so  trennt  hier.2o?3  1  und  —  1  von  Z-2  und  —  l~2, 
2  «j  trennt  1  und  I  ~ 2  von .  —  1  und  —  /  - 2 .  Friiher  trennte  2 
cc1  und  «2  von  #0  und  a3,  2  co3  trennte  a0  und  ce1  von  #2  und  a3. 
Also  haben  wir  an  Stelle  von  (cc2  —  ce0)  [a3  —  ax)  in  Gleicbung  (3) 
von  §  83  bier  zu  setzen: 

±(i  _/-2)==;f  (1  +  i-y. 

So  erbalten  wir  die  Formel: 

<V  (0  I  4  t)  =  ^  4  «0  («2  -  S) («8  -  *,)  (1  +  (l+l-i)*; 
oder  wenn  wir  fiir  1  -+-  l~2  seinen  Wert 

i  i  -  yi  I     (i  -  ytf 

einsetzen  und  die  vierte  Wurzel  ausziehen: 

^3  (0  |  4  t) 


id  j/^ 


*  -  -  ,   i  +  Vx 

yia0  («2  -  «0)(«3  ~  «t)  y  2  (1  + 


i  -  yT 

Da  die  Reihenentwicklung : 

12)  #8(°  l4r)  =  1  +  2h*  +  2A16  +  .  . 

sebr  rascb  konvergiert,  so  ist  diese  Formel  (11)  zu  numeriscber 
Berechnung  sehr  geeignet. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  eine  Periode  gefunden,  so  ergiebt 
sicb  die  andere  einfach  mittels  der  Formel: 

13)  o)3  =  —  -^^lognatA. 
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§  126.   Bereehnung  der  Werte  elliptischer  Funktionen  bei 
gegebenem  Werte  des  Arguments. 

Soil  zu  einem  gegebenen  Wert  des  Arguments  der  zugehorige 
Wert  einer  elliptischen  Funktion  berechnet  werden,  so  ist  es  in  den 
meisten  Fallen  das  ZweckmaBigste,  diese  elliptische  Funktion  zu- 
nachst  als  Quotienten  von  Thetaprodukten  auszudrticken  und  die 
Thetafunktionen  mit  Hilfe  ihrer  Eeihenentwicklungen  zu  berechnen. 
Dazu  ist  erforderlich,  daB  man  die  GroBe  h  kennt;  diese  muB 
also  vor  allem  nach  den  Methoden  des  vorigen  Paragraphen  be- 
rechnet sein. 

Den  Rechnungen  desselben  liegen  ganz  bestimmte  Voraus- 
setzungen  liber  die  Auswahl  eines  primitiven  Periodenpaares,  oder 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  iiber  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte  zu  Grunde;  will  man  also  z.  B.  die  Formeln  des 
§  56  zur  numerischen  Losung  bestimmter  Umkehrprobleme  ver- 
wenden,  so  muB  man  dafur  sorgen,  daB  die  Numerierung  der  Ver- 
zweigungspunkte  hier  und  dort  die  gleiche  ist.  Dabei  ist  zu  be- 
ach ten,  daB  die  fur  §  125  erforderliche  Numerierung  der  Verzwei- 
gungspunkte  so  gewahlt  ist,  daB  u1  die  dem  absoluten  Betrag  nach 
kleinste  Periode  ist.  Das  giebt  im  Fall  von  §  86  zu  einer  TJnter- 
scheidung  von  zwei  Unterfallen  Veranlassung  (vgl.  §  87):  Ist  die 
kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten  Betrag  nach  kleiner  als  die 
kleinste  rein  imaginare,  so  wird  das  co1  von  §  125  reell;  es  gehoren 
also  dann  zu  reellen  Werten  von  u  auch  reelle  Werte  des  Theta- 
arguments  v,  und  die  Thetareihen  enthalten  fur  reelle  u  trigono- 
metrische,  fur  rein  imaginare  u  Exponentialfunktionen  reellen 
Arguments.  Ist  aber  die  kleinste  reelle  Periode  dem  absoluten 
Betrag  nach  groBer  als  die  kleinste  rein  imaginare,  so  wird  das  co1 
von  §  125  rein  imaginar,  und  die  Thetareihen  enthalten  fur  reelle  u 
Exponential-,  fur  rein  imaginare  u  trigonometrische  Funktionen 
reellen  Arguments.  Im  Grunde  liegt  wenig  daran,  ob  der  eine  oder 
der  andere  Fall  eintritt,  da  man  doch  meist  die  Werte  der  Funk- 
tionen sowohl  fur  reelle,  wie  fur  rein  imaginare  Argumentwerte 
braucht.  AuBerdem  braucht  man  sie  haufig  auch  noch  fur  Argument- 
werte, deren  reeller  oder  imaginarer  Bestandteil  einer  Halbperiode 
gleich  ist;  fiir  diese  kommen  die  Formeln  von  §  45,  (6)  bis  (8) 
in  Betracht. 

Eine  wichtige  Frage  ist  in  jedem  Fall,  wie  groB  die  relative 
Genauigkeit  ist,  die  man  erzielt,  wenn  man  die  Thetareihe  mit  einer 
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bestimmten  Gliederzahl  abbricht.  Setzen  wir,  um  das  zu  unter- 
suchen,  z.  B.: 

1)  #3  (v  |  t)  =  1  +  2  h  cos  2  v  tc  +  2  £4  cos  4  u  %  +  jR, 

so  konnen  wir  fur  den  absoluten  Betrag  von  R  eine  obere  Grenze 
angeben,  sobald  wir  eine  solche  fiir  den  imaginaren  Bestandteil  von  v 
haben.    Wir  ziehen  daraus  zunachst  die  Kegel: 

Fiir  numerische  Rechnungen  mit  Thetareihen  ist  es  zur  Erreichung 
rascher  Konvergenz  er for der lie  h,  den  imaginaren  Bestandteil  des 
Arguments  mit  Eilfe  der  Relationen  §  45,  (5)  moglichst  zu  verkleinern. 

Sei  also,  wenn  v  =  a  +  ib  gesetzt  wird, 


2) 

Nun  ist: 


1  —  2  i 


COS  2  k  V  71 


+  e 


2kv, 


1  (p2kh7l 


+  e 


-2hb7i\ 


also  wegen  (2): 
3) 

Also  ist: 


cos  2kvn 


n 


d.  h. 

4) 


R 


1  -  h* 


Damit  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  abgeschatzt;  um  eine 
Vorstellung  von  seiner  relativen  Bedeutung  zu  haben,  miissen  wir 
fiir  &3(v  |  r)  eine  untere  Grenze  finden.    Man  erkennt,  daB: 


5) 


#3  (v  |  t)  I  >  1  —  |  2  h  cos  2  v  7t  +  .  . 

>  1  —  |  2  h  cos  2v7t\  —  . 

>  l  _  2  h2  -  2  h6  -  .  .  . 


>  1 


1  -  /z4 


ist.  Die  Vergleichung  der  Formeln  (4)  und  (5)  ergiebt,  da  wir 
immer  h  <  e~n  voraussetzen  diirfen,  daB 


R 


2  hQ 


2  h2  -  k4 


kleiner  ist  als  eine  Einheit  der  8.  Dezimalstelle. 
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Man  reicht  also,  wenn  man  heine  gr'ufiere  Genauigkeit  verlangt 
und  die  angegebenen  Forsichtsmaflregeln  beachtet,  in  jedem  Falle  mil 
den  drei  ersten  Gliedern  der  Reihe  (1)  aus. 

Fur  die  Funktion  &0  gilt  ganz  dasselbe;  fur  die  beiden  andern 
Thetafunktionen  sind  die  Schlusse  etwas  zu  modinzieren:  man  muB 
den  Faktor  sinvn,  bezw.  cos v%  herausziehen  und  beachten,  daB 


sin  (2  k  +  1)  v  n 


—  |g2feu7ri  _j_  ^  (2  fe  —  \)v  mi  _j_       q  —  2  lev  jt  i 

^(2k+  l)e2k  b  \*^(2k  +  l)Afc 


und  ebenso: 


ist. 


cos  (2  k  +  l)vn 


^(2k  +  l)h 


Soli  der  Wert  eines  elliptischen  Integrals  II.  oder  III.  Gattung 
numerisch  berechnet  werden,  so  ist  zuerst  der  Wert  u  des  zwiscben 
denselben  Grenzen  genommenen  Integrals  I.  Gattung  nach  §  120 
bis  §  124  zu  berechnen;  durch  diesen  ist  der  gesuchte  Integralwert 
nacb  §  24,  II  (vgl.  §  57)  auszudriicken.  Dann  sind  die  Theta- 
funktionen einzufuhren;  dabei  treten  ihre  Ableitungen  auf,  deren 
Eeihenentwicklungen  ailerdings  etwas  schlechter  konvergieren,  als 
die  der  Thetafunktionen  selbst,  sodaB  man  vielleicht  zuweilen  Ver- 
anlassung  hat,  bei  ihnen  ein  Glied  mehr  zu  berucksichtigen. 


VIERZEHNTER  ABSCHNITT. 

Algebraisch  -  geometrische  Anwendungen 
der  elliptischen  Funktionen. 

§  127.   Gleichungen  zwischen  elliptischen  Funktionen. 

Zwischen  zvvei  zu  demselben  Periodenparallelogramm  gehorenden 
elliptischen  Funktionen  besteht  nach  §  24,  V  stets  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  u  unabhangigen  Koeffizienten.  Wir  wollen  die 
Eigentiimlichkeiten  solcher  Gleichungen  noch  naher  untersuchen. 
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Sei  cp  eine  elliptische  Funktion  nten,  \p  eine  solche  mten  Grades. 
Sei  (p0  ein  Wert,  den  die  Funktion  cp  in  n  voneinander  verschie- 
denen  Punkten  des  Periodenparallelogramms  annimmt.  (Wenn 
cp  —  cp0  =  aQ  (u  —  u0)n  +  . .,  kann  man  urn  cp0  nach  I,  §  69,  (5)  einen 
Kreis  von  so  kleinem  Radius  beschreiben,  daB  im  Innern  desselben 
u  —  u0  eine  eindeutige  Funktion  von  {cp  —  (p0)lln  ist.  Nach  I,  §  46,  X 
kann  man  den  Radius  dieses  Kreises  so  klein  wahlen,  daB  im  Innern 
desselben  u  —  u0  in  verschiedenen  Punkten  verschiedene  Werte  an- 
nimmt. Wenn  also  cp0  ein  Wert  ist,  der  in  einem  Punkte  des 
Periodenparallelogramms  mehrfach  angenommen  wird,  so  liegen  doch 
in  seiner  Umgebung  stets  Werte  von  cp,  die  in  n  voneinander  ver- 
schiedenen Punkten  desselben  angenommen  werden.)  Die  Werte 
der  Funktion      in  diesen  Punkten  seien  mit: 

1)  ^K)>  •  •  •  ty(Un-l) 

bezeichnet.  Wir  wollen  zunachst  annehmen,  diese  n  Werte  seien 
fin*  jeden  Wert  von  cp0,  einzelne  ausgenommen,  voneinander  ver- 
schieden.  Dann  wird  die  zwischen  cp  und  ip  bestehende  Grleichung, 
die  doch,  wenn  man  cp  =  cp0  setzt,  alle  diese  Werte  zu  Wurzeln 
haben  muB,  in  Bezug  auf  ip  bis  zum  ?zten  Grade  ansteigen.  Wir 
erhalten  somit  den  Satz: 

I.  Zwischen  einer  elliptisehen  Funktion  nter  Ordnung  cp  und  einer 
solchen  Funktion  mter  Ordnung  ip,  die  so  beschaffen  sind,  dafi  zu  ver- 
schiedenen W'ertepaaren  (cp,  ip)  im  allgemeinen  (d.  h.  nur  einzelne 
solche  Wertepaare  ausgenommen)  nur  ein  Punkt  u  des  Perioden- 
parallelogramms gehb'rt,  besteht  eine  algebraische  Gleichung,  die  in  Bezug 
auf  cp  vorn  mten,  in  Bezug  auf  ip  vom  nUn  Grade  ist. 

Wenn  aber  fur  unendlich  viele  Werte  von  cp  zwei  der  zu- 
gehorigen  Werte  von  \p  einander  gleich  sind,  also  etwa  ip(u)  =  ip  (u) 
ist,  muB  es  im  Periodenparallelogramm  mindestens  einen  Punkt  u 
geben  von  der  Beschaffenheit,  daB  in  jeder  Nahe  desselben  Punkte 
liegen,  fur  die  eine  solche  Relation  besteht  (I,  §  26,  XXIV).  Aber 
ip  [u)  und  ip  (u)  konnen  als  bis  auf  Pole  regulare  Funktionselemente 
angesehen  werden ;  wenn  die  Gleichung  \p  (u)  ( = )  ip  (u)  fur  un- 
endlich viele  Punkte  in  der  Umgebung  eines  im  Innern  eines  solchen 
Bereiches  gelegenen  Punktes  bestehen  soli,  so  muB  sie  nach  1,  §  39,(1) 
identisch  bestehen.  Also  muB  sie  auch  fur  alle  analytischen  Fort- 
setzungen  bestehen  bleiben  (I,  §  66,  IV).  Es  fallen  also  dann  fur 
jeden  Wert  von  cp  zwei  der  zugehorigen  Werte  von  ip  zusammen; 
mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 
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II.  Wenn  die  Bedingungen  des  Satzes  I  nicht  erfullt  sind,  giebt 
es  zu  jedem  Punkte  u0,  hochstens  einzelne  ausgenommen,  einen  zu  ihm 
inkongruenten  Punkt  ux  von  der  Beschaffenheit,  dafi  gleichzeitig 

9  K)  =  (p  K)    und     if)      =  y  (u0) 

ist 

Natiirlich  kann  es  auch  mehrere  inkongruente  Punkte  geben. 
Seien  dieselben,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen, 
uv  u2  .  .  uk  _  i ;  dann  betrachten  wir  die  Summe  ?/1  -f-  u2  +" . .  +  uk  _  i 
als  Funktion  von  u0.    Als  solche  hat  sie  folgende  Eigenschaften : 

1.  Sie  ist  fur  jeden  endlicben  Wert  von  u0  eindeutig  bestimmt 
und  endlich. 

2.  Wenn  man  u0  durch  einen  kongruenten  Wert  ersetzt,  treten 
an  Stelle  der  uiy  u2  .  .  .  uk  _  i  Werte,  von  denen  jeder  wieder  zu 
einem  dieser  Werte  kongruent  sein  mu6;  ihre  Summe  kann  sich 
also  nur  um  eine  Periode  vermehren. 

Aus  beiden  Eigenschaften  folgt,  daB  diese  Summe,  von  einer 
Konstanten  abgesehen,  gleich  einem  Yielfachen  von  u0  sein  mu6 
(vgl.  §  6,  X  und  §  7,  II);  wir  schreiben: 

2)  ux  +  u2  +  .  .  .  -f  uk  _  i  =  c0  u0  +  70  • 

Ebenso  erhalt  man  die  Gleichungen : 

U2  +  M3  +   '  '  *   +  7/fe  -  1  +  U0  =  Cl         U\  +  Y\ 


Nun  sind  zwei  Falle  moglich.  Entweder  die  Zahlen  c  sind  alle 
gleich  —  U  Dann  mtissen  auch  die  Zahlen  y  alle  einander  gleich 
sein  und  das  Gleichungssystem  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung: 

3)  u0  +  ux  +  u2  +  .  .  .  +  uk  _  i  =  y. 

Seien  nun  [up,  ip)  und  (cp",  tp")  irgend  zwei  Paare  zusammen- 
gehoriger  Werte  von  cp  und  \p\  u0',  ...  uk  _  i  unci  u0",  u^' ..  ,u\-\ 
die  bezw.  zu  dem  einen  und  dem  andern  dieser  Wertepaare  ge- 
horenden  inkongruenten  Werte  von  u.  Jedes  dieser  Werte  A-tupel 
geniigt  der  Gleichung  (3);  also  giebt  es  nach  §  22,  I  eine  elliptische 
Funktion  von  u,  die  in  den  u  Null  und  in  den  u"  unendlich  wird. 
Wir  konnen  eine  solche  Funktion  in  der  dort  angegebenen  Weise 
ausdriicken,  aber  auch  in  der  folgenden: 
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Denn  wenn  man  u0  =  u  um  eine  Periode  vermehrt,  permutieren  sich 
die  iibrigen  uh  bis  auf  Perioden;  tmd  die  Summe  der  zu  den  samt- 
lichen  uh  tretenden  Perioden  muB  Null  sein,  damit  die  Gleichung  (3) 
fortbesteht.  Daraus  folgt  mit  Hilfe  von  §  20,  (12),  daB  %(u)  in  der 
That  eine  elliptische  Funktion  ist.  Wenn  ferner  u  mit  einem  der 
uh  (uh  )  zusammenfallt,  muB  ein  anderes  der  uh  mit  u0'  (u0")  zu- 
sammenfallen ;  daraus  folgt,  daB  %  (u)  in  der  That  die  verlangten 
Pole  und  Nullpunkte  hat.  Der  Ausdruck  (4)  dieser  Funktion 
zeigt  aber,  daB: 

*  K)  =  *       =  •  •  - 

ist.  Mit  andern  Worten,  diese  Funktion  nimmt  jedesmal  denselben 
Wert  an  in  je  k  Punkten,  in  denen  cp  und  xp  dieselben  Werte  an- 
nehmen.  Sie  nimmt  aber  iiberhaupt  jeden  Wert  nur  in  je  k  Punkten 
an;  giebt  man  also  den  Wert  von  /,  so  ist  dadurch  ein  solches 
Punkte-A;-tupel  eindeutig  bestimmt,  also  auch  die  zugehorigen  Werte 
von  cp  und  xp.  cp  und  xp  sind  also  eindeutig e  Funktionen  von  /, 
und  da  sie  auBerdem  nach  I  algebraische  Funktionen  von  %  sind, 
miissen  sie  rationale  Funktionen  von  %  sein.    Also  folgt: 

III.  Wenn  die  Zahlen  c  in  den  Gleichungen  (2)  alle  gleich  —  1 
sind,  lassen  sich  cp  und  xp  als  rationale  Funktionen  einer  Hilfs- 
variabeln  %  ausdrucken. 

Wenn  aber  die  Zahlen  c  nicht  alle  gleich  —  1  sind,  kann 
keine  von  ihnen  gleich  —  1  sein.  Denn  man  erhalt  in  jedem  Falle 
aus  (2): 

5)  (1  +  c0)  u0  +  y0  =  (1  +  cx)  ux .  +  7\  =  •  •  •  =  (!  +  ck  -  i)  uk  _  i  +  yk  _  i ; 

ware  also  z.  B.  c0  =  —  1,  aber  c1  =)=  —  1 ,  so  wiirde  folgen,  daB 
uY  =  konst.  sei,  was  doch  nicht  sein  kann.  Es  ist  also  dann  jeder 
der  Werte  zi0,  ux  .  .  .  uk  _  i  eine  lineare  ganze  Funktion  von  jedem 
andern.  Sei  etwa  ul  =  s{u),  sodaB  fiir  jeden  Wert  von  u  die 
Gleichungen  bestehen: 

6)  cp  (s  (?/))  =  cp  (u),    xp  (s  (m))  =xp{u). 

Ersetzen  wir  hier  u  durch  s{u)  und  schreiben  wie  in  §  68  s2(u) 
fiir  s(s(u)^j  u.  s.  w.,  so  sehen  wir:  die  Funktion  cp  (und  ebenso  xp) 
nimmt  fiir  alle  die  unendlich  vielen  Argumentwerte : 

u,    s(u),    s2  (u)  .  .  .  sk(u)  .  .  . 

denselben  Wert  an.  Sie  kann  aber  als  elliptische  Funktion  den- 
selben Wert   nur   in   einer   endlichen  Anzahl  von  Punkten  des 
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Periodenparallelogramms  annehmen;  also  konnen  die  Punkte  (6) 
nicht  alle  modulis  Perioden  inkongruent  sein.    Sei  etwa 

sl(u)  =  sh  +  l(u) 

und  folglich  auch: 

7)  sk(u)  =  u. 

Wenn  die  lineare  Funktion  s{u)  die  Gestalt  hat: 

8)  *(«) 
wird: 

s*(u)  =  u  +  k@. 

In  diesem  Falle  folgt  aus  Gleichung  (7),  da6  kf$  eine  Periode  ist; 
und  dann  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daB  die  Funktionen  cp  und  up 
zu  einem  Periodenparallelogramm  gehoren,  das  nur  den  kten  Teil 
des  zuerst  angenommenen  ausmacht.  Wir  diirfen  aber  annehmen, 
das  Periodenparallelogramm  sei  von  Anfang  an  so  klein  gewahlt, 
daB  es  nicht  weiter  verkleinert  werden  kann ;  wir  konnen  also  diesen 
Fall  bei  Seite  lassen. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung: 

s  (?/,)  =  au  -f-  @ 
a     1  ist,  konnen  wir  sie  ersetzen  durch: 

9)  s{u)  —  l  =  a  (u  —  I) . 

Da  wir  iiber  den  Nullpunkt  der  w-Ebene  noch  nicht  verfugt  haben, 
diirfen  wir  in  diesem  Falle  I  =  0,  also  auch  ft  =  0  annehmen. 
Dann  konnen  wir  aus  Satz  II  von  §  119  schlieBen,  daB  a  entweder 
eine  zweite,  oder  eine  dritte,  oder  eine  vierte,  oder  eine  sechste 
Wurzel  der  Einheit  sein  muB,  und  in  den  drei  letzten  Fallen 
iiberdies  noch,  daB  wir  es  mit  einem  singularen  Periodenverhaltnis 
zu  thun  haben.  In  keinem  dieser  Falle  aber  geniigen  alle  ellip- 
tischen Funktionen  des  betreffenden  Periodenparallelogramms  den 
Gleichungen  (6),  sondern  im  ersten  Falle  nur  die  rationalen  Funk- 
tionen von  pu,  im  zweiten  die  rationalen  Funktionen  von  pu,  im 
dritten  die  von  p2u,  im  vierten  die  von  p'2u. 
Das  Resultat  ist  also: 

IV.  Wenn  die  Funktionen  (f(u)  und  ip  (u)  die  Eigenschaft  haben, 
dap  in  ihrem  wirklichen  Periodenparallelogramm  zu  jedem  Werte- 
paar  (cp,  ip),  hochstens  einzelne  ausgenommen,  mehr  ah  ein  Punkt  u 
gehb'rt,  lassen  sie  sich  rational  durch  eine  und  dieselbe  Funktion  %  (u) 
ausdrucken. 
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Sind  umgekehrt  cp  (u)  und  xp  (u)  rationale  Funktionen  einer 
Funktion  z(u),  so  gehoren  zu  jedem  Wertepaar  cp,  xp  mehrere 
Punkte  u,  namlich  diejenigen,  in  denen  %  denselben  Wert  annimmt. 

§  128.    Diskussion  der  Gleichung  y3  =  f3  (x). 
Fine  Gleichung  der  Form: 

1)  ?/3  =  a0  x3  +  3  aY  x2  +  3  a2  x  -j-  a3, 

deren  rechte  Seite  keinen  mehrfachen  Faktor  besitzt,  kann  stets  durch 
elliptische  Funktionen  erfiillt  werden,  und  zwar  durch  solche  der 
in  §  90  untersuchten  speziellen  Art.  Um  das  zu  zeigen,  konstruieren 
wir  zunachst  die  zu  dieser  Gleichung  gehorige  RiEMANNSche  Flache 
iiber  der  ^-Ebene.  Zu  jedem  Wert  von  x  gehoren  drei  Werte 
von  y\  die  Flache  bekommt  also  drei  Blatter.  In  der  Umgebung 
jedes  Punktes  xQt  fur  den  f\x0)  0  ist,  laBt  sich  jeder  der  drei 
Zweige  von  y  nach  dem  binomischen  Satz  als  regulare  Funktion 
von  x  —  x0  entwickeln;  iiber  jedem  solchen  Punkte  verlaufen  also 
die  drei  Blatter  isoliert.  In  jedem  der  drei  Nullpunkte  von  f(x)  — 
wir  wollen  sie  mit  a0,  aY)  a2  bezeichnen  —  laBt  sich  y  auf  die 
Form  bringen: 

3   

2)  y  =  fx-ah<pix), 

wo  cp  (x)  eine  in  der  Umgebung  von  ak  regulare  Funktion  von  x 
bezeichnet.  In  jedem  solchen  Punkte  hangen  also  alle  drei  Blatter 
der  Flache  miteinander  zusammen;  bei  Umkreisung  eines  der  drei 
Punkte  geht  jeder  Wert  y  iiber  in  ey,  wo  e  die  bestimmte  dritte 
Einheitswurzel: 

3)  e  =  e^~ 

bezeichnet  (vgl.  I,  §  63).  Im  Unendlichen  findet  keine  Verzweigung 
statt;  man  erkennt  das,  wenn  man  die  Gleichung  (1)  in  der  Form: 


4)  y  —  x  ya0  +  a^x-1  -f  a2x~2  +  a3  x  ~  3 

schreibt.  Definieren  wir  also  die  drei  Blatter  der  Flache  dadurch, 
daB  y  in  einem  bestimmten  Punkt  x  im  ersten  Blatt  einen  be- 
stimmten  Wert  y1}  im  zweiten  Blatt  den  Wert  eyx,  im  dritten  den 
Wert  e2y1  haben  soil,  und  legen  wir  die  Ubergangslinie  von  a0 
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liber  ax  nach  cc2,  so  haben  wir  die  Blatter  in  der  in  Fig.  47  an- 
gegebenen  Weise  aneinander  zu  heften;  dann  kommt  man  bei  Um- 
kreisung  jedes  einzelnen  Verzweigungspunktes  in  positivem  Sinne 
aus  dem  ersten  ins  zweite,  aus  diesem  ins  dritte  Blatt,  aus  diesem 
wieder  ins  erste  zurtick.  Man  kann  dann  zwei  Riickkehrscbnitte  so 
ziehen,  wie  in  der  Figur  angegeben  (im  ersten,  zweiten,  dritten 
Blatt  verlaufende  Linien  sind  bezw.  ausgezogen,  gestrichelt,  punktiert). 
Diese  beiden  Kiickkehrschnitte  haben  nur  einen  Punkt  (im  ersten 


Strecke  a0  aY  zusammenzieht,  d.  h.  den  Zusammenhang  der  Blatter 
langs  dieser  Linie  aufhebty  sodaB  sie  nur  noch  liber  ax  a2  hinliber 
zusammenhangen. 

I.  Die  unzerschnittene  Fldche  ist  also  in  der  That  vom  Geschlecht  1 
g  ewes  en  (§  3,  II). 

Man  kann  auch  leicht  ein  Integral  I.  Gattung  auf  der  Flache 
angeben,  d.  h.  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  x  und  y, 
das  auf  der  Flache  liberall  endlich  ist.  Eine  regularisierende  Hilfs- 
variable  (§  4)  konnen  wir  einfiihren: 

5)  in  einem  gewohnlichen  Pkt.  x0  durch   x  —  xQ  =  t,    dx  =  dt, 

6)  in  einem  Verzweigungspkt.  cck  durch  x  —  csk  =  t3,  dx  =  3t2dt, 

7)  in  einem  unendl.  fernen  Pkt.  durch  x  =  t~\  dx  =  —  t~2dt; 

soil  also  eine  rationale  Funktion  E(x,  y)  von  x  und  y  zu  einem 
iiberall  endlichen  Integral  / R  (x,  y)  dx  fiihren,  so  ist  dazti  notwendig 
und  hinreichend,  daB  R  auf  der  Flache  iiberall  regular  ist  (in  dem 
§  4,  II  definierten  Sinne),  auBer  in  den  Verzweigungspunkten,  in 
denen  sie  Pole  zweiter  Ordnung  haben  darf,  und  daB  R  im  Un- 
endlichen  in  jedem  Blatte.  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung  Null 
wird.  Anders  ausgedriickt:  es  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 
Ry2  auf  der  Flache  -  Iiberall  regular  ist.  Eine  Iiberall  regulare 
Funktion  der  Flache  ist  aber  eine  Konstante;  das  kann  hier  ebenso 
wie  in  §  5  bewiesen  werden.    Also  folgt: 

II.  Das  Integral: 


312       j^j^^J  237 


Fig.  47. 


->• 


Blatte)  miteinander  gemein;  und 
wenn  man  die  Flache  ihnen  ent- 
lang  zerschneidet,  erhalt  man  eine 
einfach  zusammenhangende  Flache. 
Man  erkennt  das  am  einfachsten, 
wenn  man  die  Schnitte  bis  auf  die 


r  dx 
J  IF 
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ist  ein  Integral  erster  Gattung;  und  jedes  andere  Integral  erster  Gattung 
der  Flache  kann  sich  von  ihm  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheiden. 

Die  Periodicitatsmoduln  dieses  Integrals  an  clen  Querschnitten  A,  B 
stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang.  Denn  wir  konnen  durch 
erlaubte  Abanderung  von  B  erreichen,  daB  er  durch  cyklische  Ver- 
tauschung  der  Blatter  (1,  2,.  3)  aus  A  hervorgeht.    Es  ist  also: 

B  A 

und  folglich  nach  §  6,.  VIII: 

10)  2  w3  =  -  e2 .  2  m,  =  (|  +  4 1/3  )  .  2  . 

Ganz  wie  im  VI.  Abschnitt  konnen  wir  nun  beweisen: 

III.  x  und  y  und  uberhaupt  alle  rationalen  Funktionen  von  x  und  y 
sind  elliptische  Funktionen  von  u; 

und  zwar  wegen  der  Relation  (10)  elliptischer  Funktionen  der 
speziellen  in  §  90  untersuchten  Art. 

Wollen  wir  explicite  Ausdriicke  dieser  Funktionen  haben,  so 
miissen  wir  zunachst  die  untere  Grenze  des  Integrals  u  festlegen. 
Legen  wir  sie  etwa  nach  aY,  so  gehort,  wenn  der  Wert  u  dem 
Punkt  (x,  y)  entspricht,  der  Wert  eu  zu  (x,  ey)  und  der  Wert  s2u 
zu  (x,  e2y.  Ausdriicke  far  pu  und  p'u  erhalten  wir  dann  durch 
folgende  Uberlegungen: 

Durch  Wegschaffen  der  Nenner  und  Benutzung  der  Relation  (2) 
kann  die  allgemeinste  rationale  Funktion  von  x  und  y  zunachst 
a,uf  die  Form  gebracht  werden: 

in  der  die  a,  b  rationale  ganze  Funktionen  von  x  allein  bedeuten. 
Multipliziert  man  dann  im  Zahler  und  Nenner  mit 

(b0  +  eb1y  +  eH2y*)(b0  +  sH.y  +  eb2y*) 

und  benutzt  abermals  die  Relation  (2),  so  erhalt  man  die  andere  Form : 

12)  R  (x,  y)  =  r0  (x)  +  yr,  (x)  +  y*  r2  (x), 

in  der  rQ,  rv  r2  rationale  Funktionen  von  x  sind. 

Da  p{8u)  =  epu  ist,  so  folgt,  daB  wir  fur  pu  speziell  einen 
Ausdruck  der  Form  erhalten  miissen: 


13) 


pu  =yr1(x). 
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Diesen  miissen  wir  nun  so  bestimmen,  daB  er  fur  x  =  «  von  der 
zvveiten  Ordnung,  sonst  aber  nirgends,  oo  wird.  Es  muB  also  rx  (x) 
uberall,  auch  im  Unendlichen,  encllich  sein,  ausgenommen  in  x  —  ay 
wo  es  (auf  der  Flache  betrachtet)  von  der  dritten  Ordnung  unendlich 
werden  darf.  (In  x  =  cc0  und  x  =  cc3  diirfte  es  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  werden,  aber  das  kann  eine  rationale  Funktion 
von  x  allein  nicht;  also  muB  es  auch  dort  endlich  bleiben.)  Im 
Unendlichen  muB  es  iiberdies  von  der  ersten  Ordnung  Null  werden. 
Diese  Eigenschaften  bat  nur 


die  Konstante  bestimmt  sich  aus  .der  Vergleichung  der  Anfangs- 
glieder  der  Entwicklungen.    Man  erhalt  so:1 


_ .\_   y  f  («a)  _  f  (a,)Ya0  3/(.x  -  a0)  (x  -  oc2) 
i4)  PU  ~  9    x  -  ar.~         9         V        (x  -  a,)2 

und  daraus  durch  Differentiation: 

^  =  U—^—  +  i— —  -  f  — ~U2, 

pu        {  6   x  —  a0        6   x  —  a2        6    x  —  «,  j  ^  7 

also: 

/"'(«i)»«o   \t  vi/  \        2(x-  a0)(x-  ce2) 

v  u  = ;  \£    \(*-cc2)  +  (*-«b)  — - — 


f  («i)  •  Oo  \       „        o  „     ,    „     .    2  K  -  «i)  («i  -  «a) 
0  1    '       2  ' 


15) 

Eine  zweite  Differentiation  ergiebt,  da 
ist : 

1 6)  p"u  =  '^-^^     =  ^T^^  =  Zp>u; 
J  r                    27  (x  —  otj2          ^         27  (x  —  c^)2  ^ 

Integration  daraus: 

p  2u  =  4p3u  —  gz. 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  man  am  bequemsten  durch 
Einsetzen  von  x  —  cc0,  was 

17)  Pu  =  o,.  pu  hi  VK  ~ - "'Utt'  - "J 


1  Legt  man  die  untere  Grenze  in  einen  beliebigen  Punkt  (|,  ?/)  der  Flache, 
so  erhalt  man: 

F(x,  1)V  +  Fix,  l)y  +  :</V 
u  =   


3  {x  - 
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ergiebt.  Es  ist  also  g3  bis  auf  einen  Zahlenfaktor  gleich  der  Dis- 
kriminante  von  f. 

Der  zweite  cler  in  §  54  a.  E.  erwahnten  Ansatze  wiirde  hier 
auf  folgende  Uberlegungen  fuhren:  Zieht  man  den  Schnitt  A  bis 
auf  die  gerade  Verbindungslinie  der  Verzweigungspunkte  a()  und  aY 
zusammen  und  bezeichnet  mit  yx  den  Wert  von  y  auf  dern  linken 
Ufer  dieser  Linie  im  ersten  Blatte,  so  erhalt  man : 

ion  o  C  dx        f  dx        (       1X  C  dx 

Zieht  man  den  Schnitt  B  durch  das  Unendliche  hindurch  auf  die 
Verbindungslinie  von  cs1  und  a2  zusammen,  so  erhalt  man  ebenso: 

19)  -2^=fe+/¥=(i-£)/¥- 

Den  Punkten  cc0  und  oc2  entsprechen  also  bei  unserer  Wahl  der 
unteren  Grenze,  die  in  §  40  (p.  220)  mit  uY  und  u2  bezeichneten 
Nullpunkte  von  pu,  und  man  wird  so  zunachst  zu  Gleichung  (14) 
zuruckgefiihrt.  Den  Halbperioden  dagegen  entsprechen  hier  zu- 
folge  (15)  drei  Punkte  der  Flache,  die  zu  demselben  Werte  x  ge- 
horen,  also  in  den  drei  Blattern  iibereinander  liegen. 


§  129.   Elliptische  Kurven. 

Wir  kehren  zuriick  zur  allgemeinenUntersuchungderalgebraischen 
Gleichungen  zwischen  zwei  Variabeln  x  und  y,  die  dadurch  identisch 
erfiillt  werden  konnen,  da8  man  x  und  y  als  elliptische  Funktionen 
I.  Art  einer  Hilfs variabeln  u  darstellt.  Dazu  ist  es  vielfach  zweck- 
maBig,  sich  diese  Funktionen  nach  Anleitung  von  §  22  als  Quo- 
tienten  von  Sigmaprodukten  dargestellt  zu  denken;  dabei  darf  man 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  daB  die  beiden  Ausdriicke 
fur  x  und  y  denselben  Nenner  haben,  da  man  sie  ja  auf  gemein- 
samen  Nenner  bringen  kann.    Man  erhalt  so  den  Ansatz: 

-p  II<r(u  -  ait)  _  -  h) 

}  n<y(u-ek)  '     y  II<T(u-ck) 

oder : 

2)  * :  y :  1  =  [  J  a  {u  -  %) :  jj  a  in  -  bk) :  Q  a  (a  -  ck ). 

Bukkhardt,  Fuaktionen.    II.  21 
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Ein  etwa  alien  drei  Produkten  gemeinsamer  Faktor  wiirde  be- 
deutungslos  sein  und  weggelassen  werden  konnen;  dagegen  diirfen 
wir  den  Fall  nicht  ausschlieBen ,  daB  zwei  von  den  drei  Produkten 
einen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Die  Anzahl  der  Faktoren  ist  in 
alien  drei  Produkten  nach  §  22,  (2)  dieselbe  und  die  Konstanten 
a,  b,  c  geniigen  nach  §  22,  (3)  den  Gleichungen: 


3)  2«*  =  2**=-2< 


Deuten  wir  x  und  y  als  Kartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
cler  Ebene,  so  stellen  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  eine  ebene  Kurve 
dar.  Die  Form  dieser  Gleichungen  legt  es  nahe,  durch  die 
Substitution:  .  . 


4)  x  =  ^- ,     y  =  ^ 


zu  homogenen  Koordinaten  uberzugehen  und  die  Gleichungen  unter 
Einfiihrung  eines  fiir  cliese  geometrische  Darstellung  bedeutungs- 
losen  Proportionalitatsfaktors  o  so  zu  schreiben: 


5) 


()  xl  —  Y[  0"  (u  —  a1c) 

(}  x2=H(7(u-  h)       (A  =  1,  2  . . .  n). 

()X3  =  Ua(U  -  Clc) 


Man  wird  dann  zweckmaBigerweise  von  der  Benutzung  des  Kar- 
tesischen  Koordinatensystems  tlberhaupt  absehen  und  unter  xv  x2,  xB 
irgendwelche  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  verstehen. 
Denn  man  erkennt,  daB  die  Darstellung  in  der  Form  (5)  von  der 
Wahl  des  Koordinatendreiecks  insofern  unabhangig  ist,  als  eine 
Kurve,  die  fiir  irgend  ein  Koordinatendreieck  in  dieser  Gestalt  sich 
darstellen  laBt,  fiir  jedes  Koordinatendreieck  eine  solche  Darstellung 
zulaBt.  Der  Ubergang  von  einem  Fundamentaldreieck  zu  einem 
andern  geschieht  namlich  durch  eine  homogene  lineare  Substitution; 
wegen  der  Relationen  (3)  ist  aber  jede  homogene  lineare  Verbindung 
von  xltxv.xz  eine  jACOBische  Funktion  ^ter  Ordnung  und  laBt  sich 
als  solche  auf  Grund  von  §  40,  IV  als  Sigmaprodukt  derselben  Art 
darstellen,  wie  sie  in  (5)  auftreten. 

Von  dieser  Formulierung  aus  gelangt  man  nun  zu  folgender 
Verallgemeinerung:  Man  bezeichne  mit  xlt  x%  .  .  .  xm  homogene 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einem  Raume  von  m  —  1  Dimensionen 
und  setze: 

6)  nx{  =  T.(u)         (i==  1,2.,.*), 


323 


wo  T.{u)  gleichandrige  JACOBische  Funktionen  nter  Ordnung  bedeuten 
sollen,  die  nicht  alle  einen  gemeinsamen  Nullpunkt  haben.  Be- 
trachtet  man  dann  u  allein  als  variabel,  so  stellen  diese  Gleichungen 
eine  Kurve  in  dem  genannten  Eaume  dar.  Man  nennt  eine  solche 
Kurve  eine  elliptische  Kurve.  Sie  bat  mit  jeder  linearen  Mannig- 
faltigkeit  (m  —  2)ter  Dimension  dieses  Eaumes,  der  sie  nicht  ganz 
angehort,  m  Punkte  gemein.  Denn  jede  lineare  homogene  Verbindung 
der  xi  ist  eine  mit  den  T.(u)  gleichandrige  JACOBische  Funktion, 
hat  also  nach  §  37,  IV  gerade  n  Nullpunkte,  wenn  sie  nicht 
identisch  Null  ist. 

Nun  giebt  es  nach  dem  HERMiTESchen  Satz  (§  40,  V)  nicht 
mehr  als  n  voneinander  linear  unabhangige  JACOBische  Funktionen 
nter  Ordnung.  Ist  also  m  >  n,  so  miissen  zwischen  den  m  Funk- 
tionen T.  (u)  notwendig  n  —  m  verschiedene  homogene  lineare  Ee- 
lationen  identisch  bestehen;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

I.  Ist  m  >  n,  so  liegt  die  durch  die  Gleichungen  (6)  dargestellte 
Kurve  ganz  in  demjenigen  linearen  Raume  von  geringerer  Dimensionen- 
zahl,  der  durch  diese  Kelationen  aus  dem  zuerst  angenommenen  Raume 
ausgeschieden  wird. 

II.  Ist  m  =  n  and  sind  die  T.(u)  voneinander  linear  unabhangig, 
so  nennen  wir  die  Kurve  (2):  elliptische  Normalkurve  des  Raumes 
von  (m  —  1)  Dimensionen. 

Ist  m  <  n  und  sind  die  T.(u)  voneinander  linear  unabhangig, 
so  konnen  wir  nach  dem  positiven  Teil  des  HERMiTESchen  Satzes 
(§  43)  noch  n  —  m  von  ihnen  und  voneinander  linear  unabhangige 
und  mit  ihnen  gleichandrige  Funktionen  Tm  +  1  (u)  .  .  .  Tn  (u)  angeben. 
Wir  konnen  ferner  unsern  Eaum  Rm  als  in  einem  Eaume  Rn  von 
n  —  1  Dimensionen  gelegen  denken,  in  welchem  xlf  x%  .  .  .  .  xm, 
xm  +  i>  -  -  -  xn  bomogene  Punktkoordinaten  sind;  die  Gleichungen: 

7)  q  x.  ==  T.{u)       (i  =  1,  2,  .  .  .  m,  m  -f  1,  .  .  .  n) 

stellen  dann  eine  elliptische  Normalkurve  dieses  Eaumes  dar.  Aus 
ihr  entsteht  die  Eurve  (6),  indem  man  sie  (m  —  ?2)mal  je  von  einer 
Ecke  des  Koordinatensystems  aus  auf  die  gegenuberliegende  Mannig- 
faltigkeit  projiziert.    Es  gilt  also  der  Satz: 

III.  Jede  elliptische  Kurve  nter  Ordnung,  die  in  einem  ebenen 
Raum  von  weniger  als  n  —  1  Dimensionen  liegt,  lafit  sich  als  Projektion 
einer  elliptischen  Normalkurve  des  Raumes  von  n  Dimensionen  ansehen. 

Umgekehrt  wird  durch  eine  solche  Projektion  aus  der  Normal- 
kurve des  Rn  im  allgemeinen  eine  elliptische  Kurve  ntev  Ordnung 
des  Rm  erhalten.    Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  einer 

21* 
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oder  mehrere  der  successive  zum  Projektionscentrum  gewahlten 
Punkte  auf  der  Kurve  selbst  liegen.  Dann  haben  namlich  die  iibrig 
bleibenden  Funktionen  T.,  als  Sigmaprodukte  dargestellt,  einen  oder 
mehrere  Faktoren  gemein;  streicht  man  diese  weg,  so  sieht  man, 
daB  die  erhaltene  Projektion  in  diesem  Falle  von  niedrigerer  als  der 
7zten  Ordnung  wird. 

§  130.    Die  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte. 

Betrachten  wir  zunachst  den  speziellen  Fall  m  =  3,  n  =  3; 
seien  also  in  den  Gleichungen: 

1)  q  xx  =  Tx  {u),    (>  x2  =  T2  (u),    ()x3  =  T3  (u) 

1\,  T2,  T3  drei  voneinander  linear  unabhangige  gleichandrige 
jACOBiscbe  Funktionen  dritter  Ordnung.  Die  erste  Frage  ist,  ob 
zu  inkongruenten  Werten  u  auch  immer  verschiedene  Punkte  der 
Kurve  geboren.  Dabei  diirfen  wir  annehmen,  es  sei  bereits  das 
„wirkliche"  Periodenparallelogramm  der  aus  den  T  durcb  Division 
hervorgehenden  elliptischen  Funktionen  eingefuhrt;  dann  folgt 
aus  §  127,  III: 

I.  Wenn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  inkongruente  Werte  von  u 
qehoren,  lassen  ■  sich  die  beiden  Quotienten  TY  ( u) :  T3  ( u)  und  T2  ( u) :  T3  ( u) 
als  rationale  Funktionen  einer  Hilfsvariabeln  t  darstellen,  die  selbst 
eine  elliptische  Funktion  von  u  ist 

Eine  elliptische  Funktion  erster  Ordnung  giebt  es  uberhaupt 
nicht  (§  14,  VI);  durch  eine  elliptische  Funktion  II.  Ordnung  laBt 
sich  eine  solche  III.  Ordnung  nicht  rational  darstellen.  Folglich 
muB  t  eine  elliptische  Funktion  dritter  Ordnung  von  u  und  TY  :  T3, 
T2\T3  miissen  lineare  Funktionen  von  ihr,  also  (I,  §  14,  VI)  auch 
voneinander  sein.    Daraus  folgt: 

II.  In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  (1)  eine  (dreifach 
uberdeckt  zu  denkende)  gerade  Linie  vor. 

In  jedem  andern  Falle  gehoren  zu  inkongruenten  Werten  von  u 
im  allgemeinen  auch  verschiedene  Punkte  der  Kurve.  Ja  man  kann 
sogar  zeigen,  daB  das  ausnahmslos  gilt.  Denn  wenn  etwa  zu  zwei 
inkongruenten  Werten  uv  u2  derselbe  Punkt  der  Kurve  gehorte,  so 
konnte  man  wegen  §  129  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen, 
es  sei  der  Punkt  x1  =  x2  =  0;  dann  hatten  1\  und  T2  zwei  und 
folglich  nach  §  40,  IV  auch  den  dritten  Nullpunkt  gemein,  unter- 
schieden  sich  also  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  und  die  Be- 
dingungen  des  Satzes  I  war  en  erfiillt. 
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Bilden  wir  dann  erne  homogene  lineare  Funktion  der  x\ 

A  (x)  =  a1  xx  +  a2  x2  +  «3  #3 , 

so  wird  dieselbe  eine  mit  den  T.(u)  gleichandrige  Funktion,  hat 
also  auch  drei  Nullpunkte.  Da  jedem  von  diesen  nur  ein  Kurven- 
punkt  entspricht,  so  folgt: 

III.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  je der  Geraden  A(x)  =  0  drei  Punkte 
gemein,  ist  also  von  der  dritten  Ordnung. 

Kein  Punkt  der  Kurve  kann  die  Eigenschaft  haben,  daB  jede 
durch  ihn  gehende  Gerade  die  Kurve  nur  noch  in  einem  von  ihm 
verschiedenen  Punkt  schneidet.  Denn  ware  das  fur  den  Punkt 
xx  =  x2  =  0  der  Fall  (der  ja  beliebig  ist),  so  hatten  Tx  und  T2  einen 
doppeltzahlenden  Nullpunkt  gemein;  daraus  wurde  wie  oben  folgen, 
daB  sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Es 
gilt  also  der  Satz: 

IV.  Aufter  im  Falle  des  Satzes  I  hat  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
dargestellte  Kurve  keinen  singuldren  Punkt. 

Eine  ganze  homogene  Funktion  ?zten  Grades  der  x  wird  durch  u 
ausgedriickt  eine  jACOBische  Funktion  der  Ordnung  3  n ,  hat  also 
Sn  Nullpunkte.    Daraus  folgt: 

V.  Die  Kurve  (1)  hat  mit  je  der  algebraischen  Kurve  nter  Ordnung 
3  n  Punkte  gemein. 

Sei  Cn(x)  =  0  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve,  A(x)  =  0  die 
irgend  einer  geraden  Linie.  Dann  ist  der  Quotient  Cn:  An,  als  Funk- 
tion von  x  betrachtet,  eine  elliptische  Funktion  erster  Art.  Be- 
zeichnet  man  also  mit  a  die  Summe  der  Nullpunkte  von  A,  mit 
ulf  u2  .  .  .  u3n  die  Nullpunkte  von  Cn,  so  ist  nach  dem  ABELschen 
Theorem: 

2)  ux  +  u2  +  .  .  .  +  u3n  =  n  a    (modd.  Per.), 

also  unabhangig  davon,  welche  Cn  man  gewahlt  hat.  Insbesondere 
ist  diese  Summe  fur  jede  gerade  Linie  gleich  a.  Der  Wert  dieser 
Konstanten  a  hangt  ab  von  der  Wahl  des  Nullpunkts  in  der  ?j-Ebene; 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  konnen  wir  ihn  so  gewahlt  denken, 
daB  a  =  0  wird.    Dann  gilt  der  Satz: 

VI.  Die  3  n  Schnittpunkte  unserer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Kurve  nter  Ordnung  sind  durch  die  Relation  verbunden 

3)  ux  +  u2  +  .  .  .  +  uZn  =  0    (modd.  Per.). 

Sind  umgekehrt  auf  unserer  Kurve  3  n  Punkte  gegeben,  deren 
Argumente  u  der  Kelation  (2),  bezw.  (3)  geniigen,  so  kann  man 
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nach  §  22,  I  stets  eine  mit  den  nten  Potenzen  der  T.  gleichandrige 
jACOBische  Funktion  (3/z)ter  Ordnung  bilden,  die  alle  diese  Punkte 
zu  Nullpunkten  hat.  Eine  solche  Funktion  laBt  sich  aber  stets  als 
ganze  homogene  Funktion  ?zten  Grades  von  TY,  T2,  T3  darstellen. 
Denn  zwischen  den  Tv  Tv  T3  kann  keine  andere  homogene  Relation 
bestehen,  als  die  Gleichung  dritten  Grades  f3  (xv  x2,  x3)  =  0,  die 
eben  unsere  Kurve  vorstellt,  und  naturlich  diejenigen  Relationen 
M.f  —  0,  die  aus  ihr  durch  Multiplikation  mit  irgend  einer  homo- 
genen  Funktion  M  entstehen;  bestande  dariiber  hinaus  noch  eine 
weitere,  so  wiirde  man  durch  Elimination  von  T3  zu  einer  homogenen 
Relation  zwischen  1\  und  T2  allein  gelangen  konnen,  sodaB  Tx  und  T2 
nicht  linear  unabhangig  waren',  gegen  die  Voraussetzung.  Sei 
xxa  x3y  (a  +  /9  +  y  =  3)  ein  Glied,  das  in  f  wirklich  vorkommt, 
so  kann  demzufolge  keine  Relation  7?,ten  Grades  allein  zwischen  den- 
jenigen  Produkten  von  Potenzen  cler  x  bestehen,  die  durch  xYa  x2@  x3y 
nicht  teilbar  sind.  Also  sind  diese  Produkte  linear  unabhangig; 
und  da  ihre  Anzahl  in  jedem  Falle  =  3  n  ist,  so  folgt,  daB  sich  jede 
mit  ihnen  gleichandrige  JACOBische  Funktion  (3  w)ter  Ordnung  linear 
durch  sie  ausdrucken  laBt.    Also  gilt  der  Satz: 

VII.  Wenn  3  n  Punltte  unserer  Kurve  durch  die  Relation  (3 )  ver- 
bunden  sind,  giebt  es  stets  (mindestens)  eine  durch  sie  hindurchgehende 
Kurve  nter  Ordnung,  die  die  gegehene  Kurve  dritter  Ordnung  nicht  als 
Bestandteil  enthdlt. 

Aus  diesen  Satzen  ergeben  sich  eine  Reihe  von  Anwendungen 
mit  Hilfe  der  Teilungsprobleme  (§§  104  und  114).  Nehmen  wir  z.  B. 
einen  Schnittpunkt  einer  Geraden  als  gegeben  an  und  verlangen  die 
Gerade  so  zu  bestimmen,  daB  die  beiden  andern  Schnittpunkte  zu- 
sammenfallen  (mit  andern  Worten,  verlangen  wir  von  einem  ge- 
gebenen  Punkt  der  Kurve  selbst  aus  Tangenten  an  sie  zu  ziehen) 
so  muB: 

4)  2  u2  =  —  ux  +  a 

sein.  Die  Aufgabe,  u2  aus  dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  ist  das 
allgemeine  Zweiteilungsproblem;  sie  bat  nach  §§113  und  114  vier 
Losungen.    Ist  uY  eine  von  ihnen,  so  sind  die  drei  andern: 

5)  ux  +  col,    ux  +  co2,    uY  -\-  ia3. 

Sei  feraer  verlangt,  die  W'endetangenten  der  Kurve  zu  bestimmen, 
d.  h.  diejenigen  Geraden,  die  drei  zusammenfallende  Punkte  mit  ihr 
gemein  haben,  so  ist  das  auszudriicken  durch: 


6) 


3  u  =  a. 
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Das  ist  das  allgemeine  Dreiteilungsproblem,  das  neun  Losungen  hat; 
ist  eine  derselben  uv  so  sind  sie: 


,    2  w,  ,4  a;, 

^1 ,  ui  +  -jf"  >  *«i  +  -3- 

.    2  Wo  ,    2  w,  +  2  &)o  ,    4      -f  2  too 

«i  +  -3^,  +  — ^  "  ,  U,  +  —J-  

4  Wo             ,    2  to,  -f  4  to,             ,    4  to,  +  4  to, 
Ml  +  V"'     Mi+         "3  J   


Man  sieht  iibrigens,  daB  die  oben  zur  Vereinfachung  gemachte  An- 
nahme,  a  sei  gleicb  Null,  darauf  hinauskommt,  daB  man  den  Wert 
u  —  0  einem  Wendepunkt  der  Kurve  zuordnet. 

Aus  den  Argumenten  (7)  der  Wendepunkte  ergeben  sich  ihre 
Gruppierungsverhaltnisse.    Man  erkennt  zunachst: 

VIII.  Jede  Gerade,  die  zivei  Wendepunkte  verbindet,  schneidet  die 
Kurve  noch  in  einem  dritten  Wendepunkt. 

Drei  solche  Punkte: 

+  2^^+2^0)3  =  ^  2f  3) 

liegen  namlich  nach  VII  auf  einer  Geraden,  wenn  die  beiden  Kon- 
gruenzen  erfiillt  sind: 

^  +  A2  +  ^3  =  0,    ^+^3  +  ^3  =  0    (mod.  3). 

Diese  Kongruenzen  gestatten  aber  zwei  von  den  drei  Wendepunkten 
beliebig  anzunehmen;  der  dritte  ist  dann  durch  sie  bestimmt. 
Solcber  „Wendelinien"  giebt  es: 

]  =  12: 


3! 

denn  den  ersten  Wendepunkt  kann  man  auf  neun  Arten  wahlen,  den 
zweiten  dann  noch  auf  acht  Arten;  bei  dieser  Art  abzuzahlen,  wird 
aber  jede  Wendelinie  3!  mal  erhalten.  In  dem  Schema  (7)  liegen 
je  die  drei  Punkte  einer  Horizontalreihe  auf  einer  Geraden,  ebenso 
je  die  drei  Punkte  einer  Vertikalreihe,  endlich  je  drei  Punkte,  die 
ein  Glied  der  Determinante  geben  wiirden,  wenn  man  das  Schema 
als  eine  solche  behancleln  wiircle.    Daraus  folgt: 

IX.  Die  zwolf  Wendelinien  ordnen  sich  zu  vier  „Wendedreieckena 
zusammen,  deren  jedes  sdmtliche  neun  Wendepunkte  enthdlt. 

Eine  ahnliche  Frage  ist  die  nach  den  „sextaktischenu  Punkten. 
Da  ein  Kegelschnitt  von  funf  Konstanten  abhangt,  kann  man  ihn 
so  bestimmen,   daB   er  mit  unserer  Kurve   in   einem  gegebenen 
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Punkte  7/j  fiinf  konsekutive  Punkte  gemein  hat  (eine  Beriihrung 
vierter  Ordnung  mit  ihr  eingeht);  der  secliste  Schnittpunkt  ist  dann 
durch  die  Kongraenz: 

8)  5  uY  -f  uG  =  2  a   (modd.  Per.) 

bestimmt.  Er  ist  im  allgemeinen  von  dem  gegebenen  Punkt  ver- 
schieden  und  fallt  nur  in  dem  Falle  mit  ihm  zusammen,  daB 

9)  6  ux  =  2  a    (modd.  Per.) 

ist.  Es  giebt  36  verschiedene  Punkte,  deren  Argumente  dieser 
Kongruenz  genugen;  unter  ihnen  sind  aber  die  neun  Wendepunkte, 
fur  die  der  sechspunktig  beriihrende  Kegelschnitt  in  die  doppelt 
gezahlte  Wendetangente  ausartet.  Nur  die  27  ubrigen  Punkte  sind 
eigentliche  sextaktische  Punkte;  sie  ordnen  sich  den  Wendepunkten 
in  der  Weise  zu,  daB  zu  jedem  Wendepunkt  ux  drei  sextaktische 
Punkte : 

10)  "i+a2>    ".+T-'  "i+f- 

gehoren.  Diese  liegen  nach  VII  auf  einer  Geraden,  „der  harmoni- 
schen  Polar  en  des  Wendepnnkts". 


§  131.   Kanonische  Koordinatensysteme  fur  die  ebene  Kurve 
dritter  Ordnung. 

Die  Satze  iiber  die  Wendepunkte  gestatten,  die  Gleichung  der 
Kurve  durch  Einfuhrung  geeigneter  Koordinatensysteme  auf  zwei 
sehr  iibersichtliche  Formen  zu  bringen. 

Wahlt  man  erstens  eine  Wendetangente  v  =  0,  die  zugehorige 
harmonische  Polare  und  irgend  eine  Gerade  durch  den  Wendepunkt 
zu  Seiten  des  Koordinatendreiecks,  so  erhalt  man  bei  passender  Be- 
stimmung  des  Einheitspunktes  Gleichungen  der  Form: 

o  x.  =  <73  u, 

0  a  (u  —       er  {u  —  co9)  a  (u  —  w3) 

o  x9  =  Z  ) 

*  acol  aco2  ffw3 

(T  (u)  a  (it  -f  a)  o-  (it  —  a) 

ox    =  —  ^  —  ^  >- 

v    6  a2  a 


i) 


ofler  nach  §  23,  (1)  und  (14): 
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Also  lautet  die  Gleichung  der  Kurve  in  diesem  Falle: 
4)  y2  =  4  (x  +  paf  -  g2  {x  +  pa)  -  gz, 

oder  wenn  man  die  dritte  Seite  des  Koordinatensystems  so  wahlt, 
daft  pa  =  0  wird,  einfach: 

4)  if  =  4x*  -  g2x  -g3. 

Wahlt  man  aber  zweitens  ein  Wendedreieck  zum  Koordinaten- 
dreieck,  so  erhalt  man  Gleicliungen  der  Form: 


QXX=  (7U      (7  \U  —I  (7  111  +  —3-)' 

I         4w3\      /         2  a,  -  2  a*  \     I     ,    2  co,  +  2  co*  \ 
<->X*  =  n  [M  ~  V]  a  [U  8        •)  ff  \   +  3  ) 


5) 


Dann  ist:  x^  -j-  #23  -f-  x33  eine  I'-Funktion  neunter  Ordnung,  die  in 
jedem  der  neun  Wendepunkte  Null  wird. 


[Setzt  man  z.  B.  u  =  so  wird  x1  =  0, 


2      +  4  w3  \      /  2  6J3  \      /  4  Wj  -  2  w; 


Es  ist  aber: 


-  _  e12'1  +  2,,)  (— +     +  <»,)  ^  /-4a,  -  2  6)3  \ 


(2,,  -  2„)  (  ij  *■  +  »,  -  »,)     /  _  2      +  4  a>8  ^ 

also : 


2  co3  —2  a)! 


2»i 


rf  .  x2  =  —  e  rf 


(wegen  §  19,  (14)]. 

Sie  kann  sich  also  von  xv  x2.  x3  nur  durch  einen  konstanten 
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Faktor  unterscheiden,  unci  es  besteht  folglich  fiir  alle  Punkte  unserer 
Kurve  eine  Gleichung  der  Form: 

6)  xxz  -j-  x23  -f  x3s  +  6  axY  x2  x3  =  0. 

Wenn  es  umgekehrt  auf  algebraischem  Wege  gelingt,  die  Glei- 
chung einer  vorgelegten  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung  durch  Ein- 
fiihrung  eines  neuen  Koordinatendreiecks  in  eine  der  Formen  (4) 
oder  (6)  zu  transformieren ,  so  ist  damit  zugleich  eine  Parameter- 
darstellung  der  Kurve  der  Form  (1),  bezw.  (5)  gegeben. 

§  132.    Die  Raumkurve  vierter  Ordnung  erster  Spezies. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall  n  —  4,  m  =  4  der  allgemeinen 
Untersuchung  von  §  129  vor.    Es  seien  also  in  den  Gleichungen: 

1)        p  xY  =  TY  {u),    q  x2  =  T2  (u),    Q  x3  =  1\  («),    o  x4  =  ^  (u) 

die  T  voneinander  linear  unabhangige  JACOBische  Funktionen  vierter 
Ordnung.    Dann  folgt  wie  in  §  130,  I: 

I.  Wenn  zu  jedem  Punkte  der  Kurve  (1)  inkongruente  Werte  von  u 
gehb'ren,  lassen  sich  die  Quotienten  der  T  als  rationale  Funktionen  einer 
Hilfsvariabeln  t  darstellen,  die  selbst  eine  elliptische  Funktion  von  u  ist. 

Diese  elliptische  Funktion  ist  dann  entweder  vom  vierten.  oder 
vom  zweiten  Grad;  die  Quotienten  der  T  sind  also  entweder  lineare 
oder  quadratische  Funktionen  von  ihr.    Daraus  folgt: 

II.  Die  Gleichungen  (1)  stellen  in  diesem  Falle  entweder  eine  vier- 
fach  uberdeckte  Gerade  oder  einen  doppelt  uberdeckten  Kegelschnitt  vor. 

Wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  man  (vgl.  §  129,  p.  322) 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  die  vier  Ecken  des  Koor- 
dinatentetraeders  lagen  auf  der  Kurve  und  seien  einfache  Punkte 
derselben;  dann  haben  je  drei  der  vier  T.  einen,  aber  audi  nur 
einen  gemeinsamen  Faktor.  Unter  den  vier  T.  mlissen  drei  sein, 
zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  besteht;  denn  be- 
stande  je  eine  solche  zwischen  je  dreien  von  ihnen,  so  bestande 
audi  eine  zwischen  alien  vieren,  gegen  die  Voraussetzung.  Seien 
^(u),  T2(u),  T3(u)  linear  unabhangig;  hebt  man  ihren  gemeinsamen 
Faktor,  so  sieht  man  (vgl.  §  129  a.  E.): 

III.  In  jedem  andern  Falle  ist  die  Projektion  der  Kurve  (1 )  von 
einem  Hirer  Punkte  aus  auf  irgend  cine  Ebene  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  oJine  singuldre  Punkte. 


§  132.    Die  Baumkurve  vierter  Ordnung  erster  Spezies.  331 
Daraus  folgt  wegen  §  130,  IV: 

IV.  Aufier  im  Falle  I  besitzt  unsere  Kurve  heinen  singuldren  Punkt. 
Ferner  ergeben  sich  analog  wie  §  130,  III,  V,  VI  die  Satze: 

V.  Unsere  Kurve  hat  mit  jeder  Ebene  vier  Punkte  gemein,  ist  also 
von  der  vierten  Ordnung.  Man  nennt  sie  Raumkurve  vierter  Ordnung 
erster  Spezies. 

VI.  Mit  jeder  algebraischen  Fldche  nter  Ordnung  hat  unsere  Kurve 
4  n  Punkte  gemein,  deren  Argumente  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

2)  ux  +  u2  +  ...  +  u^n  =  0    (mocld.  Per.) 

Nicht  so  einfach  ist  die  Umkehrung  dieses  letzten  Satzes  zu 
beweisen.  Nur  den  einfachsten  Fall  n  =  1  konnen  wir  sofort  er- 
ledigen:  denn  man  sieht,  daB  man  eine  mit  den  gegebenen  gleich- 
andrige  jACOBische  Funktion  bilden  kann,  die  in  drei  gegebenen 
Punkten  und  also  auch  in  einem  vierten,  durch  die  Relation  (2)  mit 
ihnen  verbundenen,  Null  wird.  Da  aber  die  yier  gegebenen  Funk- 
tionen  (1)  als  linear  unabbangig  vorausgesetzt  waren,  so  ist  diese 
neue  Funktion  nach  §  40,  V  als  lineare  Funktion  der  gegebenen 
darstellbar.    Daraus  folgt: 

VII.  Vier  Punkte  der  Kurve,  deren  Argumente  durch  die  Relation 
verbunden  sind: 

3)  ux  -f  u2  +  u3  +  w4  =  0    (modd.  Per.) 
liegen  stets  in  einer  Ebene. 

Von  den  an  diesen  Satz  sich  kmipfenden  Anwendungen  der 
Teilungsprobleme  sei  hier  nur  die  Frage  nach  den  Hyperoskulations- 
ebenen  erwahnt,  d.  h.  nach  denjenigen  Ebenen,  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  alle  vier  zusammenfallen.  Diese  Schnittpunkte  ge- 
niigen  der  Kongruenz: 

4)  4w  =  0    (modd.  Per.); 

daraus  folgt  nach  §  104,  daB  ihre  Anzahl  16  betragt.  Wahlt  man 
eine  solche  Ebene,  eine  von  ihr  verschiedene  Ebene  durch  die  zu- 
gehorige  Tangente,  eine  dritte  Ebene  durch  den  Beriihrungspunkt, 
aber  nicht  durch  die  Tangente,  udc!  eine  vierte  Ebene  zu  Koordi- 
natenebenen,  so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kurve,  bei  ge- 
eigneter  Bestimmung  der  hierin  noch  willkurlichen  Elemente,  auf 
die  Form  bringen  (vgl.  §  131,  2): 

5)  x  —  pu,    y—p'u,    z  =  p2u. 
Hieraus  ergiebt  sich 

VIII.  eine  algebraische  Darsiellung  der  Kurve,  bei  der  sie  als 

vollstdndiger  Schnitt  der  beiden  Fl'dcJien  zweiter  Ordnung: 
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6)  \  ?  =  z 

erscheint. 

Jede  Gerade  einer  dieser  Flachen  zweiter  Ordnung  hat  mit  der 
Kurve  zwei  Punkte  gemein,  namlich  diejenigen  beiden  Punkte,  in 
denen  sie  die  andere  Flache  schneidet. 

Auch  ohne  solche  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems  kann 
man  sich  davon  iiberzeugen,  da8  unsere  Kurve  Grundkurve  eines 
Buschels  von  einfach  unendlicli  vielen  Flachen  zweiter  Ordnung  ist. 
Denn  aus  den  vier  Funktionen  T.  kann  man  zehn  Quadrate  und 
Produkte  bilden;  von  diesen  miissen  sich  nach  §  40,  V  mindestens 
zwei  linear  und  homogen  durch  die  iibrigen  ausdrucken  lassen.  Es 
konnen  aber  auch,  auBer  im  Falle  I,  nicht  mehr  als  zwei  von- 
einander  linear  unabhangige  Flachen  zweiter  Ordnung  durch  die 
Kurve  gehen;  denn  der  ein.zige  sonst  noch  denkbare  Fall,  daB  unsere 
Kurve  in  eine  Gerade  und  eine  Eaumkurve  dritter  Ordnung  zerfiele, 
wird  dadurch  ausgeschlossen,  daB  diese  letztere  eine  rationale 
Kurve  ist. 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  kann  folglich  eine  Flache 
zweiter  Ordnung  gelegt  werden,  die  unsere  Kurve  ganz  enthalt.  Da 
durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Flache  zwei  Gerade  gehen,  die 
ganz  in  ihr  liegen,  so  folgt: 

IX.  Durch  einen  Punkt  des  Raumes  gehen  im  allgemeinen  zwei 
Sehnen  der  Kurve. 

Daraus  folgt: 

Durch  Projektion  unserer  Kurve  von  einem  nicht  auf  ihr  ge- 
legenen  Punkte  erhalt  man  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten.    Wahlt  man  das  Projektionscentrum  speziell: 

a)  auf  einer  Tangente  der  Kurve; 

b)  im  Schnittpunkt  zweier  Tangenten; 

c)  auf  einer  der  durch  die  Kurve  gehenden  Kegelflachen ; 

d)  auf  einer  Tangente  in  einem  Hyperoskulationspunkt; 

e)  in  der  Spitze  einer  der  genannten  Kegelflachen, 
so  erhalt  man  als  Projektion  bezw. 

a)  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
und  einer  Spitze; 

b)  eine  solche  mit  zwei  Spitzen; 

c)  desgl.  mit  Selbstberiihrung; 

d)  mit  Schnabelspitze ; 

e)  einen  doppelt  uberdeckten  Kegelsclmitt. 
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§  133.    Korrespondenzen  auf  elliptischen  Riemann  schen  Flachen. 

Wir  wollen  noch  die  folgende  Frage  beantworten: 

Auf  welche  Weise  kann  eine  elliptische  Riemanns che  Flache  so 
analytisch  auf  sich  selbst  bezogen  werden,  dafi  jedem  ihrer  Punkte  x 
a  Punkte  y  und  umgekehrt  jedem  Punkte  y  ft  Punkte  x  entsprechen? 

Man  sagt  dann:  man  hat  auf  der  Flache  eine  (a,  @)~Korrespondenz. 

Seien  die  a  Punkte  y,  die  einem  Punkte  x  entsprechen,  in  be- 
liebiger  Aufeinanderfolge  mit: 

1)  y'}  y"  .  .  .  2/(«) 

bezeichnet;  sei  ferner  allgemein: 

y 

gesetzt.    Betrachten  wir  dann  allgemein  die  Summe: 

3)  U=v(y')  +  v(y")+  ...  +  v{y(«)) 

als  Funktion  von  x,  so  sehen  wir:  sie  ist  fiir  alle  Werte  von  x 
endlich;  und  wenn  x  einen  Periodenweg  durchlauft,  konnen  sich  die  y 
nur  untereinander  permutieren,  U  kann  sich  also  nur  um  eine  von  x 
unabhangige  GroBe  vermehren.  Daraus  folgt  nach  §  6,  XI  und  §  7,11: 

4)  U  =  k  v  (x)  +  kx , 

wo  k  und  kY  von  x  unabhangige  GroBen  bedeuten.  Der  zweiten 
konnen  wir  durch  die  Wahl  der  unteren  Grenze  der  Integrale  einen 
beliebigen  Wert,  z.  B.  den  Wert  0  erteilen;  iiber  die  erste  erhalten 
wir  naheren  AufschluB,  wenn  wir  x  einen  bestimmten  Periodenweg 
durchlaufen  lassen.    Wir  finden  so  die  beiden  Gleichungen: 

a  +  /?  t  =  k, 
y  -{-  S  t  =  k  r , 

in  denen  cc,  ft,  y,  S  ganze  Zahlen  bedeuten.  Aus  ihnen  folgt  durch 
Elimination  von  k  fiir  r  die  quadratische  Gleichung: 

6)  /?t2  +  (tx  -  S)t  +  r  =  o. 

Wenn  also  die  vorgelegte  elliptische  Flache  nicht  complexe  Multi- 
plikation  (§  119)  zulaBt,  muB 


/?  =  0,    a  =  d=k,    y  =  0 
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sein;  es  ist  also  dann  h  eine  gauze  Zahl,  die  man  die  TFertigheit 
der  Korrespondenz  nennt.  Eine  seiche  Korrespondenz  nennt  man 
eine  Wertigkeitskorrespondenz\  man  kann  somit  den  Satz  aussprecben: 

I.  Auf  einer  nicht  singularen  elliptischen  Flache  existieren  keine 
andern  Korrespondenz  en  als  Wertigkeitskorrespondenzen. 

Um  zu  einer  algebraischen  Darstellung  solcher  Korrespondenzen 
zu  gelangen,  setzen  wir  zur  Abkiirzung: 

y 

und  bezeichnen  mit  x  einen  variabeln  Punkt,  mit  y\  y"  .  .  .  yC«)  die 
ihm  entsprechenden  Punkte;  mit  x0  einen  festen  Punkt,  mit 
y0\  y0' '...y0(")  die  ihm  entsprechenden;  endlich  mit  y  einen  variabeln? 
mit  y0  einen  festen  Punkt.    Dann  ist  das  Produkt: 


J  K     JJ       la(r,  x0)<j(y0;  x)\  ^\ 


1c  -A        <j(y\  y(r)) 


als  Funktion  von  y  betrachtet,  eine  Funktion  cler  Flache  (§  4  a.  E.); 
denn  wenn  y  einen  Periodenweg  durchlauft,  tritt  zu  ihr  ein  Ex- 
ponentialfaktor  (§  20,  12),  dessen  Exponent  sich  vermoge  der  Glei- 
chung  (4)  und  der  entsprechenden  Gleichung  fur  xQ  und  die  als 
Null  ergiebt.  Sie  hat  die  Punkte  zu  Nullpunkten,  die  Punkte  y0^ 
zu  Polen;  auBerdem  entweder  x  zum  &-fachen  Nullpunkt  und  x0 
zum  ^-fachen  Pol  oder  x  zum  (—  A)-fachen  Pol  und  x0  zum 
(—  A)-fachen  Nullpunkt,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist.  LaBt 
man  andererseits  x  einen  Periodenweg  durchlaufen,  so  sieht  man 
zunachst  nur  ein,  daB  zu  der  Funktion  F  (x}  y)  ein  Exponential- 
faktor  tritt,  dessen  Exponent  gleich: 

y 


ist,  unter  m1  und  m3  irgend  welche  ganzen  Zahlen  verstanden;  da 
aber  die  Funktion  nach  wie  vor  eine  algebraische  Funktion  von  y 
bleiben  muS,  miissen  diese  Zahlen  Null  sein,  und  es  ergiebt  sich, 
daB  F  {xj  y)  auch  als  Funktion  von  x  eine  Funktion  der  Flache  ist. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

II.  Jede  PFertigkeits korrespondenz  auf  einer  elliptischen  Riemann- 
schen  Flache  laflt  sich  algebraisch  darstellen  durch  Nullsetzen  einer 
Funktion  F(x,  y)}  die  in  Bezug  auf  jedes  ihrer  Argumente  eine  Funktion 
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der  Flache  ist.  IFird  x  festgchalten,  so  vrird  F(x,  y)  als  Funktion 
von  y  k-fach  0-,  bezw.  (—  k)-fach  oo  fur  x  —  y  un~d  je  einfach  0  in 
den  a  Funkten  y(r\  die  dem  x  entsprechen;  wird  y  festgehalten ,  so 
gilt  Analoges. 

Wir  bilden  ferner  die  Funktion: 


10)  F(x)  =  lim  =  +  [   *  _?  fl    ,  °^y? 


yir)) 


Auch  sie  ist  eine  Funktion  der  Flache ;  denn  wenn  x  einen  Perioden- 
weg  2  oj  durchlauft,  tritt  zu  ihr  ein  Exponentialfaktor,  dessen  Ex- 
ponent gleich  ist: 

n)  2l'(?^fe)-A/yl))  +  (2m''/l  +  2m3^'3)/^• 

y0(«)  xo  yo 

mit  denselben  Werten  der  ganzen  Zahlen  ml  und  m3  wie  vorhin. 
Da  diese  Null  sind,  so  folgt  aus  (3)  und  der  entsprechenden  Glei- 
cliung  fur  xQ  und  die  y0(r),  daB  der  ganze  Exponent  0  ist,  daB  also 
F(x)  eine  Funktion  der  Flache  ist.  Sie  wird  je  £-fach  oo  fur  x  =  xQ 
und  x  =  y0,  je  einfach  in  den  a  Punkten  y^  und  in  den  /9  Punkten  x, 
die  dem  Punkte  y0,  als  einem  Punkte  y  entsprechen  (denn  fur  diese 
fallt  je  eines  der  y^  mit  y  zusammen).  Also  muB  sie  auch 
a  +  /?-}-  2  k  Nullpunkte  haben;  sie  wird  aber  nur  Null,  wenn  x  mit 
einem  der  ihm  selbst  zugeordneten  Punkte  yto  zusammenfallt. 
Einen  solchen  Punkt  x  nennt  man  einen  Koinciclenzpunkt  der 
Korrespondenz ;  damit  kann  man  den  bewiesenen  Satz  folgender- 
maBen  aussprechen: 

111.  Fine  k-wertige  [a,  ft)  Korrespondenz  auf  der  elliptischen 
Flache  hat 

12)  C=a  +  (3  +  2k 
Coincide  nzpunkte. 

Diese  Zahl  C  kann  ihrer  Bedeutung  nach  niemals  negativ  sein; 
sie  kann  aber  auch  nicht  groBer  sein  als  2(cc  +  @).   Denn  setzen  wir: 

13)  u  =       ;  ,    vP)  =  I   

J  Yf(z)  J  Yf(x) 

und  bilden  das  Produkt: 

a 

1 4)  0  (x)  =  Y\{pu  —  p wrt) , 
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so  sehen  wir,  daB  es  eine  elliptische  Funktion  I.  Art  von  u  ist,  da 
die  symmetrischen  Funktionen   der  solche   Funktionen  sind. 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  diirfen  wir  annehmen,  u  =  0,  d.  h. 
die  untere  Grenze  der  Integrale,  sei  kein  Koincidenzpunkt;  dann 
wird  0(x)  unendlich  von  der  Ordnung  2  a  fur  u  =  0  und  je  von 
der  Ordnung  2  in  jedem  der  /?  Punkte  u,  die  umgekehrt  dem  w  =  0 
entsprechen.  Also  hat  0  (x)  auch  2  #  +  2  /?  Nullpunkte ;  unter  diesen 
miissen  die  Koincidenzpunkte  sein.  —  Der  SchluB  versagt  in  dieser 
Form  fur  Korrespondenzen,  fur  die  ein  wir">  stets  =  —  u  ist,  da 
dann  <2>  (x)  identisch  Null  ist ;  aber  fiir  solche  ist  u  =  0  Koincidenz- 
punkt.   Es  gilt  somit  allgemein  der  Satz: 

IV.  Die  Zahlen  C  und  k  sind  durch  die  Ungleichungen  beschrdnkt: 

15)  0^C^2<*  +  2/3,     -  a~^- 

Ll  LI 

Insbesondere  giebt  es.  nur  zwei  Arten,  eine  nicht  singulare 
elliptische  EiEMANNsche  Flache  umkehrbar  eindeutig  auf  sich  selbst 
zu  beziehen,  oder  nur  zwei  Arten  von  (1,  1)  Korrespondenzen  auf 
der  Flache:  1-wertige  und  (—  l)-wertige.  Die  ersteren  sind  durch 
Gleichungen  der  Form: 

16)  u  +  w  =  c, 

die  letzteren  durch  Gleichungen  der  Form: 

17)  u  —  w  =  c 

definiert.    Die  ersteren  haben  je  vier  Koincidenzpunkte : 

die  letzteren  keine. 

Ist  die  Gleichung  (6)  nicht  identisch  erfiillt,  so  erhalt  man  aus 
den  Gleichungen  (5)  durch  Elimination  von  r  auch  fiir  k  eine  Glei- 
chung zweiten  Grades  (vgl.  §  119,  (5)): 

19)  k2  -  [a  +  S)k  +  n  =  0. 

Soli  die  Korrespondenz  insbesondere  eine  (1,  l)-deutige  sein,  so  muB, 
wie  man  durch  Vertauschung  von  x  und  y  in  der  Gleichung  (4) 
hndet,  auch  \jk  einer  Gleichung  derselben  Form  wie  (19)  geniigen, 
d.  h.  einer  Gleichung,  in  der  der  Koeffizient  von  k2  gleich  1  und 
die  iibrigen  Koefhzienten  rationale  ganze  Zahlen  sind.  Das  ist  nur 
fiir  n  =  ±1  der  Fall;  da  n  =  —  1  nach  §  119,  (7)  ausgeschlossen 
ist,  so  folgt,  daB  n  =  +  1  sein  muB.  Satz  II  von  §  119  giebt  dann 
das  Resultat: 
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IV.  Andere  (1,  l)-deutige  Korrespondenzen  als  die  dutch  (10) 
und  (17)  gcf/ebenen  existieren  nur  in  den  §§  89  mid  90  behandelten 
speziellen  Fallen; 

namlich  im  harmonischen  Falle: 

20)  u  -  c  =  ±  i(w  -  c) 
mit  den  zwei  Koincidenzpunkten: 

21)  c   und    c  +  co2 ; 
im  aquianharmonischen  Falle: 

22)  u  —  c  =  s(w  —  c) 
mit  den  drei  Koincidenzpunkten  (vgl.  §  90,  (6)): 

23)  c,    c  +  -§-  ( 1  —  c)  co1 ,    c  —  f  (1  —  e)  g?1  . 

X  — 

Im  letzteren  Falle  kann  e  irgend  eine  der  vier  GroBen  e  3  , 
1=1,  2,  4,  5  bedeuten. 


FUNFZEHNTER  ABSCHNITT, 


Lineare  Differentialgleichungen  II.  Ordnimg,  deren  Koeffl- 
zienten  elliptische  Funktionen  und  deren  Integrate  ein- 
deutige  Funktionen  der  unabhangigen  Veranderlichen  sind. 

§  134.    Der  Satz  von  Picard. 

(Obwohl  die  Satze  dieses  Paragraphen  fur  lineare  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung  gelten,  wollen  wir  uns  doch  bei 
ihrer  Entwicklung  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
beschranken.) 

Es  sei  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  vorgelegt: 

Wir  miissen  die  beiden  folgenden  Satze  als  bekannt  voraussetzen : 

BuRKHARDT,  Funktionen.    II.  22 
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I.  In  jcdem  einfach  zusammenhdngenden  Bereiche,  in  dem  f  (u) 
unci  f2  (u)  sick  regular  verlialten,  existieren  zivei  nicht  blofi  um  cinen 
honstanten  Falttor  verschiedene  reguldre  Funhtionselemente  y1  (u),  y2  [u\ 
der  en  jedes,  in  die  GleicJiung  (I)  eingesetzt,  sie  identisch  befriedigt. 

II.  Jede  in  einem  solchen  Bereiche  reguldre  Funktion  y  (u),  die  in 
die  Gleichung  (I)  eingesetzt  sie  identisch  befriedigt,  lafit  sich  als  lineare 
Jiomogene  Kombination  der  beiden  Elcmente  yY  (u),  y2  [u)  mit  von  u  un- 
abhdngigen  Koeffizienten  darstellen: 

2)  y(u)  =  ciyi{u)  +  c2y2{u). 

Wenn  man  aus  dem  Funktionenelement  y1  (u)  durch  analytische 
Fortsetzung  das  Element  y1  (u  -f  2  co)  erhalt,  so  muB  dieses  nacli 
I,  §  66,  IV  die  Gleichung  befriedigen: 

3)  y"  +  /;  (u  +  2  co)y  +  f2  (u  +  2  co)y  =  0 

(wir  gebrauclien  die  Accente  als  Zeichen  der  Differentiation  nacli  u). 
Sind  /j  unci  f2  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2  so  fallt 
diese  Gleichung  mit  der  ursprunglichen  (1)  zusammen.  Dann  folgt 
aus  Satz  II: 

III.  Sind  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (I)  periodische  Funk- 
tionen von  y  mit  der  Periode  2  co;  sind  y1  (u),  y2  (u)  zwei  der  Gleichung 
genugende  linear  unabhdngige  Funhtionselemente  mit  einem  gemein- 
schaftlichen  Definitionsbereiche;  sind  endlich  yl{u  -f  2co),  y2(u  +  2  co) 
zwei  Funhtionselemente,  die  aus  den  beiden  ersten  durch  simultane 
analytische  Fortsetzung  entstehen,  so  bestehen  Gleichungen  der  Form: 

yx{u  +  2  co)  =  au  y1  (u)  +  a12  y2  {u), 
y2  (u-\-  2  o))  =  a21  y1  {u)  +  a22  y2{u), 

in  denen  die  aik  von  u  unabhdngige  Grofien  bedeuten. 

Man  pflegt  das  kiirzer,  wenn  auch  weniger  pracis,  so  aus- 
zudriicken: 

Ilia.  Bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  erfahren 
zwei  beliebige  linear  unabhangige  Integrale  einer  linearen  Differ ential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  mit  periodischen  Koeffizienten  eine  homogene 
Uneare  Substitution  mit  honstanten  Koeffizienten. 

Man  kann  nun  fragen,  ob  es  nicht  moglich  ist?  hier  eine  lineare 
Substitution  von  besonders  einfacher  Form  dadurch  zu  erhalten,  da£ 
man  das  Paar  von  Integralen,  von  clem  man  ausgeht,  in  besonderer 
Weise  wahlt.   Irgend  ein  Integral 


5) 


V  W  =         («)  +  c2y2{u) 
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geht  bei  der  Substitution  (4)  iiber  in: 

6)       y  {u  +  2  eo)  =  (an  cx  +  a21  c2)yx  (u)  +  (a13  cx  +  </22  e2)y2  (ii); 

es  wird  also  das  neue  Integralelement  gleich  einem  konstanten 
Vielfachen  des  alten  sein,  wenn  die  Gleichungen  bestehen: 


7) 


ai2  Cl  +  fl22  C2  =  *  C2  ' 


Diese  Gleichungen  konnen  aber  nur  dann  fiir  Werte  von  cx 
und  c2,  die  nicht  beide  gleich  Null  sind,  zusammen  bestehen,  wenn 
die  Determinante: 

8)  »(/•)  = 

Null  ist,  wenn  also  mit  X  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

9)  D  (X)  =  0 
oder  ausfuhrlich  geschrieben: 

>t2  —  («n  +  «22H  +  «n  «22  -  «12  «21  =  0 

bezeichnet  wird. 

Ware  «n  «22  —  «12  a21  =  0,  so  waren  yx  (u  +  2co)  und  y2  (u  -f  2&>) 
nicht  linear  unabhangig  voneinander.  Das  kann  aber  nach  I,  §  66,  IV 
nicht  sein,  da  yx{u)  und  y2(u)  als  voneinander  linear  unabhangig 
vorausgesetzt  waren.  Also  hat  die  Gleichung  (9)  in  jedem  Falle 
niindestens  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Wurzel.  Nimmt 
man  diese  in  clen  Gleichungen  (7)  fiir  I,  so  giebt  es  stets  Werte 
von  cx  und  c2,  die  diese  Gleichungen  befriedigen  und  nicht  beide 
gleich  Null  sind.    Also  gilt  der  Satz: 

IV.  Unter  den  Integralen  der  Gleichung  (1)  ist  unter  den  an- 
gegebenen  Voraussetzungen  stets  mindestens  eines,  das  sick  bei  Ver- 
mehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  bis  auf  einen  konstanten 
Faktor  reproduziert. 

Will  man  iiber  diesen  Satz  hinaus  tiefer  eindringen,  so  muB 
man  verschiedene  Falle  unterscheiden: 

1.  Die  Gleichung  (8)  hat  zwei  verschiedene  Wurzeln  Xx  und  X2. 

Dann  gehort  zu  jeder  dieser  Wurzeln  ein  Integral  der  Glei- 
chung (1),  das  bei  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  Periode 
diese  Wurzel  zum  Multiplikator  hat: 

1  !/2(u  +  2ft>)  =  l2y2(u). 

22* 
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Diese  beiden  Integrate  miissen  linear  unabhangig  sein;  denn  wenn 
sie  sich  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterschieden,  miiBten 
sie  denselben  Multiplikator  haben. 

2.  Lie  Gleichung  [9)  hat  nur  eine  (Doppel-)Wurzel  Xv 
Dann  sind  wieder  zwei  Unterfalle  zu  unterscheiden : 
2  A.  Nicht  alle   Uuter  deter  minanten  der  JJeterminante  {8)  werden 
Null,  wenn  man  X  =  Xx  setzt. 

Dann  geben  die  Gleichungen  (7)  fur  X  =  Xx  einen  wohlbestimmten 
Wert  des  Koeffizientenverhaltnisses  Cj :  c2 ;  es  giebt  also  in  diesem 
Unterfall,  abgeseben  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral 
der  Gleichung  (1),  das  X^  zum  Multiplikator  hat.  Wir  konnen  an- 
nehmen,  dieses  Integral  sei  als  das  oben  mit  y1  bezeichnete  ge- 
wahlt,  sodafi: 

an  =  llf    a12  =  0 

sei  und  die  Gleichung  (8)  sich  auf: 

(au  -  X)  (a22  -  X)  =  0 

reduziert.  Ware  nun  a22  von  au  verschieden,  so  hatte  diese  Glei- 
chung noch  eine  von  Xx  verschiedene  Wurzel  (namlich  eben  a22), 
und  es  gabe  folglich  noch  ein  Integral  der  Gleichung  (1),  das  diese 
Wurzel  zum  Multiplikator  hatte,  entgegen  dem,  was  oben  bewiesen 
ist.  Also  muB,  wenn  wir  die  angegebene  Verfugung  liber  y1  treffen, 
a22  ==  an,  a12  =  0  werden;  und  jedes  von  yx  linear  unabhangige 
Integral  hat  die  Eigenschaft,  daB: 

11)  y2  (u  +  2  09)  =  a21  y1  (u)  +  \  y2  (u) 

ist.    Der  Quotient  y2/y1  erfullt  in  diesem  Falle  die  Gleichung: 

2  2)  (u  +  2 ")  =  y«  m  i  . 

'  yx{u  +  2co)       yx  (u)  lt 

2B.  Alle  Unter deter minanten  der  Determinante  (8)  werden  Null, 
ivenn  man  X  =  X1   setzt,   mit  andern  Worten,  es  ist  an  =  a22  =  Xv 

ttU  =  fl21  =  °' 

Dann  sieht  man,  daB  jedes  Integral  der  Gleichung  (1)  bei  Ver- 
mehrung  des  Arguments  um  2  co  sich  bis  auf  den  konstanten  Faktor  Xx 
reproduziert ;  wenn  man  zwei  beliebige  linear  unabhangige  Integrale 
mit  y1  und  y2  bezeichnet,  geniigen  sie  den  Gleichungen  (10) 
fiir  X2  =  X1 . 

Wir  nehmen  nun  weiter  an,  die  Koeffizienten  der  vorgelegten 
Gleichung  hatten  auBer  der  einen  Periode  2oj1  noch  eine  zweite  2r»3; 
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iibrigens  halten  wir  an  der  Voraussetzung  fest,  daB  sie  eindeutige 
Funktionen  von  u  seien.  Sollen  dann  auch  die  Integrale  eindeutige 
Funktionen  von  u  sein,  so  gelten  fiir  die  zweite  Periode  analoge 
Folgerungen,  wie  fiir  die  erste;  auch  zu  ihr  gehort  eine  lineare 
homogene  Substitution  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Die  nachste  Frage  ist  nun:  konnen  die  beiden  linearen  Sub- 
stitutionen  A1  und  A3,  die  der  Vermehrung  des  Arguments  bezw. 
um  die  eine  und  die  andere  Periode  entsprechen,  ganz  unabhangig 
voneinander  gewahlt  werden  oder  besteht  zwischen  ihnen  eine  Be- 
ziebung?  Man  erkennt  sofort,  daB  das  letztere  der  Fall  sein  muB. 
Denn  man  erhalt  dasselbe  Eesultat,  ob  man  u  erst  um  2  eot  und 
dann  um  2  &>3  vermehrt,  oder  erst  um  2  co3  und  dann  um  2  wv 
Sollen  also  die  y  eindeutige  Funktionen  von  u  werden,  so  muB  man 
dasselbe  Resultat  erhalten,  ob  man  auf  sie  erst  die  Substitution  Ax 
und  dann  die  Substitution  A3  anwenclet,  oder  ob  man  umgekehrt 
verfahrt;  mit  andern  Worten,  es  gilt  der  Satz: 

V.  Erfahren  zwei  eindeutige  Funktionen  von  u  bei  Vermehrung  des 
Arguments  um  je  eine  Periode  je  eine  homogene  lineare  Substitution, 
so  mussen  diese  Substitutionen  untereinander  vertauschbar  sein. 

Wenn  wir  naher  untersuchen .  wollen,  wann  das  der  Fall  ist, 
konnen  wir  annehmen,  die  eine  der  beiden  Substitutionen  sei  schon 
auf  eine  der  oben  angegebenen  Normalformen  gebracht,  mit  andern 
Worten,  es  seien  yY  und  y2  so  gewablt,  daB  ihr  Verhalten  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  erste  Periode  entweder  durch  die 
Gleichungen  (10)  oder  durch  die  Gleichungen  (11)  angegeben  wird. 
Sollen  dann  auBerdem  noch  die  Gleichungen  bestehen : 

yl[u  -f-  2  fi>8)  =  gu  yx  (u)  +  g12y2  (u), 

y2{u  +  2  o?3)  =  g21  yx  {u)  +  g22  y2  (u), 

so  erhalt  man  im  ersten  Falle: 

9n  K     +  9i2  K  lJz  =  K  ten  9i  +  9i2  to)* 

921  K  9l  +  922  l2  V2  =  l2  (921  9 1  +  ^22  to) ' 

Sind  lY  und  l2  verschieden,  so  bestehen  diese  Gleichungen  nur 
dann  identisch,  wenn  g12  und  g21  Null  sind.  Dann  verhalten  sich 
also  dieselben  Integrale,  die  sich  gegeniiber  Vermehrung  des  Argu- 
ments um  die  erste  Periode  multiplikativ  verhalten,  auch  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  die  zweite  Periode  multiplikativ,  sind 
also  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  (§  28). 

Tritt  dagegen  fiir  die  erste  Periode  der  mit  2  A  bezeichnete 
Fall  ein,  sodaB  die  Gleichungen  (11)  bestehen,  so  erhalt  man  aus 
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cliesen  und  den  Gleichungen  (13)  auf  demselben  Wege  statt  der 
Gleichungen  (14)  die  folgenden : 

15j  |  9iMi  +  feKift  +  lV%)  =  l(9nVi  +  <7i2y2)> 

1  ^21^1  +  ^22(^21^1  +/y2)  =  "21  (#11 2/1  +  +fey2)- 

Sollen  sie  identisch  bestehen,  so  muB: 

.  #12  «21  =  0>     ^22«21  =  #11*21 

sein.  1st  nun  a21  4=  0?  d.  h.  baben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2 A  zu  thun,  so  folgt  gl2  =  0,  gn  =  g22,  d.  h.  auch 
bei  der  zweiten  Periode  tritt  der  Fall  2  ein,  und  ebendasselbe  In- 
tegral, das  sicb  fiir  die  erste  Periode  multiplikativ  verhalt,  verbalt 
sicb  audi  fiir  die  zweite  niultiplikativ.  Auch  in  diesem  Falle  giebt 
es  also  ein  Integral  ylf  das  eine  elliptische  Funktion  II.  Art  ist. 

1st  endlich  a21  =  0,  d.  h.  baben  wir  es  bei  der  ersten  Periode 
mit  dem  Falle  2B  zu  thun',  so  verbalt  sich  fiir  sie  jedes  Integral 
multiplikativ ;  wahlen  wir  also  ein  Integral,  das  sich  fiir  die  zweite 
Periode  multiplikativ  verhalt  —  was  stets  moglich  ist  — ,  so  baben 
wir  wieder  eine  elliptische  Funktion  II.  Art. 

Das  Resultat  dieser  ganzen  Untersuchung  ist  also  der  Satz: 
VI.  Wenn  jedes  Integral  einer  linear  en  Differ  entialgleichung  ( zweiter 
Ordnung),  deren  Koeffizienten  elliptische  Funktionen  I.  Art  von  u  sind, 
eine  eindeutige,  im  Endlichen  bis  auf  Pole  reguldre  Funktion  von  u  ist, 
so  ist  unter  diesen  Integralen  stets  mindestens  eines  cine  elliptische 
Funktion  II.  Art. 

§  135.    Der  HERMiTE'sche  Fall  der  LAME'schen  Gleichung. 

Die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Para  graph  en  finden 
Anwendung  auf  eine  wichtige  spezielle  Differentialgleichung,  die  den 
Namen  Lames  tragi  Sie  lautet  in  der  WEiEESTEASsschen  Be- 
zeichnung: 

1)  y"  =  [n(n  +  \)pu  +  B]y\ 

dabei  wollen  wir  n  als  ganze  Zahl  voraussetzen  (weil  die  Gleichung 
sonst  kein  in  u  eindeutiges  Integral  hat).  Was  B  betrifft,  so  hat 
Lame  selbst  die  (in  §  138  zu  besprechenden)  Falle  untersucht,  in 
denen  der  Gleichung  durch  eine  elliptische  Funktion  erster  Art 
Geniige  geleistet  werden  kann;  Hermite  fand,  daB  sie  bei  will- 
kiirlichem  B  durch  elliptische  Funktionen  ziveiter  Art  integriert 
werden  konne. 
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Der  Fall  n  —  0  ist  trivial;  der  Fall  eines  negativen  n  kaim  auf 
den  eines  niclit  negativen  dadurch  zurlickgefiihrt  werden,  da6  man 
n  durch  —n  —  1  ersetzt.  Wir  nehmen  also  im  folgenden  an,  n  sei 
eine  positive  ganze  Zahl. 

Wenn  wir  auf  Grund  der  Eesultate  des  vorigen  Paragraphen 
versuchen  wollen,  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  in  Form  einer 
elliptischen  Funktion  zweiter  Art  zu  finden,  mussen  wir  uns  zunachst 
iiberlegen,  wo  etwa  Pole  dieser  Funktion  liegen  konnen.  Da  sehen 
wir,  daB  kein  Pol  in  einem  zum  Nullpunkt  inkongruenten  Punkt 
liegen  kann.  Denn  ist  u  —  a  ein  Pol  ktor  Ordnung  von  y,  so  ist  es 
ein  Pol  [k  +  2)ter  Ordnung  von  y" \  das  vertragt  sich  mit  der  Glei- 
chung (1)  nur,  wenn  in  ihr  der  Koeffizient  von  y  in  u  =  a  einen 
Pol  zweiter  Ordnung  hat.  Wenn  also  (1)  durch  eine  elliptische 
Funktion  zweiter  Art  integriert  werden  soil,  mussen  alle  Pole  dieser 
Funktion  im  Nullpunkt  (und  den  dazu  kongruenten  Punkten)  ver- 
einigt  liegen.  Beginnt  ferner  die  Entwicklung  von  y  in  der  Um- 
gebung  des  Nullpunkts  mit  c?i~n,  so  beginnt  die  von  y"  mit 
k(k  +  l)cu~k-2]  da  nun  die  von  pu  mit  u~2  beginnt  (§  18,  (2)), 
so  folgt  aus  der  Yergleichung  der  Anfangsglieder  in  den  Entwick- 
lungen  beider  Seiten  der  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  von  u,  daB 
h  =  n  sein  muB. 

Zufolge  Satz  VII  von  §  28  konnen  wir  demnach  die  supponierte 
Losung  als  Produkt  von  Elementarfaktoren  ansetzen: 

2)  y  =  *0>;-TT  -('^~ay) 

Logarithmische  Differentiation  dieses  Ausdrucks  ergiebt,  wegen  §  23,  (4): 

y         v=i  v=i  pu  ~  p  Qv 

und  abermalige  Differentiation  (vgl.  §  23,  5): 
oder  mit  Klicksicht  auf  Gleichung  (8)  von  §  23: 

4         '     =±{^  +  r--i(^J}- 


Andererseits  folgt  aus  (3): 
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H  =  0t  .  0  y  p'u+p'av      L  ^  /  p'u  +  p'avy 


+  122 


{p'u  +  |/  a/t)  (p'w  + 
{p  u  —  p  ap)  (p  u  -  p  av ) 


Hier  mtissen  wir  nun  jedes  Gliecl  der  Doppelsumme  in  Partial- 
briiche  zerlegen;  wir  erhalten  zunachst  (§  24,  I): 

2  pU  -f    P'"f*+P'*V   jWB  X  _  _       \J  +  6r 

7  pap  —  pav  /-  '  7        v  /J  7 

und  fur  die  Konstante  (7  erhalten  wir  durch  Beriicksichtigung  des 
konstanten  Terms  der  Reihenentwicklung  in  der  Umgebung  von 
u ,—  0  den  Wert : 

Damit  geht  die  Gleichung  (4)  iiber  in: 


f>) 


--  =  </  +  2  (>  2J  £(»  -  O  -  >  +  iX 


+  w  (w  +         +  (2    —  1)  ^.pa, 


Soil  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  auf  n(n  +  l)pu  +  i? 
reduzieren,  so  muB  zunachst  £w  herausfallen,  d.  h.  es  muB: 

6)  o  =  0 

sein.  Ferner  muB  jeder  der  Terme  £(m  —  au)  einzeln  herausfallen, 
d.  h.  es  muB  fiir  jeden  Index  v: 


p'ap  +  p'ctv 
pap  —  p  av 


=  0 


sein.    Endlich  muB: 

8)  {2n-l)p  (av)  =  B 

sein.    Das  Resultat  ist  also: 

Wenn  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (1)  eine  eindeutige 
Funktion  von  u  ist,  so  hat  eines  ihrer  Integrale  die  Form.: 


9) 


A  <r(u  —  Oy)  eu£gv 

?y         (TU  (TOy 
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in  der  die  Konstanten  av  den  Gleichung  en  (7)  und  (S)  Genuge 
leisten  mils  sen. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  eine  eine  uumittelbare  Folge  der 
iibrigen,  da  die  Summe  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (7) 
identisch  Null  ist. 


§  136.    Diskussion  der  einfachsten  Falle  n  ,==  /  und  n  —  2. 

Bevor  wir  allgemein  die  Frage  nach  der  Vertraglichkeit  der 
zuletzt  erhaltenen  Gleichungen  untersuchen,  wollen  wir  die  ein- 
fachsten Falle  direkt  erledigen. 

Im  Falle  n  =  1  fallen  die  Gleichungen  (7)  ganz  weg,  Glei- 
chung (8)  lautet  einfach: 

9)  pax  =  B. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  im  allgemeinen  inkongruente  Losungen, 
die  wir  mit  a  und  —  a  bezeichnen  wollen;  jede  derselben  liefert 
ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form,  und  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung: 

10)  y"  —  (2pu  +  P°)y 
lautet : 


11)  y=a  ">e»t*+C. 


u  £  a 


Im  Falle  n  =  2  haben  wir  eine  Gleichung  (7),  namlich: 

12)  pat  +  pa*  =  0 

pat  -  pa2  7 

dazu  die  Gleichung  (8): 

13)  par+:pa2^\B. 

Die  Auflosung  dieser  Gleichungen  gelingt  einfach,  wenn  man 
zunachst : 

14)  ax  —  a2  =  a 

als  Hilfsunbekannte  einfiihrt;  es  folgt  namlich  dann  aus  ihnen 
wegen  §  23,  (8): 

15)  pa  =  —  \B 
und  ferner  wegen  §  23,  (10): 

16)  p'{-  al)=p'{a2)=p{a). 

Man  hat  also  zunachst  einen  Wert  a  zu  bestimmen,  der  der  Glei- 
chung (15)   geniigt  und  hierauf  die  beiden  von  a  verschjedenen 
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Werte  —  ax  und  a2  aufzusuchen,  fur  die  die  Funktion  p  denselben 
Wert  annimmt  wie  fiir  dann  ist  ein  Integral  der  LAMEschen 
Gleichung  fiir  n  =  2: 

17)  (F(«-Q1)(F(tf-Oi)g(UKfl|)B 
'  (T2  U 

Ein  zweites  Integral  erhalt  man,  wenn  man  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  (15)  wahlt,  die  der  ersten  entgegengesetzt  gieich  ist;  man 
erhalt  dann  auch  fiir  aY  und  a2  die  entgegengesetzten  Werte.  Das- 
selbe  zweite  Integral  erhalt  man  auch,  wenn  man  in  (17)  iiberall  u 
durch  —  u  ersetzt;  bei  dieser  Substitution  bleibt  namlich  die 
LAMESche  Differentialgleichung  ungeandert. 

Was  die  "Bestimmung  der  Werte  ax  und  a2  betrifft,  so  sei  noch 
bemerkt:  Ist  pa  =  cc,  paY  oder  pa2  —     so  ist  nach  (16)  und  §  18,(6): 

4  I3  -  92  I  -  9s  =  4  ^  ~  92  a  ~  9s 
oder  nach  Beseitigung  der'  Wurzel  g  =  a: 

18)  !2_„!  +  „2_i92  =  (). 

Die  eine  Wurzel  dieser  quadratischen  Gleichung  ist  dann  paY,  die 
andere  pa2;  die  zugehorigen  Werte  ax  und  a2  selbst  bestimmen  sich 
hieraus  nach  Anleitung  von  §  120. 

§  137.   Bestimmung  der  Konstanten  im  allgemeinen  Falle. 

Wie  eben  schon  bemerkt,  bleibt  die  L/AMEsche  Differential- 
gleichung ungeandert,  wenn  man  u  durch  —  u  ersetzt.  Ist  also  y{v) 
ein  Integral  von  ihr,  so  ist  auch: 

y{u)  =  y{-u) 

ein  Integral.  Ist  insbesondere  y  ein  Integral,  das  sich  bei  Ver- 
mehrung  des  Arguments  um  eine  Periode  multiplikativ  verhalt, 
ist  also: 

y{u  +  2©)  =  ny(u) 
oder  (da  man  u  durch  u  —  2  co  ersetzen  darf): 
y(u  -2(d)  =  fi-i-yiu), 

so  folgt: 

y(u  +  2ro)  =  p-1^  («), 

d.  h.  hat  y  fiir  eine  bestimmte  Periode  den  Multiplikator  fx,  so  hat 
y  fiir  dieselbe  Periode  den  Multiplikator  fi~\    Daraus  folgt: 
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I.  Das  Produkt  dcrjenigen  beiden  partikuldren  Integrate  der 
JjAMESchen  Differentialgleichung ,  die  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
sind,  ist  eine  elliptische  Funktion  erster  Art,  und  zwar  eine  gerade 
Funktion  von  pu. 

Das  letztere  folgt  namlich  daraus,  daB  dieses  Produkt  eine 
gerade  Funktion  von  u  ist,  die  (nach  §  135)  nur  die  zu  Null  kon- 
gruenten  Punkte  zu  Polen  hat. 

Nun  kann  man,  wenn  irgend  eine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  vorgelegt  ist,  aus  ihr  eine  lineare  Differential- 
gleichung clritter  Ordnung  ableiten,  der  die  Produkte  je  zweier  In- 
tegrate der  ersteren  geniigen.    Setzt  man  namlich: 

so  ist: 

2)  Y"  =  yi  y2  +  2  y;  y2  +  y1  y2 . 
Geniigen  also  y1  und  y2  beide  der  Differentialgleichung: 

3)  y"-py  =  0, 
so  folgt: 

und  daraus  durch  Differentiation: 

T"  -2pF-  2P'  Y  =  2y;'v;  +  2;/l>2" 

=  2p(y1y2'  +  y2y1')=2PF 

oder: 

4)  Y"  -4pF  -  2p'  Y=  0. 

Wir  konnen  sagen: 

II.  Jedes  Produkt  zweier  Integrate  der  Gieichung  (3)  genugt  der 
Gleichung  (4). 

Sind  also  yx  und  y2  irgend  zwei  linear  unabhangige  Integrate 
von  (3),  so  sind  z^2,  y1y2,  y22  Integrate  von  (4),  also  auch  alle 
linearen  Verbindungen  dieser  drei  Funktionen.  Dieselben  sind  aber 
linear  unabhangig;  denn  aus  einer  linearen  homogenen  Relation 
zwischen  ihnen  wiirde  eine  ebensolche  Eelation  zwischen  y1  und  y2 
folgen.  Also  hat  jedes  Integral  von  (4)  die  Form  ayx2  +  PyYy2  +  yy2\ 
und  daraus  folgt: 

II.  Jedes  Integral  der  Gleichung  (4)  ist  ein  Produkt  zweier  In- 
tegrate der  Gleichung  (3). 

Ist  (3)  die  LAMEsche  Gleichung,  so  lautet  die  Gleichung  (4): 


5) 


Y"  _  4  [•«(»*  +  l)pu  +  B]  Y'  -  2n{n  +  l)p'u  Y=  0; 
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wir  haben  also  zu  untersuchen,  ob  und  in  welclier  Weise  dieser 
Gleichung  durch  eine  rationale  ganze  Funktion  von  pu  geniigt 
werden  kann.  Da  wir  bereits  wissen  (§  135),  daB  der  Grad  dieser 
Funktion  gleich  n  sein  muB,  so  konnen  wir  die  Aufgabe  durch  den 
Versuch  erledigen.    Die  Kechnung  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  wir: 


6) 


S  —  pu 


B 


i(2n  -  1) 

als  unabhangige  Veranderliche  einfiihren;  es  wird  dann: 
v.       dY  , 

v„        dY    „     t    d*-Y    ,  a 

Y  =HTPU  +  -d^P  U> 

v„,       dY   ,„     ,  Q  d?  Y    ,      „     .    ds  Y  ,3 

Y  -  ds  P    I  +  *-d^PUP  "  +  ds^P 

und  Gleichung  (5)  geht  nach  Division  mit  p'u  iiber  in: 


-  2n{n  +  1)7  =  0. 


dY 


B 


Schreiben  wir  b  fiir 

n(2n  —  1) 

Gleichung  die  Form  an: 


und  s  +  b  fiir  pu,  so  nimmt  diese 


7  a) 


[4*3  +  12&*a  +  (1262 -g2)s  +  U*-g2b  -  j J  rf 

cPY 


d3Y 


+  [1852  +  36^+  18322-|^2] 


ds2 


+  [(»_  4n2  -4n+  12)^  +  (—  12^2  +  12*)]-^- 

-  2n(n  +  1)7  =  0. 
Setzen  wir  nun  versuchsweise : 


8) 


fc=0 


und  setzen  in  (7  a)  den  Faktor  von  sh  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  ak  eine  Rekursionsformel,  in 
der  ak  mit: 

4k{k  -  1)(A  -  2)  +  lSk(k  -  1)  +  (-  4rc2  -  in  +  12) /e 
-  2tz(w  +  1)  =  2(2A  +  l)(k  -  n)(k  +  :n  +  1) 

multipliziert  auftritt,  auBerdem  noch  afc  +  1,  «fe  +  2  und  «fe  +  3;  dabei 
sind  alle  diejenigen  GroBen  a1f1  deren  Index  %  iibersteigt,  gleich 


9) 
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Null  zu  setzen.  Die  letzte  dieser  Relationen  enthalt  also  nur  an, 
multipliziert  mit  0,  ist  demnach  identisch  erfiillt;  die  vorletzte  ent- 
halt an_Y  multipliziert  mit  einem  von  Null  verschiedenen  Faktor, 
gestattet  also  durch  an  auszudriicken;  vermoge  der  drittletzten 

driickt  sich  an__2  durch  an  und  an_1  aus  u.  s.  w. ;  und  die  so  er- 
haltenen  Ausdrticke  versagen  fur  keinen  Wert  von  b,  weil  eben  der 
unter  (9)  angegebene  Faktor  von  ak  in  keiner  dieser  Gleichungen 
(k  =  n  -  1,  n  -  2,  .  .  .  1,  0)  gleich  Null  ist.    Also  folgt: 

IV.  Es  ist  stets  moglich,  die  Gleichurtg  (4)  durch  eine  ganze 
Funktion  ntm  Grades  zu  befriedigen:  und,  zwar  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor  nur  auf  eine  Weise. 

Daraus  geht  wegen  Satz  III  hervor,  daB  sich  die  L/AMEsche 
Gleichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  integrieren 
l&Bt.  Um  diese  Funktionen  nach  Integration  der  Gleichung  (4) 
wirklich  zu  bestimmen,  stellen  wir  neben  die  Gleichung  (1)  noch 
eine  andere,  die  wir  folgendermaBen  erhalten:  Aus  y^  +  py1  =  0 
und  y2"  +  py2  =  0  folgt  durch  Elimination  von  p : 

und  daraus  durch  Integration: 

Um  nun  aus  (1)  und  (11)  yx  und  y2  zu  berechnen,  leiten  wir  aus  (1) 
zunachst  durch  Differentiation  ab: 

12)  y^y^y{}h  =  Y'\ 

damit  erhalten  wir: 
und  folglich: 

I  o\  Vx    =  ~  C  +  \  Y'         y2>  _  0  +  j  r 

°>  .  yx  Y        >       y,  Y 

Dadurch  ist  die  Bestimmung  von  y1  und  y2  auf  je  eine  Quadratur 
zuriickgefiihrt. 

Man  kann  diesem  Eesultat  noch  eine  etwas  iibersichtlichere 
Form  geben  und  dadurch  seine  Ubereinstimmung  mit  dem  von  §  135 
nachweisen.  Aus  der  ersten  Gleichung  (13)  folgt  namlich  durch 
Differentiation : 

y<L  _  to  _  i,i_r  _  i  m2 

i       U  J       Y*^*    Y       2  [  Y  j  > 


y 

also: 


?//'      G2  +  i  YY"  -  i  7" 
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oder  wenn  man  die  linke  Seite  durch  ihren  Wert  aus  der  LAMfischen 
Gleichung  ersetzt: 

14)  4  C2  =  F 2  -  2  YY"  +  4  [n{n  +  \)pu  -f  5]  7. 

Man  kann  daher  den  Wert  der  durch  die  Gleichung  (11)  eingefuhrten 
Integrationskonstanten  dadurcb.  bestimmen,  daB  man  hier  fur  u 
irgend  einen  speziellen  Wert  einsetzt.  Wahlt  man  z.  B.  eine  der 
Wurzeln  a,  ft  .  .  .  der  Gleichung  Y(u)  =  0,  so  erhalt  man: 

15)  C=  ±\Y'{a)=  ±}F(ffl= 

dabei  gilt  immer  fur  die  eine  von  zwei  einander  entgegengesetzt 
gleichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  das  obere,  fiir  die  andere  das 
untere  Zeichen.    Infolgedessen  kann  man  setzen: 

16)  1L  =  ^{£(u  -a)-  £(«  +  a)+  2£«}; 

denn  die  rechte  Seite  hat  (eben  wegen  (15))  die  erforderlichen  Pole 
und  Residuen  und  wird  auBerdem  Null  fiir  u  =  0.  Daneben  erhalt 
man  aus: 

Y=  c2 .  Y[{pu  —  pa) 

nach  §  23,  (2): 

")         £  =  ^  pu-pa  =  2{£(«  +  *)  +         "  «)  -  2^i- 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (13)  ein,  so  erhalten  wir: 

£  =  2{f(« +  «)-£«-£«}> 

also  durch  Integration: 

18)       .  ■ 
und  ebenso: 

Damit  haben  wir  dieselbe  Form  der  Integrale  wie  in  §  135  er- 
reicht  und  konnen  den  Satz  aussprechen: 

V.  Wenn  n  eine  yanze  .Zahl  ist,  lafit  sich  die  LAMische  Differ  ential- 
gleichung  stets  durch  elliptische  Funktionen  II.  Art  integrieren. 

§  138.    Die  LAME'schen  Polynome. 

Die  letzten  Eechnungen  wurden  etwas  zu  modifizieren  sein, 
wenn  das  Polynom  Y  durch  pu  teilbar  ware.  Aber  dieser  Fall 
kann  nicht  eintreten ;  denn  er  wiirde  zu  einem  Widerspruch  mit  der 
zu  Beginn  von  §  135  (p.  343)  abgeleiteten  Relation  k  =  n  fiihren. 
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Ferner  tritt  eine  Modifikation  der  letzten  Rechnungen  ein, 
wenn  (7=0  wird.  Dazu  ist,  wegen  der  Relationen  §  137,  (15)  er- 
forderlich  und  hinreichend,  claB  jede  Wurzel  der  Gleichung 
Y(u)  =  0  entweder  eine  Doppelwurzel  oder  gleich  einer  Halb- 
periode  sei  (das  letztere  nach  §  lS,  p.  47,  da  T  (u)  den  Faktor 
pu  hat). 

Man  liberzeugt  sich  zunachst,  da6  Y  =  0  in  keinem  Falle  eine 
drei-  oder  nock  niehrfache  Wurzel  haben  kann.  Ware  namlich 
gleichzeitig 

Y=0,    T  =  Q,    7"  =  0, 

so  wiirde  aus  der  Differentialgleichung  und  aus  den  aus  ihr  durch 
successive  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  folgen,  daB 
auch  alle  hoheren  Ableitungen  fur  denselben  Argumentwert  Null 
sein  mtiBten.  Ebenso  wiirde,  wenn  fur  eine  halbe  Periode  gleich- 
zeitig Z=  0,  I'  =  0  ware,  aus  §  137,  (7)  folgen,  daB  auch  Y"  und 
alle  hoheren  Ableitungen  fur  dieselbe  Halbperiode  Null  waren;  also 
kann  keine  Halbperiode  mehrfache  Wurzel  sein.    Es  folgt  somit: 

I.  Im  Falle  C  =  0  hat  das  Polynom  Y  die  Gestalt 

1)  Y  =  c2  (pu  —  ex)£i  (pu  —  e2)E*  (pu  —  e3)£3 .      (pu  —  pa)2, 

in  der  jede  der  drei  Zahlen  e  entweder  0  oder  1  bedeutet. 
Daraus  folgt  (vgl.  §  137,  (13)),  daB  in  diesem  Falle: 

2)  V\  =  I/2  =  c  y'Pu  -  e\  ^pu-  e2£2  ]/pu  -  es£*  Yl  (pu-pa) 
wird,  also: 

II.  Im  Falle  C  =  0  liefert  die  Methode  des  vorigen  Parat/raphen, 
ahgesehen  von  einem  konstanten  Faktor,  nur  ein  Integral  der  LAMitschen 
Differentialgleichung ;  und  zwar  ist  dasselbe  eine  elliptische  Funktion 
I  Art  und  I.  oder  II.  Stufe  (vgl.  §  30). 

Fur  gerade  n  sind  (wegen  1)  alle  drei  e  oder  nur  eines  gleich  0; 
fur  ungerade  n  eines  oder  zwei. 

Die  genauere  Diskussion  der  Gleichung  (14)  zeigt,  daB  C2  eine 
ganze  Funktion  (2n  +  l)ten  Grades  des  in  der  Differentialgleichung 
auftretenden  Koeffizienten  B  ist.  Daraus  folgt,  daB  es  zu  jedeni  n 
2n  -j-  1  Werte  dieses  Koeffizienten  giebt,  fur  die  die  LAMEsche 
Differentialgleichung  je  ein  Integral  der  Form  (2)  besitzt.  Man 
nennt  diese  Integrale  LAuische  Polynome. 

Um  die  ubrigen  Integrale  der  LAMESchen  Differentialgleichung  en 
in  diesen  Fallen  zu  finden,  bedient  man  sich  der  allgemeinen 
Methode,  die  die  Ordnung  einer  linearen  Differentialgleichung  zu 
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emiedrigen  erlaubt,  wenn  ein  partikulares  Integral  bekannt  ist.  1st 
namlich  yY  ein  solcbes,  so  fiibre  man  durch  die  Substitution: 

3)  y  =  &  * 

eine  neue  abbangige  Veranderliche  in  die  Differentialgleiebung  ein; 
man  erhalt: 

Vi  z"  +  2Vi  z  +  Vi  z  =  0(w  +  l)Pu  +  B]yiz 
oder  da  2^  der  LAMftschen  Gleicbung  geniigen  sollte: 

Vy  z"  =  -  2yiz', 

woraus  durcb  Integration: 

C  du 

+  *  J 

Die  bier  verlangte  Integration  kann  in  jedem  Falle  mit  Hilfe  des 
Satzes  §  24,  II  ausgefiibrt  werden.  In  der  Umgebung  jedes  Null- 
punkts  a  von  yx  besitzt  yx  eine  Entwicklung  der  Form: 

Vi  =  Vi  &  ~  «)  +  ^-  (m  -  «)3  +  •  •  • , 

da  vermoge  der  Differentialgleiebung  y1 "  mit  yY  zugleicb  Null  wird. 
Infolgedessen  enthalt  die  Entwicklung  von  yx~2  fur  keinen  Pol 
Glieder  der  Ordnung  (—  1);  also  entbalt  z  keine  Logaritbmen,  und 
es  gilt  der  Satz  (vgl.  §  57): 

Wenn  ein  Integral  der  LAMESchen  Differ entialgleichung  ein  Lame- 
sckes  Polynom  ist,  ist  der  Quotient  z  irgend  eines  andern  Integrals 
geteilt  durch  das  erste  ein  elliptisches  Integral  II  Gattung. 


SECHZEHNTBE  ABSCHNITT. 

Das  spharische  Pendel. 
§  139.   Aufstellung  der  Differentialgleichungen  des  Problems. 

Unter  einem  mathematiscben  spbarischen  Pendel  verstebt  man 
einen  schweren  Punkt,  der  mittelst  eines  als  gewichtslos  betrachteten 
Stabes  an  einem  festen  Punkte  aufgehangt,  also  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  Kugelflacbe  zu  bewegen. 


§  140.    Eeduktion  auf  Quadratures 
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Urn  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  solchen 
Punktes  aufzustellen,  fiihren  wir  zunachst  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem  der  x,  y,  z  ein,  dessen  Nullpunkt  mit  dem  Aufhange- 
punkt  zusammenfallt  und  dessen  positive  z-Axe  der  Richtung  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Die  Masse  des  Pen  dels,  die 
ohnedies  aus  den  Formeln  herausfallt,  nehmen  wir  gleich  1  an,  die 
Intensitat  der  Schwere  bezeichnen  wir  mit  g,  den  Kugelradius  (die 
Lange  des  Pendelstabes)  mit  L,  die  Spannung  des  Stabes  mit  N. 
Dann  lauten  die  Gleichungen: 


1) 


d*x 
elf 

d*y 

dt2 

d2% 
dt2 


Nx 
L 

Ny 
L 

N% 
L 


-9 


zu  ihnen  tritt  noch  die  Gleichung  der  Kugel: 
2)  x2  +  y2  +  z*  =  L2 

mit  der  aus  ihr  folgenden  Differ  en  tialgleichung: 

d  % 


3) 


d  x    ,  dy 

x^-+y 


t   +  Z  dt 


=  0. 


§  140.   Reduktion  auf  Quadraturen. 

Durcb  Elimination  der  Spannung,  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt,  durch  Benutzung  der  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik 
erhalt  man  aus  den  Gleichungen  (1)  von  §  139  zwei  unmittelbar 
integrable  Kombinationen. 

Multipliziert  man  namlich  der  Reihe  nach  mit  dxjdt,  dyjdt, 
dzjdt  und  beriicksichtigt  die  Gleichung  (3),  so  erhalt  man  die 
Energiegleichung : 

Die  hierdurch  eingefuhrte  Energiekonstante  H  muB  jedenfalls  der 
Ungleichung: 

2)  11^-2  (j  L 

geniigen,  da  sonst  die  linke  Seite  von  (1)  fur  alle  mit  den  Bedin- 
gungen  der  Aufgabe  vertraglichen  Werte  von  z,  fiir  die  namlich 

3)  -  L^z^L 
ist,  negativ  ware,  was  nicht  sein  kann. 

Burkhardt,  Funktionen.    II.  23 
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Eliminiert  man  ferner  die  Spannung  nur  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (1)  von  §  139,  so  erhaLt  man  die  Fldchengleichung : 

a\  dy  dx  n 

Die  hiermit  eingefiihrte  Flachenkonstante  C  ist  zwar  an  und  fiir  sich 
ganz  willkiirlich;  wenn  aber  H  bereits  gegeben  ist,  kann  C  gewisse 
spater  (§  141,  (1))  anzugebende  Grenzen  nicht  tiberschreiten. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an, 
wenn  man  in  der  xy-Ebene  durcb  die  Gleichungen: 

5)  #  =  rcosqp,    g  =  rsm<p 

Polarkoordinaten  einfiihrt;  namlich: 

7)  r»       =  C. 

1  d  t 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  von  §  139  werden  dabei: 

8)  r2  +  z2  =  L2- 

a\  -  dr  dz  n 

9)  r  — -  +  z  -j—  =  0. 
'                     f  dt  at 

Aus  den  so  umgeformten  Gleichungen  kann  man  ohne  neue  Inte- 
gration r,  drjdt  und  dcpjdt  eliminieren  {cp  selbst  kommt  gar  nicht 
vor);  man  erhalt  zunachst  aus  (6)  durch  Multiplikation  mit  r2  und 
Beriicksichtigung  von  (9): 

und  daraus  mit  Hilfe  von  (7)  und  (8): 

Da  in  dieser  Gleichung  die  unabhangige  Veranderliche  (die  Zeit) 
explicite  nicht  vorkommt,  geschieht  ihre  Integration  durch  die 
Quadratur: 


L  d% 


]/(H-  2gz)(L*  -  %>)  -  C2 

in  der  z0  den  Anfangswert  von  z  bedeutet;  also  durch  ein  elliptisches 
Integral  I.  Gattung. 
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Die  Bestimmung  des  Winkels  cp  geschieht  dann  zufolge  (7) 
durch  die  zweite  Quadratur: 


12)  cp  -  cp0  =  J 


CL 


L2  -       y{H  -  2  g         -  %2)  -  Cs 


*0 


(unter  cp0  den  Anfangswert  von  cp  verstanden);  also  ebenfalls  durch 
ein  elliptisches  Integral,  und  zwar,  wie  wir  sehen  werden,  durch  ein 
solches  III.  Gattung. 

§  141.   Diskussion  der  gefundenen  Losung. 

Fiir  die  Einsicht  in  die  Natur  des  Bewegungsvorgangs  ist  vor 
allem  wichtig  zu  erkennen,  daB  die  Verzweigungspunkte  der  auf- 
tretenden  Quadratwurzel  in  jedem  Falle  alle  reell  sind.  Dazu  fiihren 
die  folgenden  TJberlegungen : 

Bei  gegebenem  Wert  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  gegebener 
Anfangslage  erhalt  man  den  groBten  Wert  fiir  C,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit zur  z-Axe  senkrecht,  wenn  also: 

(#)„  = 0  und  fol«Iich  auch  (4r)0  = 0 

ist.    Dann  ist  aber  nach  §  140,  (6)  und  (7): 

0*-V(S~  §,*,); 

also  ist  allgemein: 

1)  C2^r02(H-2gzQ). 

(Die  linke  Seite  dieser  Ungleichung  ist  nach  §  140,  (1)  stets  positiv), 
Daraus  folgt,  daB  die  in  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  ganze  Funktion  dritten  Grades: 


2) 


f(z)  =  ^[(H-2gz)(L2-z2)-C2] 


[  [2gz3  -  Hz2  -2gZ2z  +  HZ2-  C2] 


L* 

fur  z  =  z0  nicht  negativ  ist;  es  ist  namlich: 

also  nach  §  140,  (8)^0.  Somit  erhalten  wir  fur  die  Vorzeichen 
der  Werte  von  f(z)  folgende  Tabelle: 

z  =  —  cc    —  L     z0       I  +oo 
f{z)  =  -oo    ^0    ^0    ^0  +oo, 
und  damit  den  Satz: 

23* 
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I.  Im  allgemeinen  hat  die  Gleichung  f  (z)  =  0  drei  verschiedene 
reelle  Wurzeln:  eine  zwischen  —  L  und  zQ,  eine  zwischen  z0  und  L, 
eine  zwischen  L  und  +  00. 

Ausnahmen  konnen  nur  eintreten: 

a)  wenn  zQ  =  +  L  ist;  dann  mu6  C  =  0  sein  und  die  drei 

Wurzeln  sind  —  Z,    +  L,  — — ,  sodaB  eine  Doppelwurzel  auftritt, 

2  9 

wenn  11  =  +  2  g  L  ist ; 

b)  wenn  C  =  r02  (H  —  2  g  z0)  ist,  da  dann  f{z0)  =  0  ist.  In 
diesem  Falle  ist: 

&f{z)  =  (H- 2gz){L*  -  z*)  -  (H  -  2gz0)(Z*  -  z0*) 

=  (z-z0)[-  2gL*  -  H{z  +  z0)  +  2g  (z*  +  zz0  +  zQ^ ; 

also  ist,  je  nachdem  2g(Sz02  —  L2)  —  2Hz0  >  oder  <  0  ist,  noch 
eine  Wurzel  zwischen  z0  und  L  oder  eine  zwischen  —  L  und  z0 
vorhanden,  auBerdem  jedenfalls  eine  zwischen  L  und  +  oo.  Nur 
wenn  g$z2  —  L2)  —  Hz0  =  0  ist,  ist  z0  Doppelwurzel. 

Das  Auftreten  einer  Doppelwurzel  ist  also  hier  wegen  der  Un- 
gleichungen  §  140,  (2)  und  §  141  (1)  durch  je  zwei  Eelationen 
zwischen  den  Konstanten  bedingt: 

3)  entweder:    z0  —      L   und   H=  2gL 

4)  •     oder:    z0  =  —  L   und   E  —  —  2 g L 
oder:    C2  =  r02  (R  -  2  g  z0)  ; 
und  Hz0=g(Sz02-L2). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  noch: 

6)  .    CV,=  -2g{L^-z^- 

sie  konnen  also  niemals  zusammen  bestehen,  wenn  z0  positiv  ist. 
Um  noch  naheres  iiber  die  Wurzeln  von  f(z)  zu  erfahren,  bilden  wir: 

7)  L2f  [z)  =  6  g  z2  -  2  Hz  -  2  g  L2. 

Die  Nullpunkte  dieser  Funktion  sind  in  jedem  Falle  reell  und 
haben  verschiedenes  Zeichen.  Da  die  algebraisch  kleinste  Wurzel 
von  f(z)  kleiner  sein  muB,  als  die  algebraisch  kleinste  von  f'[z\  so 
folgt  hieraus: 

II.  Die  algebraisch  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  f(z)  =  0  ist 
stets  negativ. 

DaB  die  algebraisch  groBte  Wurzel  stets  positiv  ist,  geht  schon 
aus  Satz  I  hervor;  die  mittlere  Wurzel  hat  dasselbe  Vorzeichen 
wie  EL2  -  G2. 
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Indem  wir  uns  zunachst  zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Fallen 
wenden,  bezeichnen  wir  die  Wurzeln  mit  zlf  z2,  z3,  so  zwar,  daB: 

8)  Zl>Z2>  Z3 

ist.    Das  Integral  §  140,  (11)  geht  dann  iiber  in: 

9)  t=^f-7=  U  ; 

]/2  g  J   y{z  —  %i)  {z  —  &2)  (z  —  z3) 

Aus  dieser  Gleichung  ist  die  Anderung  von  z  im  Verlauf  der 
Zeit  zu  entnehmen.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  ge- 
richtet,  so  ist  der  Quadratwurzel  fiir  t  —  0,  z  =  z0  der  positive 
Wert  beizulegen.  z  nimmt  also  zunachst  zu  und  zwar  bis  z2 ;  denn 
dieser  Wert  wird  nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  da  das  bis  z2 
erstreckte  Integral  nach  §  1,  I  endlich  ist.  Dariiber  hinaus  kann 
z  nicht  zunehmen,  da  sonst  die  Quadratwurzel  imaginare  Werte  er- 
halten  wiirde;  also  muB  von  da  ab  dzjdt  negativ  werden,  die 
Quadratwurzel  muB  negativ  genommen  werden  und  z  nimmt  ab  bis 
zu  dem  Wert  z3,  der  ebenfalls  nach  endlicher  Zeit  erreicht  wird. 
Von  da  nimmt  z  wieder  zu  bis  z2  u.  s.  w.  Da  man  fiir  den  Fall 
einer  nach  unten  gerichteten  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende 
Resultate  erhalt,  so  kann  man  den  Satz  aussprechen : 

III.  Das  Pendel  bewegt  sick  fortw'dhrend  zwischen  den  beiden 
Parallelkreisen  z  —  z2  und  z  =  z3  hin  und  her;  die  Bauer  einer  Periode 
(Hin-  und  Eiickweg)  betragt: 

H 

2L    r  dz 


10)  2a,1=--44-f 
j  1      V2g  J 


]/2g  J  ]/(*,  -  z)  {z2  -%){%-  z3) 

z» 

der  Fall  dauert  ebensolange  ivie  das  Aufsteigen. 

Das  Integral  §  140,  (12)  konnen  wir  schreiben: 

t 

to 

Daraus  geht  vor  allem  hervor: 

IV.  Der  Winkel  cp  wachst  bestdndig  oder  nimmt  bestdndig  ab,  je 
nachdem  C  >  0  oder  <  0  ist;  die  durch  das  Pendel  und  die  z-Axe 
gelegte  Vertikalebene  dreht  sick  also  bestdndig  in  demselben  Sinne. 

Wahrend  einer  Halbperiode  von  z  nimmt  der  Winkel  cp  zu  um: 
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Fur  diesen  Winkel  kann  man  zwei  Grenzen  angeben,  zwischen 
denen  er  eingeschlossen  ist,  wenn  man  beachtet,  daB  in  dem 
Integrationsintervall : 

Zl  ~~  Z2  —  Zl  ~  Z  —  Z\  ~~ '  Z3 

ist;  man  erhaLt: 

13)  1      ;     *»  >  *  >  V/      1  " 

wo  <£0  durch  das  Integral: 

GL  d% 


°      J  V2i 


gegeben  ist.  Es  ist  also  2  &Q  gleich  dem  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Integrale,  genommen  auf  einem  Wege,  der  die  beiden 
Verzweigungspunkte  z2  und.z3  umgiebt.  Ein  solcher  Weg  kann  auf 
je  eine  Umkreisung  des  unendlich  fernen  Punktes  und  der  beiden 
Punkte  +  L  zusammengezogen  werden;  es  ist  also  nach  I,  §  45, 
II  und  V  (I>0  =  2  %i  X  der  Summe  der  Residuen  der  zu  integrieren- 
den  Funktion  in  diesen  Punkten. 

Das  Residuum  im  Unendlichen  ist  0,  das  in  +  L\ 

-  C 


das  in  —  L: 


2]/2g(^  -  L)(L  -  %,) 

  G  

2]/2g{z2  +  L){-L-z3) 


Somit  ist:1 


14) 


n  C    1/2L2  +  2^^+]/(L2-  %*)  (L2  -  *32) 


]/2j    V  (L2  —  z22)  (L2  —  ^32) 


Dieser  Ausdruck  laBt  sich  noch  etwas  iibersichtlicher  schreiben, 
wenn  man  die  Ausdriicke  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (2)  durch 
ihre  Wurzeln  benutzt.    Man  hat  namlich: 

15)  ^1+^2  +  ^3=^^ 


1  Die  beiden  Quadratwurzeln  im  Nenner  von  @0  sind  mit  demselben 
Vorzeichen  zu  nehmen;  denn  beim  Durchgang  durch  %  =  c°  andert  die  Wurzel- 
groBe  ihr  Vorzeichen. 


§  142.    Darstellung  der  Hdhe  als  Funktion  der  Zeit. 
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16)  *r*2  +  Z2Z$  +  Hzi  =  -  L* 

17) 

18) 


Aus  (16)  folgt: 

2    =  _  L2  +  . 

■^2  3 

damit  aus  (15): 

-j  q\  3       ^    %^  +  %*2  ^3  4"  &32  -Z>2 

und  folglich  aus  (17): 

2°)      W  =  ^gw^  =  -  (Zl  +  *«>  (*'  +  *>>  (*2  +  ^ 

(Diese  Gleichung  zeigt,  daB  z2  +  z3  stets  negativ  ist).)  Man  kann 
somit  den  Ausdruck  (14)  ersetzen  durch: 


21)  2<D  =7t]/2  U  +  2  *2  %z  +  2 1/7  (L'  ~      (L'  ~  %2j  • 

Andererseits  ist  nach  (18): 

L2  +  2  %2  %3  ■+-  %2  Z/2  +  2  *2  £3  -f  fc2 


also  folgt  aus  (13): 
und: 

23)  a><n/77^5^^^. 

Die  erste  dieser  Grenzbestimmungen  zeigt,  daB  in  jedem  Fall: 


24)  (D  > 


71 


ist.  Die  zweite  ergiebt  kein  so  einfaches  Resultat,  da  der  rechts 
stehende  Ausdruck  liber  alle  Grenzen  wachst,  wenn  man  erst  zz  —  —  L 
setzt,  und  dann  zur  Grenze  z2  =  L  iibergeht  (was  mit  der  Beclingung 
<z2  +  z3  =  0  vertraglich  ist). 

§  142.    Darstellung  der  Hone  als  Funktion  der  Zeit 
durch  Thetaquotienten. 

Durch  Umkehrung  der  Gleichung  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
konnen  wir  die  Hohe  z  des  Pendelpunktes  iiber  der  #-y-Ebene 
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explicite  als  Funktion  der  Zeit  darstellen.  Um  das  auszufuhren, 
miissen  wir  die  Formeln  (7)  bis  (9)  von  §  56 1  fur  unsern  jetzigen 
Zweck  einrichten.  Wir  werden  vor  allem  wiinschen,  daB  reellen 
Werten  der  Zeit  auch  reelle  Werte  des  Thetaarguments  entsprechen; 
dazu  ist  erforderlich,  daB  wir  einen  der  Endpunkte  des  in  §  141,  III 
genannten  Intervalls  mit  ax  bezeichnen.  Ferner  ist  zu  beachten: 
die  damaligen  Formeln  bezogen  sich  zunachst  auf  den  Fall,  daB 
alle  Verzweigungspunkte  im  Endlichen  liegen;  wir  konnen  aber  den 
erforderlichen  Grenzubergang  sofort  ausfiihren.  Identifizieren  wir 
z.  B.  die  damals  mit  a0,  av  cc2,  a3  bezeichneten  GroBen  der  Reihe 
nach  mit  zv  z2,  z3,  oo,  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  zunachst: 


\^  Z  ~  X3     _  -j  /  Zl 

3)  %  ~  %x  =  1  / — 


z3  vw 

nnd  hieraus  durcb  Division  z.  B.  noch  die  folgenden 

> 


4)  ,z2  -  z  =  y     -  z2)  {z2  -  z3) 


(V) 
(*) 


5)  Z  -  Z3  =  V(*l  -  Z3)(Z2  ~  h)  &*{v) 

Das  in  diesen  Formeln  auftretende  Argument  v  ist  durch  die 
Gleichung: 


6)  »  =   1  f 


V/eo 

Z2 

definiert,  hangt  also  mit  der  Zeit  t  (§  141,  (9))  durch  die  Gleichung 
zusammen : 

z2 


^  W       2  o>!        2  f 


Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  oben  gerichtet,  so  ist  in  (7) 
auf  dem  kiirzesten  Wege  zu  integrieren;  ist  sie  aber  nach  unten 
gerichtet,  so  ist  von  z0  zunachst  bis  z3  und  von  da  wieder  nach  z2 
zuriick  zu  integrieren;  mit  andern  Worten,  es  ist  zu  setzen: 


1  In  jenen  Formeln  ist  der  Faktor  £  vor  und  der  Faktor  a0  unter  dem 
Wurzelzeichen  zu  streichen. 


§  142.    Darstellung  der  Hdhe  als  Funktion  der  Zeit. 
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8) 


-f-  +  -  +  - 

2oh  ^  2  ^  2 


"0 


Besondere  Beachtung  erfordert  noch  die  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen  der  Quadratwurzeln  in  den  Formeln  (1)  bis  (5).  In  den 
allgemeinen  Formeln  von  §  56  sind  die  den  Wurzeln  beizulegenden 
Werte  bis  zu  einem  gewissen  Grade  willkiirlich;  namlich  insoweit, 
als  die  verschiedenen  Formeln  vermoge  der  zwischen  den  Theta- 
quadraten  bestehenden  Relationen  miteinander  iibereinstimmen 
mlissen.  In  unserm  Falle  aber  miissen  wir  dafiir  sorgen,  da£  wir 
mit  den  Ergebnissen  von  §  141  in  Ubereinstimmung  bleiben;  das 
ist  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  wir  die  Quadratwurzel  in  (1) 
und  (2)  negativ,  in  (3),  (4)  und  (5)  positiv  nehmen. 

Fur  manche  Zwecke  bieten  die  WEiERSTEASSschen  Funktionen 
Vorteile.  Um  die  auf  sie  beziiglichen  Formeln  (4)  und  (5)  von  §  56 
hier  anzuwenden,  machen  wir  in  ihnen  den  Grenzubergang: 


9) 


lim  c/Q  =  oc  , 


L2 


und  identifizieren  zv  z2,  z3  der  Eeihe  nach  mit  cc0,  cc19  a2\  wir  er- 
halten  dann: 


10) 

und: 

11) 


*2  ~  2L2^i 


2  2^ '    e2  e3 


2L' 


i22  ~  *3)> 


pu-  e2  =  ~ 


PU  ~  %  =  2L2^ 


Verzichten  wir  auf  den  Vorteil,  daB  reellen  Werten  der  Zeit  auch 
reelle  Werte  des  Arguments  u  entsprechen,  so  konnen  wir  noch 
einfachere  Formeln  erhalten.    Setzen  wir  namlich: 


12) 


lim  (7^  =  00,    lim  a0  a}  = 


2ff_ 
L2 


und  identifizieren  cc2,  a3,  a3  der  Eeihe  nach  mit  z19  z2,  z3,  so  er- 
halten wir: 

13)  Z-Zk=  ^l(pUl-ek),     (k  =  1,  2,  3). 
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In  diesen  Formeln  entsprechen  reellen  Werten  der  Zeit  Werte 
von  uY,  deren  imaginarer  Bestandteil  gleich  der  Halfte  der  rein 
imaginaren  Periode  ist;  es  ist  namlich: 

2  Z 

/'  d%  ,     c  d  x 

oc  z2 

§  143.   Darstellung  des  Winkels  <p  als  Funktion  der  Zeit. 

Will  man  auch  den  Winkel  cp  explicite  als  Funktion  der  Zeit 
darstellen,  so  erhalt  man  die  analytisch  (wenn  auch  nicht  fur  die 
numerische  Rechnung)  einfachsten  Formeln,  wenn  man  an  die  letzten 
Formeln  von  §  142  ankntipft.  Den  Werten  z  =  —  L  und  z  =  +  L 
entsprechen  namlich  dann  zwei  Werte  uY  =  a  und  uY  —  b,  von  denen 
der  erste  rein  imaginar  ist,  wahrend  der  reelle  Bestandteil  des 
zweiten  gleich  w1  ist.    Fur  jeden  dieser  Werte  ist: 

1)  f^  =  _'^. 

>  [dtj  L2  ' 

da  andererseits  vermoge  §  142,  (13): 

0,  dx        2L2  , 

2>  Ht  =  -^p  * 


ist,  so  folgt: 


a2  C2 


Wahlt  man  —  was  noch  freisteht  —  a  und  b  so,  daB  ihre  imagi- 
naren Bestandteile  zwischen  0  und  co3  fallen,  so  wird  p a  negativ, 
p'b  positiv  imaginar  (vgl.  §  86,  IX).    Also  hat  man,  wenn  C  positiv  ist, 

3)  -pa=p'b  =  l|f 

zu  setzen.    Damit  geht  die  Gleichung  (11)  von  §  141  iiber  in: 

d<p  __      C      _   G_  |     1  1  1 

dux       L2  —  %2       2L  \  L  —  %       L  4-  ;  J 

Qg  f  i 


4L3 


(  I          +  1  1 

(      pux  —  pb       pux  —  pa  ) 

p'b       ^       p'  a 


2  i  \  pux  —  p  b       pux  —  pa 

=  -h  [5 K  + b)  -  ffa  - *)  +  £K  +  «)  -  f(«i  -  «) -  2^  -  2^1- 

Hier  kann  die  Integration  mit  Hilfe  von  §  23,  (3)  sofort  vollzogen 
werden;  man  erhalt: 

4)     2,>,-iog;j;^;;;;:g-2^(gB  +  g*)  +  c. 
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Aus  dieser  Gleichung  erhalt  man  den  in  §  141,  (12)  mit 
bezeichneten  Winkel,  indem  man  die  Integration  von  irgend  einem 
Werte  u0  bis  zu  dem  urn  2  w1  groBeren  Werte  erstreckt.   Man  kann 
aber  auch: 

6 

—  a 

setzen,  sodaB  <I>  als  Doppelintegral  erscheint,  und  dann  die  Reihen- 
folge  der  Integrationen  vertauschen,  da  die  Integrationswege  sich 
nicht  schneiden  (vgl.  §  60).    Man  erhalt  so: 

0  =  -LJ°[_  4^  +4  colpv]  dv 

—  a 

=  i  [rj1  (a  +  b)  +      (£  a  +  f  £)]. 

Bedingung  fiir  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ist,  daB  a  und  b  so 
wie  oben  angegeben  gewahlt  werden. 


§  144.   Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung 

von  Kraften. 

In  den  Entwicklungen  der  beiden  letzten  Paragraphen  ist  auf 
die  Moglichkeit  keine  Riicksicht  genommen,  daB  die  auftretenden 
elliptischen  Funktionen  ausarten  (vgl.  den  IX.  Abschnitt). 

Eine  solche  Ausartung  tritt  zunachst  ein,  wenn  eine  Wurzel 
der  Gleichung  f(z)  —  0  (§  141)  unendlich  groB  wird,  sodaB  die 
Gleichung  sich  auf  den  zweiten  Grad  reduziert.  Das  ist  nur  dann 
der  Fall,  wenn  g  =  0  zu  setzen  ist,  d.  h.  wenn  man  es  mit  der  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  einer  Kugel  ohne  Wirkung  von  Kraften 
zu  thun  hat. 

Die  direkte  Untersuchung  dieses  Falles  fiihrt  zu  folgenden  Re- 
sultaten:    Die  Gleichung  f(z)  =  0  reduziert  sich  auf: 

1)  H{L2-  z*)  -  C2  =  0; 
ihre  Wurzeln  sind: 

2)  z2=+|/^-J,     z3  =  -z2. 
Setzt  man  demgemaB:1 

f ....  z   .       »  r  d 

yir  J  y%2*  -  %*  ~ 


H  ist  in  diesem  Fall  nach  §  140,  (2)  stets  positiv. 
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so  erhalt  man  (lurch  Integration: 
3)  z  =  z2  sin  v,    v  =  ^y-(t  +  arc  sin  — 

Damit  geht  die  Gleichung  (12)  von  §  140  iiber  in: 

t  V 

_  r   Gdt         GL   r  dv 

V      ^°     J  L2  -      ~  yjf  J  L2  -  %*  sin2* 

t0  o 


n    ^  cos2  27  +  TT  sin2  27 

=  arcts(iwtg!; 

oder: 

4)  tg»  =  -£^tg(gp-^0). 

Um  aus  dieser  Gleichung  und  der  vorhergehenden  die  Zeit  zu 
eliminieren  und  so  die  Gleichung  der  Bahnkurve  zu  erhalten,  setzen  wir : 

5)  z  —  Lsin0. 
Wir  erhalten  dann  aus  (3): 

C2  C2 
cos2^  =  1  —  (1  —  --gjj  sin2v)  =  cos2v  -f  -g-jj  sin2v, 

6)  tg26=    L  (H  L2  -  C2)  sin2  v    .  • 
aus  (4): 


HL2  cos2  v  +  C2  sin2  ?>  ' 
HL2cos2v  +  C2sin2v 


cos2  (go  —  qD0)  i/  Z/2  cos2  v 

n\  -2/  \  C2sin2» 

<)  S1I1Z(^   —  qP0)  =  ^ry^  g   .    ,  • 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Bahnkurve  iautet  also: 

H  L2  —  G3 

8)  tg2  0  =  ^  sin2  (cp  -  cpQ). 

Das  ist  aber  die  Gleichung,  die^die  beiden  Katheten  eines  recht- 
winkligen  spharischen  Dreiecks  verbindet,  wenn : 


9)  tgy  =  j^; 


G2 


G 

die  Tangente  des  der  Seite  0  gegeniiberliegenden  Winkels  ist.  D.  h. : 
Im  Falle  g  =  0  beschreibt  der  Punkt  auf  der  Kugel  einen  Haupt- 

kreis,  der  unter  dern  Winkel  y  gegen  die  Horizontalebene  geneigt  ist. 
Sehen  wir  nun  zu,  ob  und  wie  wir  dieses  Eesultat  aus  den 

allgemeinen  Formeln  durch  Grenziibergang  erhalten  konnen.  Dazu 
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gehen  wir  am  bequemsten  von  den  Formeln  (10)  von  §  142  aus. 
Setzen  wir  in  ihnen: 

10)  lim g  =  0,    lim  {2  g      =  H, 

so  geben  sie: 


11)  el  —  e2  —  eY  —  e3  —  \      ,     e2  —  e3  —  0, 

woraus : 

1ZJ  e  —  6  Jji  >        e2  ~  e3  —  Y¥   L2  ' 

und  also  nach  §  80,  (6): 
13) 


Damit  konnen  wir  den  Grenziibergang  an  den  Formeln  §  142,  (11 
mit  Hilfe  von  §  80,  (12)  und  (13)  ausfiihren;  wir  erhalten: 

14)  ^r«rt»f- 


4  L2  2        4  U    z2  -  % 

15)  -5^  cosec2  -I  -  -^f  %~*3  • 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  ganz  ebenso  aus  (3);  man  muB  nur 
beachten,  daB  v  hier  von  einem  um  eine  Viertelperiode  verschiedenen 
Anfangspunkt  aus  gerecbnet  ist  (fur  z  =  z2  wird  hier  v  =  0,  dort  =  n/2). 

Will  man  den  Grrenziibergang  auch  an  den  Gleichungen  von 
§  143  ausfuhren,  so  hat  man  zu  beachten,  daB  die  Formeln  von 
§  80  nur  unter  der  dort  ausdriicklich  hervorgehobenen  Voraus- 
setzung  eines  endlichen  Argumentwertes  gelten.  Diese  ist  hier  fur 
keinen  der  drei  Argumentwerte  ux,  a,  b  erfullt;  man  muB  daher 
erst  durch  die  Substitutionen : 

16)  uY  —  tv3  -j-  u,    a  =  co3  —  a,    b  =  co3  —  b' 

GroBen  u,  a,  V  einfiihren,  die  auch  in  der  Grenze  endlich  bleiben. 
Gleichung  (4)  von  §  143  geht  dann  mit  Rucksicht  auf  §  20,  (7)  zu- 
nachst  liber  in: 

2iw  =  log  \e2ri^1  +«)— )  ^— )  

r  0  I  <t  (u  —  a  )  a  (u  —  b  )  J 


v  3iU3«         0-3  b'  J 


Wenden  wir  nun  die  Gleichungen  (4)  und  (14)  von  §  80  an,  indem 
wir  zur  Abkiirzung  setzen: 

rr\  U  71  a'  CO  b'  71  r>  . 
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so  erhalten  wir: 


2 

2 


lim (2  i<p)  =  2  fl|  (V  +  a)  +  [(«  +  a')2  +  («  +  S'" 

_  (B  +  a'f  _  (B  _        +  l0g  Bi~  (.  +  ^rin(.  +  gO 
v  ;        v  '  J         °  sin  0  —  a    stn  0  - 


C. 


Hier  fallen  die  iiiit  u  multiplizierten  Glieder  heraus,  die  von  u  freien 
geben  wegen  §  80,  (11)  und  §  19,  (14) 

2{b'  +  a)       -  «3^)  =.-ni^-  =  2(/9  +  «), 

also  einen  endlich  bleibenden  Wert;  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die 
Konstanten  in  die  Definition  von  cp  mit  hereinnehmen: 

1  on  t     /o  •    \      V     sin(«7  +  a*)sin(»  +  5*) 

1 8)  lim  (2  l  cp)  =  log  -r-7  • 

y  sin     —  oa)  sin     —  pi) 

Es  bleibt  nur  noch  iibrig,  da8  wir  die  Grenzwerte  von  a  und  (3 
bestimmen.    a  und  V  sind  gegeben  durch : 

-L  -L  L 


~2 


mit  Hilfe  von  (2)  folgt  daraus: 


19) 


L 


lim  A  =  — ^     ,  =  -—  log  ^  — 

z2 

Li,     C  +  LVH        Li,  LVH+G 

=  — —  log  = —  =  -—  log  —   

]/h       z2yH      Yh     l  ys -  c 

und: 

20)  lima'  =  co1  +  limb'. 

(Wegen  der  Vorzeichenbestimmungen  vgl.  man  §  143.) 
Es  wird  also,  da  nach  (3)  lima?,  =  4^  ist: 

'       1  Yh 

21)  limai  =  lim/?i  +         lim  8  i  =  1  log  iJ^t£ 

und  folglich: 

lim 2 ,>  =  log  s|n^  +  f>  =  log  «8»'  +  <g»j» 
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oder,  da  nach  I,  §  56,  (7): 


log 


x  -f  V  i 


x  -  y 


r  =  2i  arc tg  — 


ist: 
22) 


lim  9?  =  arc  tg 


— s  ctg  v 


Aus  (21)  folgt  aber: 


-  2; 


+  e' 


2/? 


also  geht  (22)  iiber  iii 
23) 


L]/H  , 
cot  v  =  — ~ —  tg  Cp  . 


Man  sieht,  daB  diese  Gleichung  mit  (4)  ubereinstimmt,  wenn 
man  wieder  die  Verschiedenheit  des  Nullpunkts  der  Zahlung  von  v 
beriicksichtigt. 

Man  erhalt  also  durch  Ausfiihrung  des  Grenziibergangs  die- 
selben  Formeln  wie  durch  direkte  Behandlung  des  Grenzfalls; 
daraus  folgt: 

Bei  im  Verhdltnis  zu  ^gL  sehr  grower  Anfangsgeschwindigkeit 
bewegt  sich  das  Pendel  wdhrend  endlicher  Zeit  nahezu  auf  einem 
grd§ten  Kreise. 


§  145.   Asymptotische  Bewegung  des  Pendels. 

Die  elliptischen  Funktionen  arten  ferner  noch  aus,  wenn  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0  zusammenfallen.  Sollen  z1  und  z2 
zusammenfallen,  so  miissen  sie  beide  =  L  werden,  da  sie  ja  stets 
durch  L  getrennt  sind;  das  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
gleichzeitig : 

1)  C=0,  H=2gZ 
ist.    Dann  wird  aber: 

2)  =  0,  9  =  const., 

d.  h.  das  Pendel  bewegt  sich  in  einer  Vertikalebene ;  ferner  wird 
z3  =  —  X,  also: 
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Die  Substitution: 

z  =  -  L  +  s2 
fiihrt  dieses  Integral  liber  in: 

Setzen  wir: 

5)  2*j/j 


!      «0  +  ]/2L  0 
log   - —  =  2w 


so  erhalten  wir  durch  Umkehrung: 

6)  s  =  y2l?L-_i^. 

r       ev  +  e  -« 

Diese  Gleichung  zeigt,  da6  z  mit  wachsender  Zeit  fortwahrend 
wachst  und  sich  asymptotisch  dem  Werte  z  —  L  nahert.  Dabei  ist 
vorausgesetzt,  daB  die  WurzelgroBe  in  (3)  positiv  genommen  wird; 
ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  nach  unten  gerichtet,  so  nimmt  z 
zuerst  ab,  bis  es  nach  der  endlichen  Zeit: 

-\/Yg  s0-]/2L 

den  Wert  —  L  erreicht.  Dort  wird  dz  I  dt  —  0,  aber  fur  die  Hori- 
zontalkomponente  der  Geschwindigkeit  ergiebt  sich  aus  §  140,  (1) 
cler  von  0  verschiedene  Wert  2^gL. 

Um  diese  Formeln  durch  Grenziibergang  aus  den  allgemeinen 
zu  erhalten,  miisseri  wir  in  jenen  nicht  die  rein  imaginare,  sondern 
die  reelle  Periode  iiber  alle  Grenzen  wachsen  lassen.  Man  hat  dann 
in  den  Formeln  von  §  80  co1  durch  &>3  und  die  dadurch  auftretenden 
trigonometrischen  Funktionen  rein  imaginaren  Arguments  durch  Ex- 
ponentialfunktionen  reellen  Arguments  zu  ersetzen.  Dabei  kann 
man  aber  nicht  unmittelbar  an  die  Formeln  (11)  von  §  142  an- 
kniipfen,  weil  das  dort  mit  u  bezeichnete  Integral,  dessen  untere 
Grenze  in  z2  liegt,  fiir  alle  z  unendlich  grofi  wird;  man  muB  viel- 
mehr  aus  ihnen  erst  mit  Hilfe  von  §  23  (6)  (vgl.  auch  §  46  (2)) 
ableiten : 

')    «  -  = fa      = - 


wo  u2  =  wl  —  u  gesetzt  ist.    Dann  erhalt  man  in  der  Grenze: 
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$  ~~2      )  ~ 

mit: 

9)  v  =  u*n 


L         X    —  fcg 

g    x2  -  x 


2co3 

Die  rein  imaginare  Halbperiode  ai3  wircl  aber  in  der  Grenze 


10) 


—L 


2L    C         dx  _  2iL  C  dx 

J  (L  —  %)  1/L-bz  ~  ^2g~  J  (L+x)  ]/%  -  L 


V*9 


-  00 


00 

L  r  ds  _  /L_ 
V-g]  2L^-%1]/  g  > 


ii 

0 

also  ist  die  durch  (9)  definierte  GroBe  v  in  der  That  mit  der  dnrch 
(5)  definierten  identisch  und  Gleichung  (8)  geht  liber  in: 

x  +  L      lev  —  e~v\2 


li)  %±±=(i 

'  L  —  x  \ 

T)a  sich  aus  (6)  ergiebt: 


L  —  z  =  s2  -  2 1  =  2  1  ■ 

so  findet  anch  zwischen  (6)  nnd  (11)  Ubereinstimmung  statt. 

Was  die  Ausftihrung  des  Grenziibergangs  an  den  Formeln  von 
§  143  betrifft,  so  beachte  man  zunachst,  da6  in  diesem  Fall: 

1 2)  lim  a  =  o)3,  lim  b  =  co2 
wird.    Man  erhalt  also: 

13)  lim(2z»  =  log(e(2^  +  2^^)  -  2uY  {rj3  +  r]2)  +  C  =  C. 

Doch  ist  damit  nichts  bewiesen,  da  in  der  Grenze  co2  unendlich  wird 
und  die  Formeln  von  §  80  fur  unendlich  groBe  Argumente  nicht 
gelten.  In  der  That  kann  fur  Anfangsbedingungen,  die  von  den  Be- 
dingungen  des  hier  untersuchten  Falles  beliebig  wenig  verschieden 
sind,  der  Wert  der  Periode  (p  noch  ein  zwischen  gewissen  Grenzen 
ganz  beliebiger  sein. 

§  146.   Bewegung  des  Pendels  auf  einem  Horizontalkreis. 

Es  bleibt  endlich  noch  der  Grenzfall  zu  besprechen,  daB 

!)  Z2  =  Z3 

wird.  Da  z  —  z1  stets  negativ  ist.  ist  in  diesem  Falle  (dz/dt)2 
niemals  positiv  und  nur  0,  wenn  z  bestandig  =  z2  =  z3  ist.  Das 

Burkhardt,  Funktionen.   II.  24 
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Das  spharisohe  Pendel. 


Pendel  bleibt  also  dann  bestandig  auf  einem  und  demselben  Hori- 
zontalkreis;  und  aus  Gleichung  (7)  von  §  139  geht  hervor,  da6  es 
diesen  Kreis  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  beschreibt. 

Der  Wert  dieser  Geschwindigkeit  lafot  sich  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen  (15)  bis  (20)  von  §  141  durch  L,  g  und  z2  ausdriicken. 

Setzt  man  namlich  in  ihnen  z2  =  z3,  so  folgt: 


L2  +  %2* 

2*2 


-  L*  +  %2 . 

2z2  » 


also: 


Man  sieht,  da6  z2  negativ  sein  muB. 

An  den  Formeln  von  §  143  ist  in  diesem  Fall  der  Grenz- 
iibergang  unter  Beibehaltung  von  ux  auszufiihren. 
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Teilungsgleichung,  spezielle  252. 
Teilungsproblem,  spezielles  250. 

—  allgemeines  281. 
Thetafunktion  102. 

— ,  fundamentale  103. 
Thetafunktionen ,  Additionstheoreme 
119. 


Thetafunktionen,  Darstellung  durch  un- 
endliche Produkte  113. 

Thetaquotienten  als  Funktionen  der 
Flache  136. 

— ,  Differentialgleichungen  der  120. 

Thetanullwerte  112.  145.  206. 

Thetarelationen  116. 

Torusflache  7. 

Transformation  der  Integrationsvaria- 
beln  159. 

—  des  Integrals  I.  Gattung  in  sich  164. 
— ,  lineare  167. 

— ,  quadratische  266.  282. 

—  von  Funktionen  hoherer  Stufe  260. 
288. 

Transformationsproblem ,  allgemeines 
277. 

— ,  — ,  algebraische  Formulierung  284. 
— ,  spezielles  256. 
Transformierte  Substitution  246. 
Transponierte  Substitution  251. 

Ubergang  von  den  Sigma  zu  den  Theta 
111. 

Ufer,  linkes  und  rechtes  17. 
Umkehrproblem  20.  28.  126.  152. 
Unabhangige  Perioden  34. 
Unimodular  168. 

Untergruppe,  gleichberechtigte  246. 
— ,  ausgezeichnete  246. 
Untergruppen  der  Modulgruppe  240. 
Unverzweigte  Funktionen  274. 

Yertauschung  der   Grenzen  und  der 

Parameter  149. 
Verwandt  99. 

Verzweigungspunkte ,  Monodromie  der 
192. 

— ,  Zusammenfallen  der  200. 

Weierstrasssche  Normalform  161. 
Wendedreiecke  327. 
Wendelinien  327. 
Wendepunkte  327. 
Wertigkeit  334. 

WurzelgroBen,  eindeutig  bestimmte  84. 
Zetafunktion  49. 

Zusammenfallen     der  Verzweigungs- 
punkte 200. 
Zusammenhangsverhaltnisse  8. 
Zusammensetzung  der  Klassen  240.  246. 


Berichtigungen. 


Zum  ersten  Teil. 

Seite  75,  Def.  XI  bedarf  des  Zusatzes,  daB  der  Zusammenhang  (Def.  VIII) 
dutch  innere  Punkte  (Def.  XII)  vermittelt  sein  muB. 

Seite  75  Satz  XVII  ist  zuzufiigen:  „und  fur  das  dyjdx  nicht  ofter  als 
einmal  unendlich  wird". 

Seite  125  Z.  3  v.  u.  statt  „zwei"  lies  „einen". 


Zum  zweiten  Teil. 

Seite  64,  Satz  I  ist  zuzufiigen:  „wenn  die  Av  l  der  Bedingung  (4)  geniigeu". 

Seite  139  In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  ist  \  und  a0  zu  streiclien. 

  i  

Seite  140,  (12)  statt  ]/    lies  ]/  . 

Seite  201,  Z.  10  u.  6  v.  u.  statt       lies  2w,. 

Seite  207,  Z.  j6  v.  u.  statt  &3A  lies  &9*ta>-%. 

Seite  216,  Z.  16  statt  %  lies  x3. 

Seite  219,  Z.  9  v.  u.  statt  10  lies  19. 

Seite  225,  §  93,  Z.  4  statt  64  lies  63. 
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GESCHICHTE 

DES 

PRINCIPS  DER  KLEINSTEN  ACTION. 

Akademische  Antrittsvorlesung 
von 

Dr.  Adolph  Mayer, 

Professor  der  Mathematik  an  der  Universitat  Leipzig, 
gr.  8.    1877.    geh.  80 

LEHBBUCH 

DEE 

DARSTELLENDEN  GEOMETRIE 

von 

Dr.  Karl  Rohn,  und       Dr.  Erwin  Papperitz, 

Professor  der  Mathematik  Professor  der  Mathematik 

an  der  Konigl.  Sachs.  Technischen  Hochschule  und  darstellenden  Geometrie  an  der 

zu  Dresden,  Konigl.  Sachs.  Berg-Akademie  zu  Freiberg. 

Zwei  B'ande. 

Mit  iiber  600  Figuren  im  Text, 
gr.  8.    1893  u.  1896.    geh.  Preis  25  Jt,  eleg.  gebunden  27  Jl,. 

Die  darstellende  Geometrie  hat  gegenwartig  eine  doppelte  Bedeutung: 
die  der  Darstellung  raumlicher  Gebilde  und  die  der  Entwickelung  der  Raum- 
anschauung.  Das  vorliegende  Werk  sucht  die  beiden  genannten  Zwecke  zu 
vereinigen.  Die  verschiedenen  Projektionsmethoden,  Orthogonal-,  Parallel-, 
Centralprojektion,  Axonometrie,  sowie  die  Flachen,  die  den  Techniker 
interessieren  konnen,  werden  behandelt;  in  einem  besonderen  Kapitel  wird  die 
Theorie  der  Flachenbeleuchtung  gegeben.  Bei  der  Darlegung  des  Stoffes 
wird  das  Verfahren  des  Projicierens  auch  moglichst  zur  Gewinnung  der  Eigen- 
schaften  des  dargestellten  Objektes  verwendet.  Durch  die  Behandlung  zahl- 
reicher  hoherer  stereometrischer  Aufgaben,  das  ausfiihrliche  Kapitel  iiber  Flachen 
zweiten  Grades  mit  seinen  Aufgaben,  die  Untersuchung  der  Regelflachen  dritter 
und  vierter  Ordnung  u.  s.  w.  wird  auch  auf  die  Entwickelung  der  Raumanschau- 
ung  ein  besonderes  Gewicht  gelegt. 

KOMPENDIUM  DER  THEORETISCHEN  PHYSIK. 

Von 

Dr.  Woldemar  Voigt, 

o.  o.  Professor  der  Physik  an  der  Universitat  Gottingen. 

Zwei  Bande. 

Erster  Band:  Mechanik  starrer  und  nichtstarrer  Korper.  Warmelehre. 
Zweiter  Band:  Elektricitat  und  Magnetismus.  Optik. 
gr.  8.    1895  u.  1896.    geh.  32  M,  geb.  in  Halbfranz  36  Ji. 

Je  weiter  die  theoretische  Physik  sich  entwickelt,  und  je  gewaltiger  die 
Werke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben  erschopfend  zu  behandeln 
bestrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt  sich  das  Bedurfnis  nach  einer  zusammen- 
fassenden  Darstellung  der  gewonnenen  Resultate  heraus,  welche  dem  Lernenden 
nach  Bewaltigung  einiger  Spezialgebiete  einen  Uberblick  iiber  die  gesamte 
Disziplin  zu  erwerben  gestattet.  Eine  solche  Darstellung,  die  auch  dem  reifen 
Forscher  willkommen  sein  diirfte,  fehlte  bisher  in  der  deutschen  Litteratur;  das 
vorliegende  Werk  sucht  diese  Liicke  auszufullen. 
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LEHKBUCH 

DEE 

EXPERIMENTAL -PHYSIK 

zum  eigenen  Studium  und  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 

von 

Dr.  Eduard  Riecke, 

o.  o.  Professor  der  Physik  an  der  Universitat  Gottingen 

Zwei  Bande. 
Mit  gegen  700  Figuren  im  Text. 

Lex.  8.    1896.    geh.  18       geb.  in  Ganzleinen  20  J(>. 


In  diesem  ausgezeichneten,  durchaus  auf  dem  Boden  der  neuen  Anschau- 
ungen  und  Forschungen  stehenden  Werke,  welches  in  xwei  handlichen  Bdnden 
das  ganxe  Oebiet  der  Physik  umfaBt,  wird  ein  wirkliches  lesbares  Lehrbuch  der 
Physik  geboten.  Mathematische  Entwickelungen  sind  nur  sparsam  darin  ent- 
halten  und,  wo  sie  nicht  zu  vermeiden  waren,  in  elementaren  Grenzen  gehalten. 
Das  Buch  wendet  sich  an  alle,  welche  der  Physik  wissenschaftliches  lnteresse 
entgegenbringen,  an  die  Horer  an  Universitaten  und  technisehen  Hochschulen, 
an  den  Lehrer,  an  den  gr often  Kreis  derer,  die,  auf  verwandten  G-ebieten 
im  Dienste  der  theoretischen  Forschung  oder  der  technisehen  An- 
wendungen  th'atig,  ihre  Kenntnis  von  der  Entwickelung  der  Physik 
wieder  erganzen  mochten. 

Das  Buch  ragt  weit  iiber  die  gebrauchlichen  Lehrbiicher  der  Physik  hin- 
aus.  Manches  ist  darin  im  Zusammenhang  behandelt,  was,  oft  nur  sehr 
schwer  zuganglich,  in  Zeitschriften  oder  Sammelwerken  zerstreut  ist;  man  findet 
darin  aber  auch  sehr  vieles  Neue,  was  man  in  anderen  Lehrbiichern  vergeblich 
suchen  wird  (z.  B.  Stromungen  und  Wirbel  der  Fliissigkeiten,  die 
Maxwell'sche  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  die  Tesla- 
strome,  die  ausfuhrliche  Darstellung  der  Hertz'schen  Versuche, 
Elektrolyse). 

„  Unter  den  neuerdings  erschienenen  Lehrbiichern  der  Experimentalphysik 
fur  Hochschulen  nimmt  das  vorliegende  erne  in  doppelter  Hinsicht  besondere 
Stellung  ein.  Es  bietet  einerseits  eine  wirkliche  Hochschulphysik ,  indem  es  die 
elementare  Darstellungsweise  jener  meist  fur  eine  sehr  ungleich  vorgebildete  Zu- 
horerschaft  berechneten  Werke  vollig  bei  Seite  la/St  und  wirklich  die  Physik  so 
behandelt,  wie  man  es  im  Unter schied  xu  den  vorbereitenden  Lehranstalten  xur 
Universitat  erwarten  mufi.  Andererseits  aber  enthdlt  es  auch  nicht  ein  blo/3es 
Konglomerat  des  Wissenswurdigsten,  sondern  es  trdgt  den  Stempel  einer  Persdn- 
lichkeit,  in  der  en  Oeiste  dor  ganxe  Stoff  gleichsam  fliissig  geworden  und  um- 
geschmohen  worden  ist;  esr  xeigt  eine  Art  von  kiinstlerischem  Oeprdge ,  das  die 
Lektiire  dieses  Werkes  xu  einem  wahren  Genusse  macht  Ein  besonders  gilnstiger 
Umstand  ist  es,  da/3  der  Verfasser  die  iheoretische  wie  die  experimentelle  Seite 
der  Physik  in  gleichem  Mafie  beherrscht\  dementsprechend  sind  die  Bexiehungen 
zwischen  beiden  mit  einer  Vollkommenheit  xur  Darstellung  gelangt, 
ivie  sie  xuvor  noch  nicht  erreicht  worden  ist.11 

.  (Ze/tschrift  fur  den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht  1897.) 
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